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PREMIERE  SECTION. 


Hâtez- vons  lentement,  et  sans  perdre  courage  y 
Vingt  fois  sur  le  métier  remettez  votre  ouvrage. 

Chant  i^*^  de  VArt  poétique  cle  BoileàV. 


TROISIÈME  ÉDITION. 


PARIS, 

Cliez  CouB.Cl£R>  Imprim .-Libraire  pour  les  Mathématiques  ^ 

quai  des  Augustins,  n^  5/. 


•M*Hk 


DISCOURS  PRÉLIMINAIRE. 


,1  j  A  division  en  chapitres  ,  en  livres  ou  en  leçons  ,  adoptée 
par.des  Géomètres  du  premier  ordre,  est  un  modèle  à  suivre 
dans  la  facture  des  traités  élémentaires  Ces  sous-divi^ions  d*un 
ouvrage  sont  comme  autant  de  cases  dans  lesquelles  ranîeur  dé* 
pose  tout  ce  qui  peut  se  ranger  sous  un  même  titre  ;  par  elies, 
l'élève  se  reporte  sur-le-champ  au  point  où  il  est  re^  té,  il  60  m  me 
plus  aisément  ce  qu'il  a  déjà  vu  et  ce  qui  lui  re^te  à  voir 
pour  satisfaire  à  l'exigé;  celui  qui  veut  revenir  sur  une  théorie, 
Ja  retrouve  toute  entière  sous  son  titre ,  isolée  et  dégagée  de 
ce  qui  lui  est  étranger.  En  Algèbre  surtout ,  cette  distribu- 
tion des  matières  donne  à  chaque  proposition  ,  une  con^i8- 
tance  ,  une  sorte  de  relief  qu'elle/  n'aurait  pas  dans  toute  autre 
ordonnance ,  parce  qu'alors  elle  devient  élément  de  la  démons- 
tration d'un  grand  théorème  dont  l'énoncé  est  le  litre  même 
du  chapitre;  elle  réveille  jusqu'au  souvenir  des  moindres  dé* 
tails  qu'on  oublie  si  facilement ,  et  rapproche  deux  candidats 
d'une  intelligence  égale,  dont  l'un  ne  doit  qu'à  plus  de  mé- 
moire la  supériorité  qu'il  prend  sur  l'autre  dans  un  concours 
verbal.  Aux  approches  d'un  examen ,  l'élève  n  a  plus  à  faire 
que  des  récapitulations;  c'est  alors  qu'il  sent  tout  le  prix 
d'un  livre  bien  ordonné,  et  qu'il  le  met  au-dessus  de  cehii 
qui,  ayant  plus  de  mérite  à  d'autres  égards,  n'aurait  pas  une 
forme  aussi  commode  :  c'ejrt  pour  l'aider  dans  cette  revue 
de  son  instruction ,  que  j'offre  ici  une  analyse  détaillée  des 
doctrines  contenues  dans  ce  volume  ,  analyse  plus  que  suffi- 
sante pour  qui  possédera  bien  ses  matières.  Il  se  passe  alors 
un  phénomène  assez  singulier  ,  quoique  .facile  à  expliquer , 
et  que  je  vois  se  renouveler  tous  les  ans  à  la  même  époque; 
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je  ne  parle  ici  que  de  Télève  qui  a  bien  fourni  sa  carrière  : 
il  croit  avoir  tout  oublié  ;  c'est  que  tout  ce  qu'il  a  appris , 
est  réduit  à  un  petit  nombre  de  faits  principaux;  ces  faits 
8opt  dans  sa  tête  comme  autant  de  points  proéminens  près  des- 
quels les  détails  disparaissent  ;  il  ne  lui  reste  plus  que  le 
souvenir  des  généralités  ;  mais  aussi  il  est  en  état  d'impro- 
jïser  et  de  rétablir  à  Tinstant  les  idées  intermédiaires ,  et  il 
le  fera  avec  d'autant  plus  de  facilité ,  que  la  forme  de  l'ou- 
vrage qu'il  a  étudié^  sera  meilleure.  £n  effet ,  dès  que  la 
question  est  posée,  il  se  reporte  au  titre  du  chapitre  qui  la 
renferme  ;  la  place  »  l'étendue  et  la  contexture  de  la  démons- 
tration «e  retracent  à- la -fois  à  son  esprit^  et  il  retrouve  , 
89n8  les  chercher  ,  jusqu'aux  locutions  mêmes  de  l'auteur.  La 
rédaction  devient  donc  un  point  important;  je  Fai  soignée 
autant  qu'il  m'a  été  possible^  et  j'ai  cherché  à  joindre  la* 
précision  i  la  clarté.  Des  numéros  de  renvoi ,  très-fréquens, 
indiquent  les  liaisons  et  les  correspondances  entre  toutes  les 
parties  de  ce.  Traité. 

L'auteur  qui  professe  ,  ne  peut  se  faire  long-tems  illusiou 
•ur  son  propre  ouvrage;  s'il  consulte  ses  élèves,  s'il  provoqua 
leurs  observation^ ,  il  connaîtra  bientôt  les  imperfections  de 
son  livre.  Dans  une  position  aussi  favorable ,  il  ne  lui  faut 
que  «cette  portion  d'amour -propre  qui  porte  vers  le  mieux, 
pour  le  rencontrer  :  l'homme  de  génie  qui  crée ,  n'st^s  besoin 
de  ce  contrôle;  ce  n'est  que  dans  la  composition  des  livres 
élémentaires  qu'il  devient  nécessaire*  Ici ,  il  ne  s'agit  que 
d'arranger  des  matériaux  connus,  suivant  le  meilleur  ordre 
possible  ;  et  cette  distribution  est  un  problème  que  l'expé- 
rience de  renseignement  résout  bien  plus  sûrement^  et  beau- 
coup mieux  que  la  simple  spéculation. 

A  cette  occasion ,  j  observerai  que  dans  quelques  Traités 
d'Algèbre  qui  ont  paru  dans  ces  derniers  temps ,  on  a  cru 
devoir  distribuer  la  partie  exigible  de  cette  science  en  deux 
sections ,  dtDnt  Tune  sert  d'introduction  à  l'autre ,  en  ce  sens 
que  la  première  ne  renferme  que  les  élémens  ou  les  premiers 
mots  des  théori^rs  dont  la  seconde  contient  les  epmplémens« 
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Mais  ce  qui  peut  être  bon  dans  un  cours  oral,  ne  conrient 
plus  4  ce  me  semble ,  dans  un  cours  écrit  qui  s'adresse  plutôt 
encore  à  ceux  qui  transmettent  Tinstruction  qu'à  ceux  qui  la 
reçoivent  :  il  arrive  alors  que  le  lecteur ,  professeur  ou 
élève,  est  obligé  de  revenir  sans  cesse  sur  ses  pas»  pour  rap- 
procher ce  que  l'auteur  a  séparé ,  et  saisir  Tesprit  et  le  point 
essentiel  de  chaque  doctrine,  ce  qui  ne  peut  se  faire  que 
lorsqu'on  en  voit  Vensemble. 

Je  passe  au  résumé  que  j'ai  annoncé. 

A  l'exemple  d'Euler,  dans  son  Algèbre,  Traité  dont  on 
ne  peut  trop,  même  aujourd'hui ,  recommander  la  lecture  (^, 
j'ai  fait  précéder  la  résolution  des  équations  de  tout  ce  qu'il 
est  nécessaire  de  savoir  pour  isoler  la  quantité  inconnue  dans 
un  membre ,  et  efifectuer  les  opérations  prescrites  par  la  for- 
mule qui  la  représente;  cet  ordre  m*a  paru  préférable  à  celui 
qu'a  suivi  Glairaut.  J'ai  pensé  que  les  règles  fondamentales  ne 
devaient  pas  être  disséminées  dans  des  exemples  particuliers, 
mais  qu'il  fallait  les  présenter  isolément ,  et  les  énoncer  avec 
beaucoup  de  précision  et  de  clarté ,  a&n  qu'elles  tiennent  peu 
de  place  dans  la  mémoire  de  l'élève ,  et  qu'elles  s'y  conservent 
sans  altération. 

Les  treize  premiers  chapitres  que  je  vais  successivement 
analyser  avec  détail ,  forment ,  à  proprement  parler ,  l'intro- 
duction à  la  résolution  des  questions  ;  c'est  une  des  sous- 
divisions  de  l'ouvrage ,  qu'il  est  bon  d'indiquer  aux  professeurs 
qui  voudront  bien  en  faire  le  texte  de  leurs  leçons. 

Après  avoir ,  dans  le  premier  chapitre ,  insinué  une  idée  gé-* 
nérale  de  l'Algèbre ,  et  résumé  cette  science  autant ,  du 
moins,  qu'on  peut  le  faire,  j'ai  présenté  dans  les  onze  cha- 


(*)  Dans  une  nontelle  édition  de  cette  Algèbre,  on  tronrera  à  la  suitôy 
da  premier  yplumc  >  des  notes  très-étendites  extraites  en   partie  de  mom 
4>uvrage, 
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pitres  suiyans ^  les  opérations  de  l'addition,  soustraction,  mul" 
tiplication ,  division,  formation  de  puissances,  extraction  de 
racines ,  enBn  la  théorie  des  proportions  arithmétique  et  géo* 
métrique ,  afin  de  faciliter  aux  commençans  des  rapproche- 
ment propres  à  leur  bien  faire  appercevoir  le  caractère  distinc- 
tif  entre  l'Algèbre  et  TArithmétique  qui  se  compose  des  mêmes 
titres  rangés  dans  le  même  ordre. 

Dans  l'addition ,  lorsque  la  représentation  d'un  nombre 
entre  plusieurs  fois  dans  la  somme  ,  il  y  a  lieu  à  une  abrévia- 
tion ;  de  là  les  coefficiens  et  l'idée  de  réduction  qui  sera 
étendue  et  complétée  dans  les  chapitres  suivans.  Dans  la  sous- 
traction ,  j'ai  été  conduit  par  une  distinction  fort  naturelle ,  à 
la  considération  d'un  reste  négatif  que  je  considère  comme 
devant  entrer  dans  une  combinaison  nouvelle;  celui-là  n'a 
pas  l'obscurité  du  rei«te  négatif  isolé  auquel  on  ne  peut  être 
conduit  que  par  une  question.  Tel  est  le  sommaire  du  cha- 
pitre deuxième. 

En  établissant,  dans  le  chapitre  troisième,  les  règles  re- 
latives aux  signes  dans  la  multiplication ,  je  m'abstiens  de 
prendre  des  facteurs  tels  que — a,  +a, — i,+^,  parce 
qxi*ils  impliquent  contradiction ,  en  ce  sens  qu'une  quantité 
isolée  ne  doit  pas  avoir  de  signe ,  comme  je  l'ai  observé  dans 
!e  chapitre  précédent  :  je  suppose  toujours,  avec  M.  Laplace, 
des  facteurs  binômes ,  et  alors  les  conclusions  relatives  aux 
signes  qu'on  tire  des  produits  ,  n'offrent  rien  d'obscur.  De  cette^ 
manière  on  ne  se  prive  pas  de  l'avantage  de  s'expliquer  sur 
des  nombres,  ce  qu'on  doit  faire  le  plus  souvent  possible  , 
lorsqu'on  parle  à  des  élèves  qui  ne  savent  encore  que  l'Arith- 
métique. Le  procédé  pour  multiplier  deux  polynômes  l'un 
par  l'autre  ,  n'est  qu'indiqué  dans  les  auteurs;  j'ai  cru  néces- 
saire de  le  démontrer ,  et  de  faire  observer  que  quelque  com- 
pliqués que  soient  les  facteurs  ,  la  multiplication  n'est,  en  der^ 
nier  résultat ,  qu'une  répétition  de  cette  opération  sur  deux 
monômes  «  remarque  qu'on  généralisera  sans  peine. 
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Ayant  introduit  les  exposans  par  la  multiplication.,  je  com-* 
plète  la  définition  de  similitude,  et  j  observe  qu'en  cumulant 
les  termes  semblables  en  un  seul  ^  on  fait  d'avance  cette  partie 
de  la  somme  ,  qui  ne  change  pas  de  forme,  quelles  que  soient 
les  valeurs  numériques  des  lettres. 

Dans  le  chapitre  quatrième  sur  la  division,  je  donne  les 
règles  de  la  division  des  monômes ,  en  considérant  successi- 
vement les  signes,  les  coefRciens ,  les  lettres  et  les  exposans. 
Dans  la  division  de  deux  exponentielles  d'une  même  lettre ,  on 
sait  d'avance  que  leur  quotient  doit  être  cette  lettre,  et  il  reste  à. 
découvrir  son  exposant  qu'on  trouve  égal  à  la  différence  entre  les 
exposans  du  dividende  et  du  diviseur ,  et  de  là  la  nécessité  de  dis- 
tinguer trois  cas,  dans  deux  desquels  on  est  conduit  à  ces  résultats 
singuliers  a**,  oT^  qui  sont  interprétés ,  résultats  qu'on  n'aurait 
pas  rencontrés  si  on  eût  suivi  la  règle  pour  la  division  des 
lettres  :  le  dernier  qui  est  donné  par  une  différence  négative 
isolée,  devient  l'objet  d'un  examen  particulier  qu'on  trouve 
dans  le  chapitre  quatorzième.  Le  dernier  cas  fournit  à  l'élève 
une  première  occasion  de  remarquer  que  l'Algèbre  donne  en 
même  temps  la  valeur  du  nombre  inconnu  et  son  signe.  Ayant 
prouvé  que  a**  =  i ,  pour  toute  valeur  de  a  ,  il  convenait  d'exa- 
miner le  cas  de  a=o  ,  d'où  résulte  o°  qui  se  traduit  en  | ,  ex- 
pression qui  vient  s'offrir  pour  la  première  fois  :je  fais  remarquer, 
1°.  que  le  quotient  de  o  par  o  peut  être  quelconque;  â°. qu'une 
telle  fraction  peut  n'admettre  qu'une  seule  valeur,  ensorte  que  5 
n'annonce  pas  toujours  une  indét#mination.  A  mesure  que 
ces  réponses  singulières  se  reproduisent,  les  distinctions  aux- 
quelles elles  donnent  lieu ,  quant  à  leur  signification  ,  sont 
assignées  plus  soigneusement.  Je  passe  à  la  division  des  polyr 
nomes ,  et  je  démontre  qu'elle  se  réduit  à  celle  des  deux  termes 
de  plus  grands  exposans  du  dividende  et  du  diviseur ,  divi- 
sion qu'on  peut  toujours  faire ,  et  qui  remplace  avantageuse- 
ment celle  d'un  dividende  partiel  par  le  diviseur ,  laquelle 
n'est  pas  toujours  possible.  La  division  numérique  ne  peut 
pas  être  ainsi  réduite  à  celle  des  deux  termes  d'exposans  plus^ 
élevés  de  la  base  du  système  ;  à  cause  des  retenues. 
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Quoique  les  fractions  littérales  que  nous  considérons  dans 
le  cinquième  chapitre,  soient  soumises  aux  règles  démontrées 
sur  les  fractions  numériques ,  et  qu'elles  partagent  les  proprié- 
tés de  celles-ci^  néanmoins  nous  en  avons  établi  la  théorie  au- 
trement,  en  partant  de  ce  principe  ,  que  si  Ton  opère  de 
la  même  manière  sur  les  deux  membres  de  l'égalité  qui  a  tou- 
jours lieu  entre  le  numérateur  d'une  fraction  et  le  produit  de 
son  dénominateur  par  la  valeur  de  la  fraction ,  les  résultats 
sont  toujours  égaux.  Je  crois  n'avoir  pas  alongé  inutilement 
ce  chapitre,  en  examinant  les  variations  d'une  fraction  corres- 
pondantes à  des  variations  égales  tant  en  plus  qu'en  moins  de 
ses  deux  termes  :  j'ai  voulu  présenter  à  l'élève ,  dans  cette 
question  ,  un  premier  modèle  d'une  discussion  complète  :  il 
rencontre  encore  ces  résultats  ^  et  |  :  ce  sont  des  faits  re- 
cueillis en  passant  ^  et  qui  doivent  être  expliqués  par  la 
suite. 

Le  chapitre  sixième ,  qui  a  pour  titre  :  Recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  un  nombre  quelconque  de  nom-' 
bres  y  est  une  préparation  au  chapitre  vingt-quatrième  dans 
lequel  on  étend  la  même  question  aux  polynômes  :  il  oiTre 
syr  les  fractions  continues  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  d'en  savoir 
pour  calculer  le  logarithme  d'un  nombre.  La  théorie  com- 
plète de  ces  sortes  de  fractions  est  renvoyée  en  partie  au 
chapitre  vingt-unième ,  et  son  complément  se  trouve  dans  la 
seconde  section.  » 

Le  chapitre  septième  fait  naturellement  suite  aux  deux  pré- 
cédens ,  puisqu'il  s'agit  de  la  résolution  des  quotiens  en  suites 
infinies.  On  y  trouve  l'interprétation  de  ce  résultat  ^  déjà 
rencontré  précédemment;  il  se  produit  comme  terme  som- 
xnatoire  d'une  suite  qui  ne  s'arrête  jamais  :  ce  symbole  que 
les  géomètres  appellent ,  par  abréviation  ,  Y  infini  ,  est  déjà , 
sous  cette  origine ,  une  annonce  de  contradiction  5  c'e^t ,  en 
effet ,  l'emblème  d'une  somme  qu'on  ne  peut  obtenir,  puis- 
qu'on n'en  connaît  pas  tous  les  termes;  non  pas  cependant 
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que  dB  telles  suites  soient  toujours  représentées  par  ^ ,  ce 
qu'il  est  facile  de  concevoir,  en  observant  que  si  à  la  moitié 
d'une  ligne  on  ajoute  la  moitié  du  reste ,  à  cette  somme  la 
moitié  du  reste ,  et  ainsi  de  suite  ,  la  somme  ne  pourra  jamais 
être  la  ligne  entière.  Nous  avons  consigné  ici  une  notion  nou- 
velle qui  est  celle  de  limite ,  notion  souvent  invoquée  par  la 
suite.  Ces  développemens  en  suites  infinies  correspondent  aux 
fractions  décimales  non  terminées;  mais  par  l'opération  arith- 
métique y  les  chiffres  de  celles-ci  s'obtiennent  un  à  un ,  tan- 

dis  que  si  on  développe  une  faction  ?  en  une  série  de  frac- 
tions dont  les  dénominateurs  soient  toufes  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  m,  les  nulbérateurs  donneront  plusieurs 
chiffres ,  lorsqu'on  particularisera  le  module  m  et  les  repré- 
sentations a  et  b.  Comme  il  s'agissait  ici  de  comparer  deux 
résultats  obtenus  l'un  par  l'Algèbre ,  et  l'autre  par  l'Arithmé- 
tique, il  fallait  procéder  d'une  manière  analogue;  c'est  pour- 
quoi j'ai  traité  à  part  cette  question  ,  quoique  sa  solution  fût 
évidemment  comprise  dans  ce  qui  précède.  Enfin ,  en  résu- 
mant ce  chapitre  et  le  précédent ,  on  reconnaît  qu'une  même 
fraction  peut  se  produire  sous  des  formes  essentiellement  dif- 
férentes y  espèce  de  métamorphose  qui  est  un  des  caractères 
distinctifs  de  cette  branche  de  calcul. 

Dans  le  huitième  chapitre  qui' ne  se  trouvait  pas  dans  la 
seconde  édition,  j'ai  démontré  cette  série  de  propositions  sup- 
posées dans  ce  qui  précède,  ou  dont  la  connaissance  est  indis-> 
pensable  pour  l'intelligence  de  ce  qui  suit  ;  savoir:  i°  on  mul- 
tiplie ou  on  divise  un  produit  en  multipliant  ou  en  divisant 
un  des  facteurs;  2°  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
nombres,  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu'on  multiplié 
les  facteurs  ;  3*  si  le  produit  ab  est  divisible  parc,  et  que 
i  et  c  soient  premiers  entre  eux ,  c  divise  a  ;  4°  deux  frac- 
tions irréductibles  égales ,  ont  leurs  ternias  correspondans 
égaux;  5®  lorsqu'une  fraction  non  irréductible  est  égale  à  une 
fraction  irréductible ,  les  deux  termes  de  la  première  sont  les 
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mêmes  multipleâ  des  deux  termes  de  la  seconde:  6*  tout 
nombre  premier  ne  peut  diviser  le  produit  de  deux  nombres  ,■ 
lorsqu'il  ne  divise  aucun  de  ces  nombres.  Viennent  ensuite  la 
décomposition  d'un  nombre  en  ses  facteurs  tant  simples  que 
composés ,  la  solution  générale  de  cette  question  :  Traduire 
un  nombre  d'un  système  dans  un  autre  système  de  numéra- 
tion ^  et  enfin  les  caractères  de  divisibilité  de  quelques  nombres. 
Ce  chapitre  me  par^t  réunir  l'intérêt  à  l'utilité.' 

Je  me  suis  fondée  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut  ^  sur  la  clas-« 
sification  des  matières ,  adoptée  en  Arithmétique ,  pour  placer 
ici  la  formation  des  puissances  seconde  et  troisième  et  l'extrac- 
tion des  racines  carrée  et  cubique  des  polynômes  et  des  nom- 
bres. Tel  est  le  texte  des  chapitres  neuvième ,  dixième  et 
onzième. 

Dans  le  chapitre  neuvième,  qui  a  pour  titre  :  des  Radicaux ^ 
Je  complète  les  règles  relatives  à  la  multiplication  et  à  la 
division  des  exponentielles  à  exposans  fractionnaires  tant  po- 
sitifs que  négatifs ,  et  je  conclus  qu'elles  s  étendent  aux  expo- 
sans incommensurables  des  deux  signes  (  '^  )  ;  je  démontre  , 
1^  que  la  racine  d'un  nombre  est  réductible  ,  quand  son 
indice  est  décomposable  en  facteurs  ;  a**  que  l'unité  est  la 
limite  des  racines  dont  l'indice  croît  continuellement ,  et 
que  de  l'indice  zéro  à  rinfini ,  la  racine  revient  de  l'infini  à 
Tunité.  Les  racines  imaginaires  résultent  de  l'extraction  d'une 
racine  paire  d'un  résultat  négatif  isolé ,  mais  leur  origine  est 
plus  soigneusement  examinée  dans  les  quatorzième  et  dix-neu- 
vième chapitres.  Après  avoir  prouvé  que  ces  imaginaires  qui 
forment  dans  l'Algèbre  un  symbole  précieux,  se  réduisent 
toutes  à  y/— 1 ,  je  reprends  sur  ces  sortes  de  racines  les  opé- 
rations élémentaires  auxquelles  succèdent  diverses  transfor- 
mations dont  l'utilité  ne  peut  être  méconnue ,  et   enfin  les 

quatre  formules  qui  donnent  tontes  les  puissances  de  y — i. 

{*),  Cens  ^i  voudront  une  démonstration  rigourease  de  cette   propo' 
«ttion  y  devront  consulter  V  Algèbre  de  M-  Reynaud, 
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On  lit  dans  les  formules  de  composition  da  carré  et  da  cnbA 
d'un  binôme,  les  règles  à  suivre  dans  l'extraction  des  racines 
carrées  et  cubiques  des  nombres^  opération  que  j*ai  détailléô 
avec  tout  le  soin  possible  dans  le  chapitre  dixième  qui  offre 
sur  ce  point  des  améliorations  remarquables  et  qui  étaient 
nécessaires.  En  passant  aux  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puis-* 
sauces  parfaites  ^  j*ai  été  conduit  à  la  distiaction  des  nombres , 
et  commensurables  et  incommensurables^  déjà  énoncée  plus 
baut.  Dans  une  note  jointe  à  ce  chapitre,  j*ai  démontré  quô 
la  diS'érence  m'^"*'  de  la  suite  des  puissances  m  des  nombres 

naturels,  est  constante  et  égale  à  1.2. 3 m,  proposition 

qui  9  dans  le  texte,  n'est  étendue  qu*à  la  suite  des  carrés  et  des 
cubes ,  et  qui  prouve  son  application  dans  le  33*  chapitre. 

Il  était  naturel  de  passer  de  Textraction  des  racines  carrées 
et  cubiques  des  nombres  à  celle  des  polynômes;  ainsi,  dans 
le  douzième  chapitre ,  j'ai  aésolu  cette  dernière  question  do 
deux  manières  :  1*  en  suivant  la  marche  inverse  de&  puis- 
sances ;  Q?  en  partant  du  principe  des  plus  grands  termes , 
déjà  employé  dans*  la  division.  Ce  qui  est  dit  dans  le  chapitre 
septième  touchant  l'utilité  des  séries  convergentes,  se  trouve 
confirmé  par  les  applications  qui  terminent  celui-ci. 

La  formule  d'une  puissance  entière  et  positive  m  d'un  binôme 
dont  la  démonstration  fait  le  sujet  du  douzième  chapitre,  est  une 
généralisation  de  celles  qui  ont  été  données  précédemment. 
Cette  question  qui  se  réduit  à  la  recherche  du  terme  général  des 
coefBciens  numériques,  revient  à  compter  le  nombre  des  pro- 
duits différens  qu'on  peut  faire  avec  m  lettres  multipliées  n  à  /i  ; 
or  comme  du  nombre  de  ces  produits ,  supposé  connu ,  on 
passe  à  celui  des  arrangemens  de  m  lettres  n  à  n,  en  faisant 
dans  chaque  produit  partiel  entre  n  lettres  ,  tous  les  arrange- 
mens possibles  de  ces  lettres ,  et  comme  d'ailleurs  on  sait 
compter  directement  le  même  nombre  d'arrangemens ,  on  a 
ainsi  une  équation  entre  le  nombre  de  produits  cherché  et 
les  nombres  d'arrangemens  de  met  n  let:res  n  à  n.  En  sorte 
que  la  question  ainsi  réduite  à  ses  véritables  ternies,  n'offre 
plus  de  difiiculté.  A  la  suite  de  quelques  théorèmes^  j'applique 
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la  formule  du  binôme  au  développement  dé  la  fraction  —  ■■       , 

déjà  donné  (chap.  VIII^  note)  pour  un  exposant  m  défini  , 
fraction  qui ,  pour  x^=a,  devient  |  et  dont  la  valeur  vraie 
est  maT^^f  en  observant  qu*ici  ce  symbole  f  est  dû  à  une  seule 
hypothèse. 

La  théorie  des  équi-diiFérences ,  des  équi-quotiens  et  de» 
rapports  égaux  prolongés  ^  compose  le  dernier  des  treize  cha- 
pitres qui  correspondent  à  l'Arithmétique  :  je  n*ai  dit  qu'un 
mot  de  Téqui-difFérence  qui  n'est  presque  pas  usitée.  Les  pro- 
priétés de  réqui^quotient  et  des  rapports  égaux  prolongés ,  ne 
sont  que  des  résultats  de  combinaisons  des  propriétés  des  frac- 
tions et  de  l'égalité  :  je  les  ai  traduites  et  énoncées  en  notations^ 
et  dénominations  anciennes  »  parce  qu'elles  sont  encore  em* 
ployées  dans  des  Traités  modernes  de  Géométrie. 

J'ai  supprimé  le  chapitre  tr^ième  de  la  seconde  édition , 
qui  avait  pour  titre  :  Considérations  sur  les  signes  +  et — etc. , 
ou  plutôt  je  l'ai  fondu  dans  le  suivant  qui  est  le  quatorzième , 
et  qui  traite  de  la  résolution  des  équations  du  premier  degré 
à  une  inconnue.  En  considérant  une  soustraction  impossible  ^ 
parce  que  le  nombre  qu'on  retranche  est  le  plus  grand  ,  j*ol>- 
serve  que  le  signe —  qui  affecte  le  reste ,  exprime  cette  im- 
possibilité ,  et  qu'en  changeant  le  signe  de  ce  reste ,  on  re- 
passe à  la  différence  que  Ion  obtiendrait  en  retranchant  le 
plus  petit  nombre  du  plus  grand.  Telle  est ,  en  même  temps , 
l'origine  des  exposans  négatifs  et  des  imaginaires  données  par 
l'extraction  d'une  racine  paire  d'un  reste  négatif.  Je  démontre 
ensuite  ces  deux  propositions  :  toute  quantité  qui ,  de  positive 
qu'elle  était ,  devient  négative,  et  réciproquement,  passe  né- 
cessairement par  zéro  ou  par  l'infini,  et  il  en  eî-t  de  même 
de  toute  quantité  qui  de  réelle  devient  imaginaire.  Après  avoir 
dit  ce  qu'on  peut  entendre  par  cet  énoncé  :  toute  quantité 
négative  est  moindre  que  zéro  ,  j'énonce  quelques  propositions 
sur  les  inégalités ,  puis  je  fais  vohr  que ,  sans  déroger  à  leur 
acception  primitive  ,  les  signes  +  ©t  —  deviennent  propres 
à  indiquer  deux  sens  diamétralement  opposés  sur  une  même 
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droite ,  à  partir  d'un  même  point  ^  ou  deux  directions  l'une 
vers  l'autre ,  comptées  de  deux  points  différens  sur  la  même 
droite.  Ces  préliminaires  posés ,  je  passe  à  la  résolution  des 
équations  du  premier  degré;  et  au  défaut  de  règles  certaines 
pour  traduire  une  question  en  langage  algébrique  ,  j'énonce 
des  préceptes  généraux  dont  on  peut  s'aider ,  mais  qui  ne 
suppléent  pas  l'exercice  et  la  sagacité.  Persuadé  qu'un  petit 
nombre  d'exemples  bien  choisis ,  est  plus  fructueux  que  cette 
multiplicité  de  problèmes  oiseux  dont  on  fatigue  les  commen- 
çans ,  je  me  suis  renfermé  dans  quelques  questions  instruc- 
tives par  l'espèce  de  discussion  qu'elles  comportent.  Parmi  les 
problèmes  que  j'ai  traités^  je  citerai  celui  des  annuités  ,■  qui  a 
cela  de  remarquable  qu'il  conduit  à  une  équation  qui  est  lô 
type  général  des  équations  de  tous  les  degrés ,  dont  la  ré- 
solution ne  pourra  plus  être  regardée  comme  une  recherche 
de  pure  curiosité.  Dans  ce  chapitre^  je  me  suis  toujours  élevé 
du  cas  particulier  au  cas  général ,  cette  marche  m'ajant  paru 
mieu^  convenir  ici  que  le  procédé  inverse  auquel  elle  prépare^  et 
qu'il  faudra  lui  préparer  par  la  suite.  Dans  cetitre^les  élèves  ver- 
ront se  développer  la  signification  de  ces  symboles  |y  i,  ou  oo^ 
le  premier  annonçantune  indétermination,  et  le  second  une  im- 
possibilité^  ou  plus  exactement  ime  contradiction .  Je  me  suis  par- 
ticulièrement attaché  à  faire  voir  que  les  racines  négatives  n'in- 
diquent point  une  impossibilité  absolue  ,  mais  seulement  rela- 
tive à  l'énoncé  actuel  de  la  question ,  qu'elles  avertissent  de 
rectifier  de  manière  à  ce  qu*il  puisse  être  traduit  algébrique- 
ment par  l'équation  que  l'on  obtient ,  après  avoir  changé  dans 
la  première  le  signe  de  l'inconnue.  Enfin ,  j'ai  terminé  par  la 
règle  de  fausse  position  ^  qui  sert  à  reconnaître  si  la  question 
proposée  est  du  premier  degré  ou  d'un  degré  supérieur ,  règle 
dont  on  trouve  encore  des  applications  importantes  dans  le 
trente-troisième .  chapitre . 

Les  suites  par  différences  et  par  quotlens  égaux ,  sont  la  ma- 
tière du  chapitre  quinzième.  Les  recherches  auxquelles  elles 
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donnent  lieu ,  se  réduisent  à  celles  des  terine§  généraux  et 
eomniatoires.  La  seule  hypothèse  du  facteur  constant  =  i  , 
donne  encore  ici  |  comme  terme  spmmatoire  d'une  progres- 
sion par  quotiens  égaux,  et  on  sait  d'ailleuns  que  cette  somme 
est  égale  à  n  foi»  le  premier  terme ,  n  désignant  le  nombre 
des  termes.  Mais  lorsque  les  suites  par  quotiens  égaux  sont 
décroissantes  et  indéfiniment  prolongées,  on  substitue  au  terme 
Bommatoire  qu'on  ne  peut  obtenir ,  un  nombre  tel  qu'entre 
lui  et  la  valeur  de  la  totalité  de  la  suite ,  on  ne  peut  interca- 
ler aucun  autre  nombre.  Nous  trouvons  donc  non  les  véri- 
tables sommes,  mais  leurs  limites.  Les  fractions  décimales 
périodiques  rentrent  dans  les  suites  décroissantes  et  infinies 
que  nous  venons  de  considérer  :  j'assigne  ici  les  caractères 
qui  font  reconnaître  si  la  période  doit  ou  non  commencer 
immédiatement  à  la  droite  de  la  virgule ,  et  dans  ce  dernier 
cas ,  je  recherche  le  rang  du  premier  des  chiffres  périodiques. 
Je  termine  par  la  sommation  de  quelques  séries  réductibles  â 
des  suites  par  quotiens  égaux. 

L'origine  assignée  aux  logarithmes  par  Euleret'M..  Laorange, 
ne  permet  plus  de  ne  les  envisager  qu'anthmétiquement  :  leur 
théorie  devient  un  des  chapitres  de  l'Algèbre.  En  me  renfer- 
mant, ainsi  que  Ta  fait  Euler dans  son  Algèbre,  dans  les  élé- 
mens  de  cette  doctrine  ,  j'ai  donné  dans  le  seizième  chapitre, 
plusieurs  théorèmes  qu'on  ne  trouve  pas  dans  cet  excellent 
ouvrage ,  et  qui  sont  devenus  indispensables  dans  l'état  actuel 
de  la  science.  Au  lieu  des  complémens  arithmétique^  dont  les 
calculateurs  ont  souvent  reconnu  l'inconvénient ,  j-'emploie  les 
caractéristiques  négatives  qui  conservent  une  analogie  de  si- 
gnification avec  les  positives ,  la  partie  décimale  jointe  à  ces 
caractéristiques,  restant  positive  :  cet  expédient  m'a  dispensé  de 
parler  des  complémens  arithmétiques.  Par  le  calcul  du  logari- 
thme du  nombre  2  sur  la  base  lo,  je  n'ai  voulu  que  montrer  la 
possibilité  de  former  une  table  de  logarithmes  ;  et  je  renvoie 
pour  une  plus  ample  instruction  sur  ce  point,  au  chapitre 
vingtième  et  à  la  seconde  section  de  l'Ouvrage. 
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A  mesure  qu'on  s'éloigne  du  commencement  d'une  science , 
les  moyens  se  multiplient  ;  de  là  cette  diversité  de  mé- 
thodes que  plusieurs  personnes  réprouvent  à  tort,  et  parce 
tju'elle  est  à-la-fois  une  source  d'instruction  et  une  confirmation 
de  la  science,  et  parce  qu'enfin,  en  admettant  que  le  can- 
didat ne  doive  en  apprendre  qu'une  ,  il  est  tout  naturel  de  lui 
laisser  l'option.  J'ai  pour  mon  compte  exploité  beaucoup  de 
têtes,  et  il  m'est  arrivé  d'essayer  sans  succès  plusieurs  ma- 
nières de  présenter  une  chose ,  lorsqu'une  tournure  sur  la- 
quelle je  ne  devais  pas  compter,  révélait  tout-à-coup  à  l'élève 
le  mot  de  l'énigme.  Je  n'ai  donc  varié  les  considérations ,  mul- 
tiplié les  démonstrations  et  les  méthodes ,  que  parce  que  l'ex- 
périence de  l'enseignement ,  qui  conseille  toujours  bien ,  m'en 
a  fait  connaître  la  nécessité ,  ou  au  moins  l'utilité.  Ces  motifs 
doivent  servir  de  réponse  à  ceux  qui  me  reprocheraient  de 
doubles  emplois. 

ôans  le  chapitre  dix -septième  où  il  s'a^t  des   équations 
déterminées  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues,  j'expose 
plusieurs  procédés  d'élimination ,  qui  font  également  dépendre 
la  résolution  de   ces  équations  de  celle   d'un  pareil  nombre 
d'équations  du  premier  degréà  une  inconnue  ;  d'où  l'on  conclut 
qu'il  n'existe  qu'un  setll  système  de  valeurs  en  même  nombre 
que  les  inconnues ,  qui  puisse  satisfaire  aux  proposées.  J'ob- 
serve  que  chacun  des  modes  de   résolution   qu'on   vient  de 
faire  connaître  ,  ne  doit  pas  être  exclusivement  employé  dans 
tous  les  cas.  L'évaluation  numérique  des  racines  de  quatre 
équations  déterminées  du  premier  degré ,  par  exemple,  s'abrège, 
en  n'évaluant  que  l'une  des  inconnues  au  moyen  de  la  formule 
qu'on  sait  former  mécaniquement  :  la  substitution  de  cette 
yaleur,  ne  laisse  plus  que  trois   inconnues  ;  recourant   donc 
à  l'une  des  formules  des  racines  pour  trois  équations  déter- 
minées du  premier  degré ,  on  évalue  l'une  des  trois  inconnues 
restantes;  ensorte  qu'on  n'a  plus,  après  les  substitutions,  que 
deux  équations  entre  deux  inconnues,  et   ainsi  de  suite.  Je 
résous  ensuite  une  série  de  questions  choisies  avec  soin  ,   et 
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de  là  je  passe  à  la  discussion  des  racines  ^  qui  met  dans  tout 
son  jour  la  signification  de  ces  signet  oo  et  f  de  contradiction  , 
et  d'indétermination  ^  de  manière  qu'il  ne  reste  plus  d*obscu« 
rite  sur  le  sens  de  ces  signes  dont  l'importance  est  en  même 
temps  bien  constatée. 

Je  donne  dans  le  chapitre  dix-huitième,  les  élémens  de 
l'analyse  indéterminée  ,  et  parce  qu'ils  viennent  naturellement 
se  classer  ici ,  et  parce  qu'étant  exigés  par  le  programme  d'ad^ 
mission  à  l'Ecole  Polytechnique ,  ils  doivent  faire  partie  de 
cette  section.  Comme  le  complément  de  cette  doctrine  suppose 
la  connaissance  de  quelques  propriétés  des  fractions  continues  , 
je.  Tai  renvoyé  à  la  seconde  section. 

La  résolution  ^es  équations  du  second  degré ,  qui  fait  la 
matière  du  dix-neuvième  chapitre  ,  prépare  en  quelque  sorte 
à  la  théorie  générale  des  équations  numériques.  La  pluralité 
des  racines ,  la  propriété  dont  jouit  le  premier  membre  d'être 
divisible  par  l'inconnue  moins  chacune  d'elles,  la  manière  dont 
elles  sont  combinées  dans  les  coefficiens ,  les  distinctions  de 
ces  racines  en  réelles  commensurables  et  incommensurables  , 
égales  et  inégales,  et  imaginaires ,  lesquelles  résultent  né- 
cessairement de  la  forme  de  leurs  expressions ,  sont  autant  de 
faits  qui  ont  lieu  quel  que  soit  le  degré  de  l'équation.  Ce  qu'on 
a  dit  de  la  décomposition  en  deux  facteurs ,  des  équations  ^ 
telles  que  a:*— n=o,  x*— /7x=o,  prépare  à  la  décomposi-^ 
tion  analogue  des  équations  complètes  du  même  degré;  l'égalité 
à  zéro  du  produit,  détermine  évidemment  Tégalité  à  zéro  de 
chacun  des  facteurs.  J'ai  démontré ,  par  une  analyse  particu- 
lière et  indépendante  de  la  résolution ,  que  l'existence  d'une 
racine  supposée,  l'équation  du  second  degré  en  comportait  une 
seconde  me  le  coefficient  du  second  terme,  pris  en  signe 
contra.  ,  était  la  somme  de  ces  racines  ,  et  que  le  terme 
tout  connu  en  était  le  produit;  et  de  ces  résultats ,  j'ai  déduit 
les  racines  elles-mêmes.  Ici  se  produisent  des  symboles  ima« 
ginaires  dont  il  a  été  question  (  chap.  IX  et  XVI) ,  et  qui , 
comme  le   dit  M.  Lagrange,   n'indiquent  pas,  strictement 

parlant , 
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pdrlâ&t ,  une  côntradictioo ,  mais  ane  impossibilité  mise 
d^ailleurs  en  évidence  par  une  question  de  Géométrie  (*)« 
Les  racines  négatives  que  le  seul  énoncé  ne  peut  faire  pré* 
Voir^  indiquent I  comme  dans  les  équations  du  premier  degré  ^ 
une  rectification  dans  Ténoncé ,  pour  qu*il  soit  satisfait  par  cet 
racines  prises  positivement;  quant  aux. racines  imaginaires,  le 
changement  dç  signe  de  Tinconnue  ne  peut  les  ramener  à  la 
réalité  ,  ensorte  que  Timpossibilité  de  résoudre  la  question  , 
est  alors  absolue. 

Parmi  les  questions  résolues  dans  ce  chapitre  ^  il  en  est  une 
qui  donne  ce  symbole  f  sous  une  signification  deji  notée  ;  il 
^résulte  d'une  seule  hypothèse  faite  dans  les  deux  termes  de 
1^  fraction,  et  cette  fraction  n'admet  qu'une  valeur  qu'on 
obtient'  en  remontant  à  la  traduction  immédiate  de  la  ques« 
tiôn  qui,  dans  les  mêmes  hypothèses,  se  réduit  à  une  équa-* 
tion  du  premier  degré ,  ensorte  que ,  comme  Tobserve  encore 
M*  Lagfange,  un  tel  résultat  correspond  i  un  changement 
de  forme  dans  Texpressibn.  Je  termine  ce  chapitre  par  les 
équations  trinômes  résolubles  à  la  manière  de  celle  du  second 
degré. 

M.  ttocroix  I  dans  son  Essai  sur  l'Enseignement ,  ouvrage 
ftussi  bien  écrit  qu'il  est  bien  pensé  |  et  qui  mérite  de  devenir  le 
manuel  des  professeurs ,  dit ,  à  quelques  termes  près  :  a  Ceux 
)i  que  leur  génie  entraîne  irrésistiblement  vers  la  science,  par« 
t>  viennent  à  franchir  deff  obstacles  plus  grands  encore  que  ceux 
»  qui  naissent  de  l'imperfection  des  livres  élémentaires ,  et  par 
fi  leur  force  de  tête ,  ils  redressent  les  vices  de  méthode,  et  res« 
^  tituent  les  liaisons  qui  manquent  y  mais  il  n'en  est  pas  ainsi 
»  du  commun  des  lecteurs ,  etc.  >)  Or  cet  ouvrage  Vadrcsse 
à  des  élèves  de  toutes  les  portées  )  j'ai  donc  cm  ir  iiievpir 


(*)  iC^est  surtout  datts  U  Géométrie  analytîc[ue  qtie  c<s  symboles  *  ,  OO  et. 
celoi  de  rimaginarité  se  manifestent  très-frëquemment ,  et  on  en  trouve 
une  interprétation  trèt*n€ttc  dans  les  circonstances  géon£e triques-  qui  leur 
correspondent. 
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supprimer  aucun  intermédiaire.  Il  était  indispensable ,  potil? 
rintelligence  de  ce  qui  suit ,  de  bien  fixer  la  notion  de  l'iden- 
tité, de  la  caractériser  par  ce  qui  la  distingue  de  l'égalité  et 
de  l'équation ,  et  de  bien  établir  cette  conséquence  :  que  l'iden- 
tité entre  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances 
d'une  lettre  ,  doit  avoir  séparément  lieu  entre  les  coeffi— 
cîens  des  mêmes  puissances  de  cette  lettre.  C'est  ce  que  j'ai 
fait  dans  le  chapitre  vingtième.  Le  but  de  la  méthode  qu'on 
y  expose^  est  de  résoudre  une  fonction  d'une  variable  en 
une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  cette  variable  ; 
les  coefRciens  de  ces  puissances ,  sont  les  inconnues  à  évaluer , 
et  ces  inconnues  doivent  être  exprimées  au  moyen  des  nombres 
consignés  dans  la  Fonction  :  à  cet  effet  ^  on  tire  d'une  propriété  , 
caractéristique  de  cette  fonction,  une  identité  qui,  d'aprçs 
le  principe  que  nous  venons  de  poser,  fournit  entre  les  coeffi^ 
ciens  inconnus,  des  équations  en  nombre  suffisant  pour  les 
évaluer,  ou  plus  exactement,  une  loi  manifeste  de  dérivation 
qui ,  à  partir  d'une  époque  ,  tient  lieu  du  surplus  de  ces  équa** 
tions.  Entre  autres  applications  de  cette  méthode ,  on  remar- 
quera celle  qui  a  pour  objet  de  transformer  un  polynôme 
%nx  en  un  autre  suivant  les  mêmes  puissances  de  x — /i,n  étant 
un  nombre  quelconque  entier^  transformation  qui  sert  ds 
fondement  à  la  nouvelle  méthode  de  M.  Budan ,  pour  la  réso- 
lution des  équations  numériques  ;  viennent  ensuite  les  dévelop- 
pemens  du  binôme  dans  les  cas  de  l'exposant  fractionnaire  tant 
positif  que  négatif ,  supposés  dans  le  chapitre  suivant  :  comme 
je  n'avais  pu  que  faire  entrevoir  (chap  XVI)  la  possibilité 
d'assigner  le  logarithme  d'un  nombre ,  j'ai  cru  devoir  satisfaire 
le  lecteur  sur' ce  point,  en  lui  donnant  une  formule  au  moyen 
de  laquelle  il  puisse  calculer  sans  peine ,  et  par  les  seuls 
moyens  de  l'Arithmétique ,  le  logarithme  d'un  nombre  quel- 
conque ,  on  plutôt  ce  qu'il  faut  ajouter  au  logarithme  d'un 
nombre  ,  pour  avoir  le  logarithme  du  suivant;  car  on  pouvait 
être  dans  l'obligation  de  vérifier  un  logarithme  des  tables. 

Après  avoir  montré  que  cette  fraction  f  peut  admettre  une 
valeur  déterminée  ^  et  confirmé  la  chose  par  quelques  exem- 
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pies ,  il  devenait  nécessaire  de  donner  une  méthode  ponr  troa- 
Ter  la  valeur  vraie  de  ces  sortes  de  fractions.  Dans  le  vingts 
unième  chapitre ,  j'ai  d'abord  déduit  du  rapprochement  dei 
£aits ,  que  lorsqu'un  tel  résultat  était  dû  à  deux  ou  à  plusieurs 
hypothèses^  il  annonçait  une  indétermination ^  et  qu'il  n'en  était 
plus  ainsi  lorsqu'il  résultait  d'une  seule  hjpothèse.  Je  sais  qu'on 
traite  cette  question  dans  le  Calcul  différentiel,  mais  je  pense 
qu'on  trouvera  suffisamment  motivée  la  restitution  que  j'en 
fais  à  l'Algèbre^  et  d'ailleurs  tous  ceux  qui  étudient  cette 
branche  de  calcul ,  n'ont  ni  le  temps  ni  la  volonté  d'aller  au- 
delà.  J'ai  cru  devoir  énoncer  ici ,  et  conEm^er  par  un  exemple  ^ 
ce  principe  de  calcul  :  lorsque  le  symbole  oo  entre  dans  une 
expression ,  on  doit  négliger  vis-à-yis  de  lui  les  termes  Enis 
avec  lesquels  il  se  trouve  combiné  par  voie  d'addition  et  de 
soustraction  :  de  ce  principe  dérivant  quelques  conséquences 
utiles  que  je  me  suis  contenté  d'indiquer. 

A  mesure  i^ue  j'avance  dans  cette  analyse  de  mon  ouvrage  / 
je  crois  pouvoir  procéder  par  des  traits  plus  généraux ,  parc^ 
que  je  n'ai  plus  que  des  méthodes  à  caractériser. 

Si  l'on  j,ette  un  coup  d'oeil  gjénéral  sur  l'Algèbre,  on  voit 
qne  cette  science ,  abstraction  faite  des  opérations  ordinaires,  se 
partage  naturellement  en  trois  articles  principaux  :  i*  la  théo* 
rie  générale  des  équations ,  c'est-à-dire  ,  l'ensemble  des  pro- 
priétés qui  leur  sont  communes  à  toutes  ;  a*^  leur  résolution 
générale,  qui  consiste  à  trouver  une  expression  composée  des 
coeSciens  de  la  proposée,  et  qui ,  mise  au  lieu  de  l'inconnue^ 
satisfasse  identiquement  à  cette  équation,  ensorte  que  tout 
8*y  détruire  par  la  seule  opposition  des  signes  ^  3^  la  résolu- 
tion des  équations  numériques  ^  où  il  s'agit  de  trouver  des 
valeurs  particulières  ou  i^umériques,  qui  satisfassent  ou  exac- 
tement «  on  d'une  manière  aussi  approchée  qu'on  le  voudra  ,, 
9L  une  équation  dont  tous  les  çoefliciens  sont  donnés  en  nom- 
l)res.  Cette  dernière  recherche  est  ^  sans  contredit ,  la  plus 
utile  dans  l'application  :  car,  outre  que  la  résolution  générale 
ne  s'étend  pas  au-^delà  du  quatrième  degré  (  a^  section  ) ,  les, 
formules  en  sont  déjà  si  coiopliqnées  /  et  le  seraient  tellement 
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ponr  les  degrés  supérieurs ,  qu'on  ne  pourrait  jamais  s* en  ser^ 
vir  pour  le  calcul  des  racines.  Il  convient  donc  de  faire  d'abord 
connaître  ce  que  Ton  sait  de  plus  généifial  sur  Te  premier  point 
de  la  théorie  générale  des  équations. 

L'équation  X:s:9  étant  préparée  de  manière  que  la  plus 
Kaute  puissance  de  x  soit  multipliée  par  l'unité ,  et  que  tous 
ses  coefficiens  soient  des  nombres  entiers  ^  nous  démontrons 
dans  le  vingt-deuxième  chapitre  ,  ce  théorème  fondamental  :  le 
poljmome  X  est  exactement  divisible  par  l'inconnue  moins 
une  racine^  et  ne  l'est  plus  par  l'inconnue  moins  toutnombre  autre 
qu'une  racine.  Lors  donc  qu'on  suppose  que  le  premier  liiembre 
d'une  équation  est  divisible  par  x—  un  nombre  »  ce  nombre 
ne  peut  être  qu'une  racine.  D'Alembert  est  le  premier  qui  ait 
démontré  le  principe  précédent  d'une   manière  rigoureuse, 
Nous  en  donnons  ensuite^  d'après  M.  Lagrange,  une  autre 
démonstration  aussi  exacte ^  mais  jplus  complète,  en  ce  qu'on 
y  voit  non-seulement  que  la  division  doit  réussir  i  mais  encore 
qu'elle  réussit  actuellement  et  généralement.  A  l'égard  d*une 
équation  du  degré  m ,  on  suppose  des  racines  en  nombre  m , 
et  il  est  vrai  seulement  qu'on  ne  peut  en  supposer  un  nombre 
plus  grand ,  et  on  conclut  pareil  nombre  de  facteurs  binômes. 
Que  si  l'on  part  de  ces  facteurs  en  nombre  m,  parce  que  leur 
produit  prend  la  forme  du  premier  membre ,  et  qu'on  veuille 
en  calculer  les  seconds  termes ,  comme  l'identité  doit  s'établir 
entre  les  coefficiens  respectifs  ,  on  retombe  sur  la  difficulté 
qu'on  voulait  éluder,  c'est-à-dire  qu'on  est  encore  ramené  â 
démontrer  qu'il  existe^  soit  un  nombre ,  soit  un  symbole  ima- 
ginaire   qui  rend  nul  le  premier  membre  de  la  proposée.  Oa 
prouve  bien  que  par  la  multiplication  de  plusieurs  binômes 
siùiples,  on  forme  une  équation  de  tel  degré  qu'on  veut^  maîis 
on  n'a  pas  fait  voir  qu'une  équation  dont  le  premier  membre 
ebt  formé  par  la  multiplication  de  plusieurs  binômes  simples, 
peut  avoir  tels  coefficiens  qu'on  veut.  Cette  observation    de 
M.  Casùllon  est  rapportée  par  M,  Lacroix.  Ce  qu'il  est  bien 
essentiel  de  remarquer,  c'est  que  la  division  exacte  du  poly- 
JifMfi  X  par  fl^'  •—  une  racine ,  ne  peut  se  faire  qu'autant  que 
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la  racin«  est  exacte  oa  coromensurable ,  et  que ,  dans  ce  cas 
seulement ,  le  degré  de  Téquation  peut  être  abaissé.  Cest  par 
cette  raison  qu*on  doit  procéder  d*abord  à  la  recherche  des 
racines  commensurables  des  équations. 

L'objet  du  chapitre  vingt-troisième  est  suinsamment  défini 
par  son  titre  ;  il  renferme  la  solution  de  ce  problème  :  une 
équation  étant  donnée ,  en  déduire  une  autre  dont  les  racines 
soient  avec  celles  de  la  proposée ,  dans  une  relation  donnée  , 
c'est-à-dire  y  faire  toutes  les  opérations  arithmétiques  sur  les 
racines  d'une  équation,  sans  les  connaître*  L'équation  aux 
différences ,  dont  il  sera  bientôt  question ,  n'est  que  Tune  des 
transformées  que  donne  cet  énoncé. 

Les  trois  chapitres  qui  suivent  celui-ci ,  ramènent  à  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  entre  des  polynômes , 
opération  délicate ,  quoique  les  préceptes  en  soient  simples  et 
en  petit  nombre.  J'ai  fait  voir  dans  le  chapitre  vingt-quatrième 
qu'on  pouvait  s'aider  dans  cette  recherche ,  de  la  propriété 
démontrée  plus  haut,  savoir ,  que  si  un  polynôme  devient  nul 
par  une  certaine  hypothèse  faite  sur  l'une  des  lettres ,  il  est 
exactement  divisible  par  cette  lettre  moins  cette  valeur.  Maie 
si  les  deux  polynômes  n'admettent  pas ,  en  général ,  un  cora* 
mun  diviseur ,  on  peut  du  moins  se  proposer  d'assigner  la  con- 
dition sous  laquelle  ils  en  prendraient  un  :  c'est  à  cela  que 
revient  la  résolution  de  deux  équations  déterminées  d'un  degré 
quelconque,  ou  l'élimination  dont  nous  allons  parler ,  et  que 
j'ai  dû  placer  ici ,  parce  qu'elle  suppose  ce  qui  précède  , 
€t  qu'elle  devient  nécessaire  pour  ce  qui  suit. 

L'objet  de  l'élimination  traitée  dans  le  vingt-cinquième  cha- 
pitre ,  et  étendue  seulement  à  deux  équatit)ns  entre  deux  in- 
connues X  ety ,  est  de  leur  substituer  deux  autres  équations, 
dont  l'une  ne  renferme  que  y  par  exemple,  et  dont  l'autre, 
entre  x  et  y ,  ne  contienne  x  qu'à  la  première  puissance ,  au 
moins  en  général.  On  les  déduit  de  cette  considération ,  que  toute 
valeur  de  l'une  des  inconnues^  faisant  partie  des  solutions  et 
substituée  dans  leà  proposées  ,  doit  leur  faire  acquérir  un  com- 
mun diviseur  qu'elles  ne  tomportent pas  généralement,  lequel. 
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égalé  à  zéro ,  donne  la  valeur  correspondante  de  Tautre  in-^ 
connue.  L*une  de  ces  équations  substituées  est  donc  la  condi- 
tion sous  laquelle  il  existe  un  commun  diviseur,  et  Vautre 
est  formée  de  ce  commun  diviseur  lui-même.  Il  est  prouvé 
que  toutes  les  solutions  données  par  les  équations  substituées, 
conviennent  aux  proposées, et  réciproquement^que  toutes  les 
solutions  des  proposées  le  sont  aussi  des  équations  substituées  ; 
mais  les  solutions  des  deux  proposées  conviennent  en  même 
temps  i  une  infinité  de  systèmes  d'équations  différentes  de 
celles-là  par  leurs  degrés ,  et  différentes  encore  sous  les  mêmes 
degrés  ;  remarque  importante  qui  sert  à  expliquer  plusieurs 
difficultés ,  et  à'  composer  à  volonté  des  èxen^pies  propres  k 
offrir  tous  les  cas  dont  T examen  forme  une  théorie  complète. 
On  rencontre  encore  ici  ce  résultat  f  donné  par  le  diviseur 
commun  du  premier  degré ,  lorsqu'il  devrait  fournir  plusieurs 
solutions  en  x  pour  une  solution  en  y.  C'est  ce  qui  a  lieu , 
dit  M.  Lagrange^  dans  les  formules,  lorsqu'il  est  des  cas 
qu'elles  ne  peuvent  représenter  :  c'est,  pour  ainsi  dire,  ajoute 
cet  illustre  géomètre ,  le  moyen  que  l'analyse  emploie  pour 
échapper  aux  contradictions.  Mais  Téquation  finale  ne  donne 
pas  seulement  les  racines  en^;  elle  se  charge  aussi  de  racines 
étrangères  à  la  question  ,  ce  qui  est  Tinconvénient  ordinaire 
de  cette  méthode;  il  fallait  donc  avoir  égard  à  ces  racines 
fausses  et  donner  le  moyen  d'en  débarrasser  l'équation  finale  : 
c'est  ce  que  j'ai  fait,  en  m'aidant  du  Mémoire  de  M.  Bret ^ 
consigné  dans  le  i5*  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique. Enfin  je  suis  revenu  sur  la  solution  de  cette  question  r 
Composer  deux  équations  dont  chacune  soit  d'un  degré  donné , 
et  qui  soient  satisfaites  par  des  couples  de  valeurs  données. 
Je  me  suis  plus  étendu  sur  la  méthode  d'Euler,  que  je  ne 
l'avais  fait  dans  la  seconde  édition  ,  et  J'ai  ajouté  la  démons- 
tration de  cette  proposition ,  que  le  degré  de  l'équation  finale 
n'excède  pas  le  produit  des  degrés  des  deux  proposées ,  en 
supposant  cependant  que  cette  équation  re  comporte  pas  de- 
racines  étrangères. 
Nous  ayons  déjà  fait  remarquer  qu'il  y  avait  lieu  à  distiû* 
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^uer  quatre  espèces  de  racines;  i^  les  racines  réelles  comment 
surables  et  inégales;  22^.  les  racines  réelles  égales;  3"  les  racines 
réellies  incommensurables;  4*  enfin  les  racines  imaginaires V 
leur  recherche  constitue  la  résolution  générale  et  complète 
des  équations  numériques.  Dans  cette  section  il  ne  sera  ques- 
tion  que  des  trois  premières  espèces  de  racines  ;  ce  qui  con- 
cerne là  dernière  estrenVoyé  à  la  seconde  section. 

De  ce  que  le  polynôme  qui  forme  le  premier  nembre 
â*une  équation ,  n*est  exactement  divisible  que  par  Tinconnud 
moins  une  racine ,  il  suit  nécessairement  que  tout  nombre  qui 
satisfait  aux  conditiou3  d'identité  entre  ce  polynôme ,  et  la 
produit  de  son  diviseur  binôme  supposé  par  le  quotient ,  ne 
peut  être  qu'une  racine.  Ces  conditions  présentées  dans  le 
vingt-septième  chapitre,  font  donc  connaître  les  racines  corn- 
mensurables  en  même  temps  qu'elles  donnent  les  coediciens 
du  quotient  de  la  proposée  divisée  par  l'inconnue  moins  le 
nombre  qui  vient  d'être  reconnu  racine.  On  peut  et  on  doit 
débarrasser  la  proposée  de  toutes  ses  racines  entières,  inégales, 
pour  procéder  plus  commodément  à  la  recherche  des  trois 
dernières  espèces  de  racines. 

L'équation  aux  différences  des  racines,  est  incontestablement 
le  moyen  le  plus  commode  et  le  plus  lumineux  de  trouver  le 
caractère  qui  annonce  les  racines  de  la  seconde  espèce  que 
nous  considérons  dans  le  vingt-septième  chapitre,  puisque  de 
telles  racines  ne  peuvent  avoir  lieu ,  sans  que  plusieurs  de 
celles  de  l'équation  aux  différences  ne  deviennent  nulles  , 
et  réciproquement  ,  ce  qui  ramène  la  recherche  de  ces 
racines  égales  à  celle  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
un  certain  nombre  de  coefficiens ,  à  partir  du  dernier,  de 
l'équation  aux  différences  :  il  fallait  encore  examiner  comment 
les  facteurs  multiples  de  la  proposée  se  combinent,  et  com- 
ment se  comportent  leurs  exposans  dans  les  plus  grand*  com- 
mun diviseurs  successifs  entre  les  coefficiens  dont  nous  venons  de 
parler  :  c'est  ée  que  j'ai  fait;  et,  en  partant  de  la  même  analyse, 
j'ai  déduit  de  la  proposée  deux  équations  séparées  dont  Tune 
résulte  de  tous  les  facteurs  multiples  élevés  chacun  à  la  pre- 
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mière  puitsance ,  et  Tautre ,  des  facteurs  inégaux.  Bien  plus  / 
et  en  supposant  la  proposée  de  la  forme  PÇ*ff5^7^etc.=:o, 
où  P  est  le  produit  des  facteurs  inégaux ,  Q*  celui  des  facteurs 
doubles  y  F?  celui  des  facteurs  triples ,  etc.  ^  j*ai  partagé  la 
proposée  dans  ces  équations  jP=o,  Q  =  o,  /1=îo,  5=9, 
7*3=:  o,  etc.  I  ce  qui  est  le  dernier  terme  de  la  décomposition. 
J*ai  donné  de  la  théorie  des  racines  égales  une  autre  expo« 
sition  dégagée  de  tout  calcul. 

Nous  en  sommes  aux  racines  incommensurables.  Si  cet 
inventaire  de  mon  ouvrage  ne  s'adressait  qu'aux  élèves ,  je 
me  dispenserais  de  répéter  ce  que  j'ai  dit  au  commencement 
du  chapitre  vingt-^huitième  ;  mais  je  l'ai  fait  aussi  pour  les 
.personnes  qui  veulent  connaître  ce  Traité  d'après  ce  seul  ex* 
posé.  Ces  racines  se  composent  |  i**  d'une  partie  entière j  a* 
d'une  fraction  décimale  incommensurable.  Nous  ne  nousoccu- 
{>on8  ici  que  de  la  partie  entière.  Comme  on  sait  changer  les 
racines  négatives  en  positives,  il  suffit  de  résoudre  la  question  par 
rapport  à  celles-ci,  et  d'abord  nous  assignons  deux  limites 
qui  Iqs  comprennent  :  ayant  ensuite  démontré  que  deux  nom« 
bres  qui ,  substitués  pour  l'inconnue  dans  une  équation  ^  don- 
nent des  résultats  de  signes  dilTérens ,  interceptent  an  moins 
Bne  racine  réelle ,  nous  cherchons  quel  doit  être  l'intervalle 
entre  les  substitutions  à  faire  depuis  la  plus  petite  jusqu'à  la 
plus  grande  limite  des  racines  positives  ,  pour  que  les  couples 
de  résultats  de  signes  contraires,  soient  précisément  en  même 
nombre  que  les  racines  réelles  positives ,  parce  qu'alors  les 
deux  substitutions  correspondantes  ne  comprenant  plus  qu'une 
racine ,  si  la  différence  de  ces  substitutions  n'excède  pas  l'unitéj 
la  plus  petite  peut  étr^  prise  pour  la  partie  entière  de  la  rar 
cine;  et  comme  on  peut  toujours  ramener  cette  différence  à 
l'unité  et  même  i  un  nombre  moindre ,  s'il  est  nécessaire ,  la 
question  est  résolue.  Ici  se  reproduit  encore  l'équation  aux  diffé- 
rences des  racines ,  comme  moyen  de  solution.  Dansce  chapitre, 
on  démontre  l'existence  d'une  racine  pour  toute  équation  «de 
degi'é  impair,  et  pour  toute  équation  de  degré  pair  avec  un  dernier 
terme  positif  ^  il  resterait  done  à  prouver  que  tonte  équation  â«r 
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degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif,  doit  admettre  des 
racines  soit  réelles ,  soit  imaginaires,  a  Or, dit  M.  Lacroix, 
n  toute  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  néga- 
»  tif ,  a  an  moins  deux  racines  réelles  ;  mais  la  valeur  de  ce» 
f>  racines  dépendant  de  celles  des  coeflSciens  de  la  proposée  » 
91  doit  nécessairement  ttre  composée  d'une  certaine  manière 
1»  de  ces  coelficiens ,  on  en  être  ce  qu'on  appelle  une  fonction» 
n  Quoiqu'on  ne  puisse  assigner  la  forme  de  cette  fonction ,  son 
1»  existence-  n'en  est  paiî  moins  évidente;  et  d'ailleurs,  la  mé* 
yi  thode  des  ééries  et  le  calcul  différentiel  fournissent  le  moyen 
»  d^en  obtenir  des  développemens.  Cela  posé ,  il  est  visible 
r(  qu'elle  doit  encore  subsister,  lorsqu'on  y  change  le  signe  dn 
9»  dernier  terme  de  l'équation  proposée ,  et  qu'alors  elle  de- 
n  viendra  la  racine  de  l'équation  d'un  degré  pair,  dont  le  der- 
»  nier  terme  est  positif  :  elle  pourra ,  par  ce  changement  » 
»  cesser  d'être  réelle  ,  mais  non  pas  cesser  d'exister  comm» 
p  ea^ressiott  analytique  ;  il  sera  donc  toujours  permis  de  la 
91  représenter  par  un  sjrmbole  qui  fouira  des  propriétés  dee 
V  autres  racines,  v* 

Dans  le  chapitre  vingt-neuvième  ,  fai  démontré  par  la  Géo- 
métrie des  courbes ,  les  théorèmes  déduits  dans  le  précédent  de 
considérations  purement  analytiques  :  par  là  f'ai  roulu  montrer 
aux  élèves  la  route  qui  les  avait  fait  découvrir ,  et  les  préparer 
tàoA  a  rétude  de  la  Géométrie  analytique. 

Il  reste  maintenant  à  trouver  ta  fraction  décimale  infinie  de 
chacune  des  racines  incommensurables;  mais  comme  un  résul-^ 
tat  est  réputé  exact  >  lorsqull  est  énoncé  avec  une  approxi- 
mation suffisante ,.  on  se  borne  dans  cette  recherche  à  un 
nombre  de  décimales,  requis  par  ta  qj^stion  particulière  qu'on 
a  en  vue.  Ces  décimales  s'obstienneot  successivement ,  et  cka- 
cune  d'elles^  ajoutée  au  résultat  précédemment  obtenu ,  le  rend 
plus  convergent  vers  ta  racine  totale»  La  seconde  des  deux 
méthodes  exposées  dans  le  chapitre  trentième  ,  et  qui  est  pré- 
férable-à  la  première,  ne  peut  être  employée  sans  scrupule- 
que  sous  une  certaine  restriction ,  et  il  est  difiicile ,  peut-être;; 
même  in^stibie  ^^  dit  M*  Lagrange ,  de  juger  si  la  condî:^ 
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tion  80U8  laquelle  on  peut  en  user  avec  certitude ,  est  remplie 
ou  non;  d'ailleurs  cette  condition  implique  la  forme  des  ra- 
cines imaginaires ,  et  nous  avons  renvoyé  tout  ce  qui  les  con- 
cerne à  la  seconde  section.  ÇTous  avons  donc  remplacé  ces 
deux  méthodes ,  qu'il  est  cependant  bon  de  connaître  ,  par 
une  troisième  que  nous  avons  transportée  de  la  seconde  sec- 
tion dans  celle-ci ,  et  qui  a  sur  les  précédentes  Tavantage  de  ne 
pas  souffrir  de  restriction.  Cette  méthode  donne  les  résultats 
'successifs  sous  la  forme  de  fraction  continue  y  ensorte  qu'on 
a  le  moyen  d'estimer  à  chaque  opération  ,  le  degré  ^e  l'ap- 
proximation ;  et  ce  qu'il  est  essentiel  d'observer,  c'est  que 
la  recherche  de  l'approximation  est  ramenée  à  celle  de  la 
partie  entière. 

A  l'effet  d'apprécier  l'erreur  qu'on  commet  en  ne  prenant 
pour  la  racine  qu'une  portion  de  la  fraction  continue  et  infinie 
qui  la  représente ,  et  estimer  ainsi  le  degré  précis  d'approxi- 
mation auquel  on  est  parvenu ,  il  devenait  nécessaire  de  dé- 
montrer quelques  propriétés  des  fractions  continues^  c'est  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  trente -unième  chapitre  qui  ne 
'se  trouvait  pas  dans  les  éditions  précédentes ,  en  nous  bor^ 
nant  cependant  aux  théorèmes  supposés  dans  le  précédent. 

Nous  avons  aussi  ajouté  le  trente^deuxième  chapitre  qui 
peut  servir  de  complément  au  vingt- huitième,  et  qui  &  pour 
titre  :  Moyen  abrégé  d'obtenir  un  nombre  plus  petit  que 
la  plus  petite  différence  entre  les  racines  d'une  équation.  Nons 
avons  montré  la  chose  sur  un  exemple  traité  dans  la  réso-* 
lution  numérique  des  équations. 

Le  trentertroisième  chapitre  est  encore  une  addition  :  il  y  est 
question  de  quelques  expédiens  auxquels  on  peut  recourir  dans 
la  recherche  des  racine^  réelles  entières  et  incommensurables 
des  équation^.  Ce  chapitre  est  tout  çntier  en  exemples.  A 
l'égard  des  racines  incommensurables,  on  calcule  d'abord  un 
nombre  de  résultats  correspondans  aux  hypothèses  a: =o  :  =i  » 
=±2,  etc. ,  tel  qu'on  puisse  obtenir  des  différences  constante! 
au  moyen  desquelles  on  peut ,  par  de  simples  additions  et 
loustractions,  prolonger  indéfiniment  la  ligne  des  résultats  daaa 


PRÉLIMINAIRE. 

\%s  ûeux  sens  :  alors,  par  un  examen  attentif  de  la  marche  dei 
résultats^  et  par  des  substitutions  intermédiaires^  au  défaut 
d'autres  données ,  on  découvre  les  limites  de  chacune  des 
racines,  et  on  a  encore  des  apperçus  sur  la  distance  de  la  racine 
à  l'une  des  limites  :  on  a  donc  une  partie  de  la  racine  qu'il 
s'agit  d'évaluer  plus  exactement.  A  cet  effet ,  on  emploie  la 
Tègle  de  fausse  poffition  qui  consiste  à  faire  Tinconnue  x  égale 
à  la  plus  petite  sul^stitution  p  plus  le  résultat  correspondant 
divisé  par  ce  résultat ,  moins  celui  qui  est  dû  à  la  substitution 
p-f-i;  Cette  fi;action  donne  généralement  une  première  ap- 
proximation qui,  dans  certains  cas^  est  assez  notable.  Aa 
reste ,  nous  avons  ainsi  trouvé ,  avec  dix  décimales  exactes  » 
la  racine  d'une  équation  du  cinquième  degré,  obtenue  autre- 
ment par  M.  Legendre  dans  sa  Trigonométrie.  Nous  ren- 
voyons pour  de  plus  amples  détails ,  au  chapitre  XV  de  la 
Trigonométrie  de  Cagnoli ,  et  aux  Elémcns  d'Arithmétique 
universelle  par  Kramp. 

Le  chapitre  trente-quatrième  qui  termine  l'ouvrage  et  la 
troisième  sous-division ,  m'a  paru  indispensable  conune  offrant 
des  caractères  d'après  lesquels  on  peut  reconn^tre  le  nombre 
des  racines  positives  et  négatives  d'une  équation  qui  n*en  a 
que  de  réelles,  et^  en  général,  le  plus  grand  nombre  de 
racines  tant  positives  que  négatives  d'une  équation  ^  et ,  même 
dans  quelques  cas,,  la  présence  des  racines  imaginaires.  Je 
démontre  dans  ce  chapitre  la  règle  des  signes ,  autrement 
dite  la  Règle  de  Descartes,  à  la  suite  de  laquelle  ]e  place  une 
observation  de  M.  Lagrange  sur  l'ouvrage  de  M.  Budan,  que 
j'ai  déjà  cité  dans  les  différens  chapitres. 

Si  ce  Traité'  est  beaucoup  plus  volumineux  que  tous  ceux 
dont  on  est  en  possession ,  c'est  que  non-seulement  il  renferme 
plusieurs  titres  qui  jusqu'ici  n'ont  pas  fait  partie  des  élémsns  , 
quoique  cependant  ils  ne  soient  pas  surabondans ,  mais  encore 
un  grand  nombre  d'applications  qu'on  ne  peut  trop  multiplier  » 
puisqu'elles  sont  lés  véritables  interprètes  des  théories  ,  et  enfia 
des  méthodes  diver;ses  qui^  comme  je  l'ai  dit;  s'éclairent  mur 
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tuellement^  et  dont  aucuae  ne  peut  être  complètement  rent- 
placée  par  une  autre*  J*05e  donc  croire  qu'en  exigeant  dm 
FEIève  un  peu  plus  d'eSPorts  et  de  temps  ,  je  n'aurai  point  in- 
fructueusement agrandi  aa  tâche  ;  car  il  ne  8*agit  pas  seule» 

ment  de  le  mettre  en  état  de  satisfaire  aux  conditions  de  Tad^ 
mission ,  il  faut  encore  le  pourvoir  assez  abondamment  pour 
qu'il  puisse  fournir  sans  peine  la  carrière  qui  ta  s'ouvrir  devant 
lui.  S'il  est  vraii  comme  on -ne  peut  en  douter,  que  l'esprit  sa 
fortifie  comme  le  corps  par  l'exercice ,  que  les  tentatives,  même 
infructueuses ,  ne  sont  jamais  en  pure  perte,  ce  qui  est  un  fait 
attesté  par  l'expérience ,  et  aussi  qu'on  sait  d'autant  mieux 
qu'on  sait  plus ,  je  ne  vois  pas  qu'il  y  ait  inconvénient  à  ren- 
forcer \e$  livres  élémentaires,  et  à  en  faire  en  quelque  sorte 
un  fonds  qui  ne  manque  jamais  à  l'élève.  Les  changemeas 
faits  dans  cette  troisième  édition ,  tels  que  la  suppression  de 
quelques  chapitres  renvoyés  dans  la  seconde  ,  et  le  transport 
de  quelques  théories  de  la  seconde  section  dans  celle-ci ,  ont 
eu  pour  objet  de  rendre  ce  volume  absolument  indépendant 
du  complément ,  et  suffisant  par  lui-même  aux  Elèves  qui 
veulent  s'en  tenir  aux  connaissances  en  Algèbre,  exigées  des 
Aspirans  à  TEcole  Polytechnique. 
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ne  porte  aucune  empreinte  de  Topérationqu'ila  fallu  fairepout 
l'obtenir ,  et  il  ne  rappelle  en  aucune  manière  les  nombres  sur 
lesquels  on  a  opiré.  Un  tel  ré^ult^t  peut  venir  de  Taddition 
d'autres  nombres  que  3 ,  G  et  7;  il  peut  encore  être  donné' par 
toutes  les  opérations  de  TArithinétique  sur  certains  ^ombres. 

3.  Mais  si  w  lieu  de  fondre  en  quelque  sorte  ces  trois  nom- 
bres en  un  seul ,  en  consommant  l'addition ,  on  n'avait  fait  qu'in- 
diquer, le 'calcul  à  effectuer  ^  en  écrivant^  par  exemple, 3plus  S 
plusjj  on  aurait  lu  dans  cette  énonciation  du  résultat^  et  Topé- 
ration  qu'on  a  faite  et  les  nombres  sur  lesquels  on  l'a  pratiquée; 
mais  i  ce  mot  plus,  emprunté  du  langage  ordinaire ,  on  pouvait 
substituer  un  signe  abrégé ,  celui-ci^  par  exemple -f-,  ji^our 
rappeler  l'addition ,  et  alors  on  avait  cette  expression  briève  de 
la  somme3  -|-  6  -f-  7*  £°  créant  ainsi  un  signe  particulier  pour 
noter  chaque  opération  de  l'Aritlmiétique ,  on  peut  représenter 
tous  les  résultats  au  moyen  des  nombres  donnés  et  des  signet 
convenus.  Les  opérations  qu'ils  rappellent^  peuvent  être  effec- 
tuées dans  ui|j|g^re  quelconque. 

4-  Mais  eu  passant  d'un  système  â  un  autre  système  de  numé- 
ration ,  les  phrases  numériques  varient  pour  le  même  nombre. 
Pour  rendre  les  résultats  numériques  indépendans  de  toute  con- 
ventiou  faite  sur  le  module  arithmétique ,  on  a  représejité  les 
nombres  par  des  caractères  généraux  tels  que  les  lettres  de  l'al- 
phabet }  ensorte  qu'on  énonce  de  la  manière  la  plus  générale  la 
somme  de  trois  nombres ^  en  écrivant  a  +  b-j-c^  a,b  etc  étant 
des  symboles  de  nombres^  sans  acception  d'aucun  système 
d'Arithmétique f  et  ce  signe-|-  rappelant  l'opération  de  l'addilion. 

5.  F'iete  ayant  senti  que  les  raisonnemens  qui  servaient  â 
découvrir  la  série  d'opérations  à  effectuer  sur  les  données  d'une 
question  ,  pouvaient  être  rendus  indépendans  de  ces  données  , 
en  empêchant  celles-ci  de  se  mêler  et  de  se  fondre ,  pour  ainsi 
dire,  les  unes  avec  les  autres  par  les  calculs  arithmétiques, 
étendit  àla désignation  des  quantités  connues,  l'usage  des  lettres, 
adopté  ,  à  ce  qu'il  parait  avant  lui,  pour  celle  des  nombres  in- 
connus seulement.  Cette  innovation  lit  faire  un  grand  pas  à  la 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Notions  préliminaires* 


..N 


EwTOiY  appelle  1* Algèbre  Atithmétique  universetle* 
Cette  dénomination  ,  dit  M.  Lagrahgé,  dans  laRésolution  des 
Equations  numériques  ,  est  exacte  à  quelques  é|ftdB;  mais  elle 
ne  fait  pas  assez  connaître  la  véritable  différence  entre  rArith* 
tnétique  et T Algèbre.  Le  caractère  essentielde celle-ci^  consiste 
en  ce  que  les  résultats  de  ses  opérations  ne  donnent  pas  les 
Y^eurs  individuelles  des  quantités  qu'on  cherche  »  comme 
ceux  des  calculs  arithmétiques  pu  des  constructions  géomé^ 
triques ,  mais  représentent  seulement  les  opérations  soit  arith- 
métiques ,  soit  géométriques  qu'il  faut  faire  sur  les  quantités 
données  pour  obtenir  les  valeurs  cherchées.  Ces  opérations 
ne  serènt  effectuées  que  lorsqu'on  en  voudra  Venir  à  une  appli* 
cation  spéciale. 

22.  Ces  généralités  paraîtront  abstraites  à  ceux  qui  n'ont  pas. 
les  premières  notions  de  l'Algèbre,  car  cette  science  est  eJuCore, 
plus  que  toute  autre ,  dii&cile  à  résumer.  Pour  les  mettre  plut 
à  la  portée  des  commençans ,  et  leur  faire  mieux  sentir  la 
distinction  énoncée  entre  TAlgèbre  et  l'Arithmétique,  nous 
supposerons  qu'on  ait  à  ajouter  les  trois  nombres  3 ,  6  et  7  ;  on 
trouve  leur  &p*mme  égalée  16.  Ce  résultat  16^  pris  isolément. 
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■  ^^    est  Texpression  générale  de  la  première  partie  demandée» 

Quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  que  Ton  asmgne  ans 
lettres  a  et  6  ^  ou  que  doivent  représenter  ces  lettres  dans  une 
question  particulière ,  il  ne  s'agit  que  de  les  substituer  dana 
cette  expression  ^  pour  avoir  cette  première  partie. 

8.  Ces  expressions  générales  dont  la  précédente  n'est  qu*un 
exemple  très  -simple  ^  sont  un  des  plus  grands  avantages  de 
TAlgèbre  »  parce  que  tout  problème  dont  1  énoncé  est  compris 
dans  renoncé  général  qui  a  conduit  à  cette  expression ,  est  résolu 
•ur-le^champ,  sans  qu'on  ait  besoinde  recommencer  les  raisonne* 
mens  souvent  très-compliqués  qui  en  ont  fait  découvrir  la  solution. 

9.  Un  autre  avantage  de  l'Algèbre ,  dit  M.  Laplace ,  avantage 
qu'elle  doit  à  la  simplicité  de  son  langage  »  est  défaire  apper^ 
cevoir  très-facilement  certains  rapports  des  nombres  Nous  ci- 
terons en  preuve  cette  proposition  :  Le  plus  grand  de  deux 
nombres  est  égal  à  la  moitié  de  leur  somme  plus  la  moitié  de 
leur  différence.  L'identité  de  cet  énoncé  exige  une  assez  grande 
attention  pour  être  reconnue;  mais  traduite  en  langage  algé- 
brique. ,  elle  devient  évidente.  £n  effet  ^  soient  m  le  plus  grand 
des  deux  nombres  et  n  le  plus  petit ,  la  somme  sera  m  -|-  iz. 
Pour  indiquer  la  différence  ou  l'excès  du  nombre  m,  qui  ett 
supposé  le  plus  grand  ^  sur  le  nombre  n ,  nous  adopterons  ce 
signe-^  (  qu'on  prononce  moins  )  ,  dont  nous  ferons  précéder  le 
nombre  à  soustraire ,  ensorte  que  m  -^/i  sera  la  traduction  00 
Fabréviation  de  cette  phrase  :  excès  du  nombre  m  sur  le  nomhrê 
n.  Il  s'agit  d'écrire   cette  relation  :  le  nombre  m  est  autant 

que     »    '      + .  On  sent  ici  le  besoin  d'un  nouveau  signe 

qui  exprime  la  relation  d'égalité ,  qui  tienne  lieu  de  :  est  autanê 
que ,  est  égal  à  ,  et  on  est  convenu  de  se  servir  de  celui-ci  = , 
interposé  entre  les  phrases  algébriques  équivalentes ,  ensorte 
que  la  proposition  traduite  est  . 

m'^n       m^-^n 
7n=  '       .  '■  -7-  — — • 
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Dans  cette  égiHté,  la  vérité  de  l'énoncé  se  manifeste  arec 

évidence ,  car  i  droite  du  signe  =:  se  tnmve  le  nombre  -  ajoaté 

et  soustrait  ;  il  reste  donc 

m  .  m 
m= — — ssîii. 

lo.  Non-seulement  l'Algèbre  donne  la  facilité  de  saisir  les 
rapports ,  mais  elle  réduit  les  raisonnemens  à  des  opération» 
en  quelque  sorte  mécaniques.  Reprenons  le  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé  d*abord ,  et  qui  a  pour  énoncé  :  partager 
le  nombre  a  en  deux  parties  telles,  que  ta  première  surpasse  la, 
seconde  de  b.  Nous  observerons  que  résoudre  une  question  ,  $9 
réduit  à  découvrir  un  nombre  inconnu  d'après  ses  relations  axec 
d'autres  nombres  donnés  j;  qu'ainsi  il  est  convenable  de  distin-^ 
gaef  les  quantités  connues  ou  données^  des  quantités  inconnue» 
ou  .cherchées  :  à  cet  effet  ^  on  est  convenu  de  représenter 
celles-là  par  les  premières  lettres  de  l'Alphabet ,  et  celles^ 
par  les  dernières  x^y  ,z^  etc.  Nommons  donc  x  la  première  des 
deux  parties  dans  lesquelles  on  doit  partager  le  nombre  a  ^. 
X— 6  sera  la  seconde^  diaprés  l'énoncé  de  la  question;  mai» 
d*ailleurs  cette  somme  est  a  :  on  a  donc  la  relation 

Cette  traduction  algébrique  de  la  question ,  estnommée  équation; 
elle  est  composée  de  deux  pmties  séparées  par  le  signe  :=^  qu'on  ¥ 
appelle  membres  de  Téquation  ;  chacun  d'eux  exprime  uneflSet^ 
phrases  équivalentes  dont  se  compose  Ténoncé..  Quoique  x  soit  la 
représentation  d'un  nombre  inconnu- ,  cependant  comme  x  est 
un  nombre^  on  a  cette  réduction  dans  le  premier  membre, a;  -f-  x 
4a*on  note  ainsi  :  ax,  ou  le  double  de  a;;  ensorte  que  l'égalité 

précédente  se  transforme  dans  celle-ci  : 

t 

Cette  égalité  ne  sera  pas  troublée  ou  altérer  en  ajoutant  i. 
cliaque  membre  le  nombre  b ,  et  alors  elle  devient. 
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puiscpie  b-^b  est  zéro  ^d'après  Tacception  des  tigoes ,  et  Téga-* 

lité  desBombres.  On  peut  encore  ipultiplîeroa  diviser  les  deux 

membres  par  up  même  nombre^  sans  altérer  l'égalité.  Divisant 

donc  par  2  les  deux  membres  de  la  précédente  ^   on  aura 

celle-ci 

a+b 

a    ' 

dans  laquelle  on  lit  que  le  nombre  cherché  est  égal  ï  la  moitié 
de  la  somme  des  deux  nombres  a  et  b.  Ainsi  la  relation  entre 
les  nombres  connus  et  inconnus ,  restant  la  même ,  la  question 
est  généralement  résolue  pour  touf  les  nombres  a  et  b. 
'  On  a  donc  ici,  non  pas  la  valeur  numérique  dé  la  quantité 
inconnue ,  mais  le  système  d'opérations  à  faire  sur  les  quantités 
données  ,  pour  en  déduire ,  d'après  les  conditions  du  problème, 
la  valeur  de  la  quantité  qu'on  cherche  ;  et  le  tableau  de  ces  opé« 
rations  représentées  par  les  caractères  algébriques ,  se  nomme 
uneformule,  C*est  ainsi,  par  exemple ,  que  si  l'on  dénote  par  a 
les  dixaines  d*un  nombre  1  et  par  b  ses  unités ,  et  qu'on  adopte  ce 
signe  X  pour  indiquer  la  multiplication  à  faire  de  deux  nombres  ^ 
on  a  cette  cbmposition  constante  d'un  quarré,  ou  cette  formule, 

aXa+2XaX6+*X6, 

ainsi  que  nous  l'avons  fait  voir  en  arithmétique.  Cette  phrase 
algébrique  est  une  énonciation  briève  des  règles  à  suivre  pour 
passer  d'un  nombre*  à  son  carré. 

1 1 .  C'est  dans  la  suite  des  transformations  qu'on  fait  subir 

a  la  traduction  immédiate  d'uhe  question  ^  à  l'effet  de  la  rame-  . 

xier  à  la  forme 

xz=zN, 

ou  d'opérer  la  séparation  des  nombres  connus  et  inconnus,  que 
consiste  la  résolution  (^Téquation.  La  suite  d'opérations,  pour 
ainsi  dire  mécaniques ,  à  effectuer  pour  en  venir  à  cette  der-- 
nière  forme ,  équivaut  à  tin  raisonnement  complet ,  et  les 
transformations  successives  dont  nous  venons  de  parler  ,  cor- 
respondent aux  différentes  formes  que  reçoit  la  proportion 
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énoncée.  Ainsi ,  lorsqu'on  s'est  procuré  un£  expression  concis» 
.de  l'énoncé  d'une  question  ^  on  lui  fait  subir  une  suite  de  ré- 
ductions par  lesquelles  on  groupe  peu  à  peu  toutes  les  données 
dans  un  seul  membre ,  et  on  isole  dans  l'autre  la  représentation 
du  nombre  inconnu. 

12.  L'art  de  raisonner ,  dit  Condillac,  <e  réduit  à  une  langue 
bien  faite  :  l'Algèbre  est  une  langue  dont  la  grammaire  est  d'au- 
tant plus  simple,  que  les  signes  qu'elle  emploie  pour  fixer  les 
idées ,  sont  en  très-petit  nombre.  On  doit  donc  en  bien  fixer 
la  signification»  entrer  dans  les  plus  grands  détails  sur  les  pre* 
miers  principes,  rappeler  souvent  l'attention  des  comâiençans 
sur  les  notions  premières,  et  faire  souvent  aussi  l'inventaire  des 
matériaux  qu'on  a  mis  en  œuvre  ;  il  faut  encore  donner  aux 
démonstrations  la  forme  syllogistique  ,  afin  qu'en  rendant  vi- 
sible la  logique  qui  présida  à  toutes  les  opérations  i  on  ne  s'ac- 
coutume pas  à  réduire  l'Algèbre  au  mécanisme  du  calcul. 

i3.  Cette  propriété  de  l'égalité  ,  évidente  par  elle-même  j^ 
de  n'être  pas  altérée,  lorsqu'on  opère  de  la  même  maniera 
sur  les  deux  membre#,  est  extrêmement  féconde  en  consé- 
quences^  aussi  avons-nous  tiré  de  ce  fonds  toutes  les  ressource! 
qu'il  offre  naturellement.  Mais  comme  la  valeur  du  nombre 
inconnu,  qui  est  la  réponse  à  la  question,  est  toujours  exprimée^ 
ainsi  que  nous  l'avons  bien  fait  remarquer ,  au  moyen  d'opéra- 
tions à  faire  sur  les  quantités  données ,  nous  démontrerons  de 
suite  les  règles  de  l'addition ,  soustraction ,  multiplication , 
division ,  formation  de  puissances ,  extraction  des  racines  de» 
nombres  et  des  quantités  littérales  ou  algébriques. 
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CHAPITRE  IL 


'Addition  et  Soustraction. 


M  D'A 


PRÉS  Tacception  Convenue  de  ce  signe  -^  (3)  ,  la 
somme  des  deux  quantités  a  etb  ,  sera  a  '\-  b.  Si  dan;  tel  cas 
particulier^  a  vaut  5  et  ft  vaut/,  la  somme  éifective  sera  5  4- 7 
ou  12.  Maintenant  si  à  la  lonime  a  +  &  on  veut  ajouter  a+ 6  , 
on  aura  pour  nouvelle  somme  a+ft+a  +  i,  où  plus  briève- 
ment sa  -f-â^  >  le  chiffre  a  qui  précède  les  lettres  a  et  b  indi- 
que le  nombre  de  fois  que  chacune  d'elles  est  répétée  dans  la 
somme  :  on  le  nomme  cordent.  Ces  réductions  Qa ,  Qb  sont 
les  seules  parties  de  l'addition  proposée^  qu*bn  puisse  effectuer^ 
indépendamment  de  toute  valeur  nurodl-ique  des  lettres  a  et  &. 
Pareillement  les  quantités  5û  +  3è ,  ga  -|"  ^^>  9^+5c? ,  qu'on 
peut  déjà  regarder  comme  des  résultats  d'additions  >  auront 
pour  somme  in4iquée  Sa  +»  3i +9a-H2c-f-  96  +  Sd,  et  p^r 
une  réduction  analogue  à  la  précédente^  cette  sonime.  pourra  être 
exprimée  plus  brièvement,  ainsi  qu'il  suit  ;  i4û+i  ai-+-ac>4-3rf, 
les  nombres  i4>  la  »  a ,  3  étant  des  coefficiens  dont  nous  avons 
défini  l'acception  ci-dessus« 

i5.  Lorsqu'une  lettre  doit  avoir  l'unité  pour  coefficient ,  on 
est  convenu  de  sous-entendre  lef  coefficient. 

16.  Nous  n'avons  pas  écrit  le  signe  -^  en  avant  de  i4a  dans 
la  somme  précédente  ,  parce  que  nous  n'avons  pas  à  indiquer 
l'addition  de  1 4a  à  une  quantité  précédente, 

17,  D'après  l'acception  convenue  du  signe  —  (9)  ,  la  sous- 
traction de  la  quantité  b  de  la  quantité  a,  sera  indiquée  par 
O"— 6«  Les  nombres  a  et  6  étant  donnés ,  il  peut  arriver^  1  ^  ^^  que 
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a  8o!t  plus  grand  que  b ,  relation  qu'on  désigne  ainsi  :  a  ^  fr  » 
(ce  signe  ^  étant  ce  que  devjent  celui-ci  :=|  lorsqu'on  in- 
cline les  parallèles  ;  on  place  du  côté  de  la  pointe ,  la  plus 
petite  des  deux  quantités  comparées  )  ;  st* ,  que  a=:b.  Dans 
ces  deux  cas ,  la  soustraction  numérique  est  possible.  Mais  on 
peut  être  condqit  par  l'énoncé  d'une  question ,  ainsi  qu'on  le 
verra  dans  les  chapitres  suivans  et  particulièrement  (cb.  i4  )  > 
a  considérer  le  cas  de  a  -<&,  et  alors  nous  fixerons  d'une  ma^ 
nière  plus  précise  les  idées  sur  ces  sortes  de  restes  :  si  l'on  ima- 
gine qu'on  prenne  dans  b,  une  partie  =  a ,  ce  qui  est  toujours 
possible  dans  Thypothèse  présente  ,  on  aura  d'abord 

et  il  restera  à  soustraire  l'excédant  de  b  sur  a.  Quoique  la  sous- 
traction suppose  deux  nombres ,  et  qu'ici  il  n'y  ait  que  le  nom- 
bre d,  encourra  néanmoins  le  noter  comme  nombre  à  sous- 
traire ,  en  écrivant — rf;  et  le  signe—rappellera  que  le  nombre  d 
doit  entrer  soustractiyement  dans  toutes  les  combinaisons  dont 
il  fera  partie.  Qu'on  ait,  par  exemple^  à  combiner  par  voie 
d'addition,»— cf  avec  un  nombre  cj  on  aura  pour  somme  c— J", 
ce  qui  signifie  que  le  nombre  d  doit  être  retranché  da 
nombre  c. 

En  effet ,  il  revient  au  même  de  retrancher  6  de  a+c,  ou 
de  retrancher  de  a  une  partie  de  b  égale  à  a ,  et  d'oter  le  sur- 
plus de  c.  Par  exemple  ,  que  de  la  somme  3  +  5  on  ait  à 
retrancher  7,  on  aura  3-f  5— 7  ou  8 — 7=  1,  ou  3 — 7= — 4» 
puis5— «4=1 9  ou  enfin  5—7= — a,  puis  3 — a=i. 

18.  Ainsi  ajouter  à  a  la  quantité  —  b ,  ou«retrancber  b  àe  a, 
revient  numériquement  au  même  :  ajouter  ,  en  algèbre  ,  une 
quantité  à  une  autre,  c'est,  â  proprement  parler,  écrire  la 
première  quantité  précédée  de  son  signe  à  la  suite  de  la  se- 
conde. Reste  ensuite  à  effectuer  les  opérations  rappelées'  par 
les  signes ,  lorsque  les  valeurs  numériques  des  lettres  sont 
données. 

Au  lieu  de  ab,  on  pourrait  écrire  —  i  -|-  o  ,  parce  que  de 
quelque  manière  que  la  soustraction  soit  indiquée ,  le  résultat 
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est  numériquement  le  même }  mais  alors  il  faut  écrire  le  signe-^ 
en  avant  de  b  ,  quoique  cette  quantité  soit  la  première.  Nous 
observerons  que  dans  l'addition  de  deux  nombres  a  et  & ,  il  est 
indifférent  d'ajouter  b^  axm  a  k  b ,  mais  que  dans  la  sous-* 
traction  entre  les  mêifies  nombres,  on  ne  peut  plus  prendre 
a— &  au  lieu  de  6— à,  et  vice  versa. 

•    ^9'  Qu'on  ait  à  ajouter  les  quatre  résultats 

(i) 5a+3i— 4c. 

.   (2) aa — 5i+6c-[-  ad 

\  (3) a— 4'''-"^c+5^ 

(4) .7a+4A^3fcb-ee 

d -additions  et  de  soustractions  déjà  faites  sur  les  lettres  a ,  b , 
c ,  dy  e  :  on  pourra  d'abord  indiquer  la  somme  de  toutes  les 
quantités  précédées  du  sigoe  -f~>  puis  celle  des  quantités  affec* 
tées  du  signe — ,  et  écrire  la  seconde  à  la  suite  de  la  première  , 
ensorte  que  l'une  sera  diminuée  de  l'autre  ;  on  bien  encore  »  oa 
pourra  écrire  ,  1  une  à  la  suite  de  l'autre ,  les  lignes  numé- 
rotée^ (1)  ,  (2)  ,  (3)  et  (4)  >  ce  qui  donnera 

«omme  =  5a+3A— 4^-H2a— 5i+6c  +  ad  +  a^-^^b''^  o,e 

+  3e+ 7a  +  4^  — 3c  —  6e. 

Faisant  maintenant  la  réduction  ^  c'est-à-dire  ^  effectuant  toute» 

lés  additions  possibles,  celles  qui  sont  indépendantes  des  valeurf 

numériques  des  lettres ,  on  trouve  1 5a  ;  jb  d'une  part ,  et  —  gi 

de  l'autre ,  ce  qui  fait  —  ai  ;  —  9c  d'une  part ,  et  +  6c  dé 

l'autre ,  ce  qui  donne  —  3c  ;  enfin  ad  et  *—  3c.  La  somnv^é- 

duite  çst  donc        -  ***■'     ^ 

i5à  —.ai  —  3c  +  ad  —3e. 

On  doit  pratiquer  cette  réduction  lorsqu'il  y  a  lieuy  afin  d'abré- 
ger les  résultats  ,  et  d'en  rendre  conséquemment  l'évaluation 
numérique  plus  facile. 

ao.  Les  élémens  ou  parties  d'un  résultat^  séparés  entre  eux 
par  les  signes  +  et  — ,  sont  appelés  termes  ou.monomes.  La 
collection  de  deux  termes ,  est  dite  binôme,  de  trois  termes ,  est 
dite  trinôme,  de  quatre  termes ,  quadrinome ,  et  ainsi  de  suite» 
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•   flV,  La  eôlléôtioii  d'un  nombre  non  défini  de  termes  ou  de 
monômes ,  est  dite  polynôme. 

22.  V addition  d*un  nombre  quelconque  de  polynômes  se 
fait  donc  en  écrivant  les  termes  des  polynômes ,  les  uns  à 
la  suite  des  autres  ,  avec  les  signes  qui  les  affectent  :  ces  termes 
peuvent  d^ ailleurs  être  placés  dans  un  ordre  quelconque.  On 
pratique  ensuite  la  réduction ,  quand  il  y  a  lieu, 

523.  Supposons  que  de  la  quantité  non  ait  à  retrancher  c^b  ; 

on  déterminera  le  reste  en  quantité  et  en  signe  ,  d'après  la 

condition  à  laquelle  doit  satisfaire  tout  reste  de  soustraction  , 

qu  ajouté  à  ce  qu'on  retranche ,  la  somme  soit  la  quantité  d» 

laquelle  ôb  retranche.  On  a  donc  a— c+Apour  résultat» 

puisque 

a— c+ i+ c— 6  =  fl. 

Ainsi  retrancher  une  quantité  d'une  autre  ,  c'est  écrire  la 
quantité  retranchée  après  en  avoir  changé  les  signes  y  à  la  suite 
de  celle  dont  il  faut. la  retrancher^ 

a4»  Autrement  on  peut  écrire,  d'après  M.  Laplace  , 

a  =  a+& — b.. (5) 

a'^c'=za^'C  +  b-'^b (6)5 

ensorte  que  si  de  a  on  doit  retrancher  +  b  ou  —  A,  ou  , 
ce  qui  revient  au  même  ,  si  dans  a  on  doit  supprimer  +  £  , 
ou  — -  6 ,  le  reste ,  d'après  la  transformation  (5) ,  doit  être  a  —  b 
dans  le  premier  cas,  et  a  -f"^  dans  le  second.  Si  de  a  • —  c  on 
doit  ôter  -f~  6  ou  —  &^  il  reste  d'après  (6)  a— c— i  ,  ou 
O'^C'^b. 

a5.  Ce  quenousvenon,«de  dire  deviendra  plus  sensible  encore 
au  moyen  de  la  considération  qui  suit  : 

8-4=4; 

qu*on  ôte  ou  qu*on  supprime  la  diminution  -*4  •  0°  repassera 
de  8  —  4^8,  c'est-à-dire  qu'au  nombre  4  on  aura  véritable-, 
ment  ajouté  4* 
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aS.  Ainsi,  retrancher  un  nombre  déjà  pris  sous  le  signe  ^^ 
revient  à  ajouter  ce  nombre  ;  c  est  ce  qu'on  peut  encore  fam 
Toir  comme  il  suit.  Si  de  a  on  doit  retrancher  Cf^b,  onapomr 
reste  a-^C'^b ,  oua-(-6— c;  mais  si  ^  par  hypothèse^ 
c—  b'^Z'^d ,  parce  que  b  excède  c  de  <{ ,  réciproquement 
b'^c  =  d,  ensorte  que  pour  retrancher  —  <{  de  a  ^  il  £iat. 
écrire  a+d, 

527.  Le  premier  rabonnement  s'applique  avec  succès  aux 
polynômes  :  pour  en  doniler  un  exemple  ^  supposons  que  de 

6a^5b  +  4c (7) 

on  ait  à  retrancher  ' 

5a— 5b +60 (8) 

en  désignant  le  reste  par  R ,  on  doit  avoir  l'égalité 

if  4. 5a  _  5i  +  6c  t=6a— 3i+ 4c  : 

laquelle  iie  sera  pas  altérée  (i3)  en  retranchant  5a  de  part  et 
d'autre ,  ajoutant  5&  et  retranchant  6  c  ;  d'où  il  résulte 

iî  =:  6a -^  56  +  4^ -*  5a-t- 56  —  Gc  =  a  +  a&-^  ac. 

Mais  )a  règle  sera  plus  facile  à  déduire  en  mettant  le  poljnoma 
(7)  sous  la  forme  ^ 

6a — 3&+4^+5a — 5i+Gc— 5a  +5b  —6c. .  .(9); 

car  retrancher  5a  —  5&-|-6c  ^  se  réduit  à  effacer  dans  (9)  le 
polynôme  qui  en  fait  partie.  Il  est  alors  évident  qu'on  aura 
pour  reste 

/l=6a— 3i-h4c— 5a-H56— 6c, 

et  après  les  réductions 

/{=a  +  a&  — 2c. 

a8.  j4insi  pour  soustraire  un  polynôme  dun  autre,  ilfaul 
changer  les  signes  du  premier;  l'écrire  à  la  suite  du  second  , 
puis  pratiquer  les  réductions. 
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Les  tennes  précédés  du  signe  +,  sont  dits  additifs  ou 
fs  ;  ceux  qui  le  sont  du  signe -~  ^  se  nomment  soustracti/i 
Çatifs.  Nous  ferons  remarquer  qu'il  n'en  est  pas  ,  en  At» 
f  comme  en  Arithmétique,  où  soustraire  est  toujours 
.uer,  tandis  qu'ici  le  reste  est  souvent  pins  grand  que  la 
ité  retranchée  ;  en  effet»  que  de  m  on  ait  i  retr&ncher 
1 1  ^  on  aura  i  d'après  la  rè^e  »  ce  reste  la — 3  + 1 1 ,  ou 
,  11  —  3  ^=ao>  nombre  plus  grand  que  m.  Gela  tient  i  ce 
le  quantité  n'a  que  denx  manières  d'être  :  si  son  état  change 
fois  de  suite ,  elle  repasse  à  l'état  primitif.  Si  cette  consî* 
Ion  paraît  absbraite ,  on  i*exi  tiendra  an  fait  algébôqpa 
)ntré  plus  bant.  * 
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CHAPITRE   III. 


I.-  •■!       '  » 


De  la  Multiplication. 

3o.  JLiA  multîpKcation  est,  en  Algèbre  eomme  en  Arithmé^ 
ti<ïu©^ùne  modificafioii  que  reçoit  lopérationde  l'addition, 
lorsque  les  quantités  qu'on  ajoute  ,  sont  toutes  les  mêmes. 

3i .  Le  résultat  de  la  répétition  de  a ,  autant  de  fois  qu'il  est 
marqué  par  b ,  ne  peut  que  s'indiquer,  sauf  à  l'effectuer  lors-' 
que  les  nombres  a  et  b  sont  connus.  Il  y  a  donc  nécessité  de 
créer  un  nouveau  signe  pour  cette  nouvelle  opération  :  on  est 
déjà  convenu  (lo)  d'employer  cèïiiî-cî  X,  qu'on  interpose 
entre  les  quantités  à  multiplier  :  ainsi  6  X  a,  veut  dire  b  fois  a, 
ce  qui  n'est,  à  proprement  parler  ,  que  la  réduction  de 
û+a+a+a-l-etc. ,  la  lettrç  a  étant  écrite  b  fois.  Souvent  on 
emploie  le  point  au  lieu  du  signe  J< ,  et  on  écrit  6.a  ,  ou  bien 
encore  on  écrit  simplement  ba ,  ce  qui  ne  .peut  faire  équi- 
voque, puisque  dans  l'addition  ou  la  soustraction^les  deux  termes 
eont  séparés  par  les^  signes -f-  ou—.  Si  Ton  doit  multiplier  par  c 
le  produit  ai,  on  écrit  aXiXc,  oua.A.c,  ou  aie,  et  ainsi 
de  suite,  quel  que  soit  le  nombrie  des  leitTes'  facteurs.  Ici 
a  f  b,  c,  etc.  /sont  des  quantités  absolues ,  c'est-à-dire,  def 
quantités  qui  ne  portent  pas  de  signes ,  ou  qui  ne  sont  pas . 
engagées  avec  d'autres  quantités  par  voie  d'addition  ou  de 
soustraction. 

3a.  Si  les  lettres  facteurs  sont  l^s  mêmes ,  le  produit  est 
cza,  aaa^  aaàa ,  etc.,  d'après  la  notation  la  plus  simple  :' 
dans  ce  cas,  pour  abréger  l'écriture  et  la  lecture  de  ces  pro- 
duits, on  est  convenu  de  n'écrire  qu'une  seule  fois  la  lettre  a,  et 
d'indiquer  par  un  chiffre  placé  au-dessus  et  à  droite,  le  nombre 
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de  foiâ  qu'elle  est  facteur. .  Aiusi  les  produits  précédens  s'écri- 
ront comme  il  suit  :  a%  a^,  o^,  etc.  ;  enfin  a"*  si  la  lettre  a  est 
m  fois  facteur  /  m  étant ,  bien  entendu  ^  un  nombre  entier  et 
positif. 

33.  Ces  chiffres  a  ^  3 m  sont  nommés  exposons  :  il 

ne  faut  pas  les  confondre  avec  les  coefficiens  dont  l'origine  et 
l'acceptipn  sont  bien  différentes.  En  effet ,  si  a  vaut  i  o ,  a*  vaut 
loo^  et  aa  valent  ao.  Cette  quantité  a"*  se  nomme  expo-^ 
nentielle, 

34-  Les  dénominations  de  carré ,  de  cube  »  employées  dane 
l'Arithmétique,  conviennent  à  ces  produits  a*,  a?^  et  on  appelle 

puissances  4%  5' m*"""  les  produits  a^^c^ c"*.  La 

quantité  a  est  dite  racine  carrée  de  a* ,  cubique  de  o^ ,  4*  ^^ 
a4 m*""' de  a"». 

35.  Toute  lettre  qui  ne  porte  pas  d'exposant ,  est  censée 
avoir  Texposant  i  ,  puisqu'une  lettre  est  toujours  une  fois 
facteur. 

36.  De  la  manière  dont  les  exposans  s'introduisent  dans  le 
calcul^  on  peut  déduire  que  ,  pour  multiplier  a*  par a^^  il  faut 
écrire  une  seule  fois  la  lettre  a ,  et  lui  donner  pour  exposant 
la  somme  a  -f~  ^  ^^*  exposans  des  facteurs.  £a  général ,  le 
produit  a"*  par  c"  ,  m  et  n  étant  toujours  Mes  nombres  en- 
tiers positifs ,  est  a"*"*"".  En  effet,  a"*  est  l'abréviation  de  a  fac- 
teur m  fois ,  et  a"  celle  de  a  facteur  n  fois;  donc  ,  dans  le 
produit,  d'après  la  règle  de  la  multiplication  des  lettres,  a  est 
m-f-  n  fois  facteur  ,  et  d'après  cela ,  on  a  cette  égalité 

a"*  X  a"  =  a"»"^» (i). 

Ainsi  le  produit  de  a^b^c  par  a^bc^d  sera  c^b^c^d, 

37.  La  pratique  de  la  multiplication  des  quantités  monômes, 
se  réduit  donc ,  pour  les  lettres  non  communes  ,  à  les  écrire 
les  unes  à  la  suite  des  autres  ;  et  pour  les  lettres  communes  , 
à  n  écrire  chacune  d'elles  quune  fois ,  en  lui  donnant  pour 
êxfwsant  la  somme  des  exposans  de  la  même  lettre  dans  les 
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facteurs.  Réciproquement ,  t exponentielle  a"***  pourra  étfê 
remplacée  par  c^  X  û"- 

38.  Tenons  maintenant  compte  des  coefiiciens  ^  et  supposons 
qu'on  ait  à  multiplier  Sa'Âc  par  Sa&m  :  en  prenant  àbm  pont 
multiplicateur  y  le  produit  8a^À*cm  ne  sera  que  le  tiers  du  ?éri« 
table  ;  il  faudra  donc  le  prendre  trois  fois ,  ce  qui  donnera 
a^h^cm  I  dont  le  coefficient  24  est  le  produit  des  coefficient 
des  facteurs. 

Donc  le  coefficient  d'un  produit ,  est  le  produit  des  coefficient 
des  facteurs, 

39.  Passons  à  la  multiplication  d'un  binôme  par  un  monôme. 
6 oit  a  -{-  6  à  multiplier  par  c  :  en  répétant  a  autant  de  fois 

qu'il  est  indiqué  par  c ,  ce  qui  donne  ca ,  on  a  un  produit 
trop  petit  de  celui  de  b  par  c  >  qui  est  cb  ;  il  faut  donc  aug« 
menter  ca  de  ci,  ce  qui  donne  pour  produit  clierché  cO'^cb, 
où  le  terme  -f-  cb  est  dû  à  la  multiplication  de-^h  par  c. 

Soit  y  en  second  lieu  ,  c  à  tnultiplier  par  a  +  b  :  pal*  un  rai- 
sonnement semblable  au  précédent ,  on  trouvera  pour  produit 
ac  -^bcy  le  même  que  le  précédent ,  et  dans  lequel  le  terme 
bc  est  dû  à  la  multiplication  de  c  par  <-f*  b. 

Soit  y  en  troisième  lieu  ,  le  binôme  a  —  6  à  multiplier 
par  c  :  en  répétant  a  autant  de  fois  qu'il  est  indiqué  par  Cy  ce 
qui  donne  ac  y  on  a  un  produit  trop  grand  de  bc  ,  puisqu'on 
répétant  c  fois  a  y  on  prend  cfois  trop  la  lettre  b  :  il  faut  donc 
diminuer  crc  de  bc  ,  ensorteque  leyérital)le  produit  estac — bc. 
Qu'on  ait,  par  exemple ,  7 — a  à  multiplier  par  4»  ou  à  répéter 
4  fois  ,  on  dira  :  7X  4^^  28  est  trep  grand  de  a  X  4  <>u  de  8  ; 
donc  le  vrai  produit  sera  le  premier  diminué  du  second  y  ou 
28  —  8,  c'est-à-dire  20.  En  effet  7 — 2,  ou  5  multiplié  par 
4  donne  20.  Le  terme  •—  bc  du  produit ,  est  le  produit  de — b 
par  c.  I 

On  trouverait ,  par  le  même  raisonnement,,  que  le  produîjt 
de  c  par  a— 6 ,  doit  être  ac —  ic ,  le  même  que  le  précédent , 
et  dans  lequel  le  terme  —  bc  est  le  produit  de  c  par  —-6. 

Venons  à  la  multiplication  de  deux  binômes. 

Soit 


0*  A  L  c  i  B  n  £.  17 

Soit  d'abord  a  4-  b  à  multiplier  par  c+d:a  +  b  pris  cfoi» 
«st  ca+ci  ,  comme  on  le  sait  déjà  ;  mais  ce  produit  ^st  trop 
petit  du  binôme  a  +  b  répété  d  fois,  il  faut  donc  lui  ajouter 
da  +db^  et  on  aura  pour  le  produit  cherché  co+ci+da-Hft, 
dans  lequel  le  terme  +db  vient  de  la  multiplication  cie+b 

par  +  d. 

Supposons  qu'on  ait  a  "-f*  i  à  multiplier  par  c  —  J;  le  pro- 
duit de  a  +  i  par  c ,  c'est-à-dire ,  ca+cb ,  sera  trop  grand 
de  celui  de  a-\-b  par  d  qui  est  da-^-db  \  on  aura  donc  pour 
véritable  produit  ca'\^  cb  — £Îfl  —  db,  où  te  terme  —  db  est  le 
produit  de  "{'b  par  —  d  :  en  multipliant  c — d  par  û+i,  on 
reconnaîtra  que  —  W  est  le  produit  cie  —  d  par  +b. 

Soit  enfin  a — b  à  multiplier  par  c-^d  :  on  multipliera  par  c, 
mais  alors  le  produit  sera  trop  grand  de  a«—  b  par  d ,  puisque 
le  multiplicateur  c  est  trop  grand  de  cf  pi  faudra  donc  du  pre- 
mier produit  flc—ic  retrancher  le  second  ad^^bd,  et  la  dif- 
férence sera  (  aS  )  ac — ic— a<i+^^'  Jci'le  terme +bd 
résulte de-'^h  par — d. 

Donc ,  en  général ,  si  les  deux  termes  quon  multiplie^  ont 
des  signes  différéns ,  le  produit  doit  être  précédé  du  signe  ^^^ 
et  s* ils  ont  le  même  signe,  le  produit  est  ajfecté  du  signe +, 

40.  Nous  donnerons  de  cette  règle  une  autf^  démonstra- 
tion due  à  M.  LapUice.     '    m 

Soit  a — a  à  mi^tiplier  pard,  ou  à  répéter  autant  de  foii 
qu'il  est  indiqué  parle  nom)>re  absolu  b  ;  le  multiplicande  étant 
aréro ,  le  produit  doit  être  zéro  ;  or  le  premier  terme  de  ce 
produit  est  ab ,  le  second  sera  donc  -—  06  ^  d'où  résulte  cette 
conclusion 

Qu'il  s'agisse  de  multiplier  le  nombre  absolu  a  par  b  —  b 
ou  par  zéro,  on  aura  pou|^  premier  terme  du  produit  ab\  mais 
ce  produit  doit  être  nul ,  donc  le  second  terme  sera  — •  ab  , 
«nsorte  que 

aX-*— &=^  —  flô...,  (2). 

Si  l'on  multiplie  c+a  par  6  —  i  oti par  zéro ,  la  première 
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partie  du  produit  >  ou  c  -{-a  par  b  étant,  d*après  ce  qu'oB 
vient  de  démontrer,  bc-^  ba,  la  seconde  sera  nécessairement 
m^bc'^'ba,  conséfjuemment  ^ 

+  aX— 6=  — ai.  ••  •  (3).  I 

En  partant  de  &-»•&  par  c-f"^,  on  serait  amené  à  cette 
conclusion 

—  6  X  +  «=  —  ab. . . .  (4). 

EnGn ,  si  Ton  multiplie  c  — a  par  i —  b  ou  par  zéro,  la  pre- 
mière partie  du  produit  étant  .&c-—ia,  comme  on  le  sait,  la 
ieconde  sera  nécessairement  —  bc^^ba',  conséquemment 

—  a  X—b=+ab. . .  .(5). 

Les  résultats  (i)  ,  (a),  (3),  (4)  et  (5)  nous  ramènent  aux 
règles  déjà  trouvées.  ' 

4t.  On  retiendra  donc  ces  conclusions  des  raisonnemens  pré- 
ccdens ,  savoir  : 

+aX,+b=z-+ab}  — aX+i=^ — ob  ;  +aX — b= — ab  ; 

—a^—b=:+ab 

et  on  observera  surtout  que  ces  règles  n*ont  pas  été  démontrées 
directement  sur  les  facteurs  isolés  +  a,  +3,  —  «  ,  —  i. 
Cependant  on  peut  avoir  à  multiplier  une  quantité  soustractive 
par  une  qu«ntité  absolue,  ou  deux  quantités  soustractives 
Tune  par  Tautré,  ainsi  qu'on  le^^erra  (chap.  V  ). 

4a<  En  suivant  les  règles  précédemment  établies  à  Tégard 
des  lettres ,  des  coefficiens ,  des  exposans  et  des  signes  ,  on 
pourra  multiplier  un  monôme  par  un  moApme ,  un  polynôme 
par  un  monôme ,  et  enfin  deux  polynômes  Tun  par  l'autre. 

43.  Nous  supposerons  qu'on  ait  le  polynôme!. , 

flût4 — 5b(^ — Sb^a^+b^ak  multiplier  par  le  monôme  a^.  Dési- 
gnant—  5ba^ — 5i*a*+  b^a  par  M ,  cette  multiplication  se 
réduira  à  celle  de  aa*  +  M  par  a^^  produit  qu'on  sait  faire  et 
qui  est  aa^  +  Ma?  ;  mais  Ma^  est  le  produit  indiqué  de 
—  3ia^  —  56*a*  +  b^a  par  a'.  Qu'on  représente  encore 
— 5i*a*-l- fr^a  par  N ,  et  on  aura  à  multiplier  —  5ba^  +  N 
par  a^,  ce  qui  fait — 3ia^+iVx«^.  On  sait  faire  le  produit 
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de  N  par  c?^  gui  eet — 5i*a^+iV.   Le  produit  demandé 
est  donc  aa' — 36a®— 5&*a^+*^^*  En  résumant  l'opération 
précédente^  on  ¥0Ît  qu'on  a  multiplié  chacun  des  termes  du  . 
polynôme  multiplicande  ^  par  le  monôme  multiplicateur, 

44'  Passons  au  cas  d'un  polynôme  à  multiplier  par  un  polynôme, 
et  soit  aa<— 36a' —  5i*a*  à  multiplier  par  t^-^  a6a*+3fc*a ,  et 
représentons  «-  aia^  -\-  Zb^a  par  A^.  Au  produit  du  multiplicande 
par  e^,  qu'on  sait  faire  -,  il  faut  ajouter  celui  du  même  multipli- 
cande parla  lettre  iV,  oupar— aAa*+36*a;  mais  pour  obtenir 
celui-ci ,  il  faut  augmenter  le  produit  du  multiplicande  par 
—  aba^  de  celui  du  même  multiplicande  par  36*a.      ^ 

On  étendra  facilement  ce  raisonnement  à  des  polynômes 
composés  d'un  nombre  quelconque  de  termes ,  et  l'on  en  dé-* 
duîra  la  règle  suivante  :  Pour  faire  le  produit  de  deux  fadeurs 
polynômes ,  il  faut  multiplier  le  multiplicande  successivement 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur^  et  ajouter  les  produits 
partiels ,  cest^à-^iref  faire  toutes  les  additions  possibles  ,  où 
les  réductions. 

Si  on  ne  yeut  qu'indiquer  la  multiplication  précédente, 
on  écrit  chacun  des  facteurs  entre  denx  crochets ,  en  cetttf 
manière  ; 

(aa4— 36a3— 56*a»)  (a3--a6a*+36»a) 

pour  dire  que  ces  deux  polynômes  doivent  être  multipliés 
entre  eux. 

45.  La  multiplication  faite  ,  on  doit  ajouter  tous  les  produits 
partiels  pour  avoir  le  produit  total;  mais  cette  addition  ne  peut 
qu'être  indiquée ,  si  ce  n'est  à  l'égard  des  termes  semblables ^  et  on 
entend  par  là  ceux  qui  renferment  les  mêmes  lettres ,  facteurs 
chacune  le  même  nombre  de  fois,  ou  les  mêmes  lettres  sous  les 
mêmes  exposans  ,  les  coelEciens  et  les  signes  n'entrant  pouf 
rien  dan;  la  similitude.  Ces  termes  considérés ,  abstraction  faite 
des  signes  et  des  coefSciens,  sont  effectivement  les  seuls  qui  don^- 
jient  numériquement  le  même  résultat ,  quelques  valeurs  qu'on 
attribue  aux  lettres ,  eX ,  par  la  réduction ,  on  fait  d'avance  cette 


I 
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partie  de  la  somme  qui  ne  change  pas  de  forme  ,  quelles  qa%^ 
soient  les  valeurs  numériques  des  lettres.  Aiiui,  par  exemple, 
«— 5&a^+6&a^+&a^=aia^  pour  tous  les  nombres  substituép 
aux  lettres  a  et  b.  Cette  réduction  doit  être  pratiquée ,  H*il  y  a 
lieu,  après  chaque  opération. 
46.  Donnons  un  exemple  de  multiplication. 

Multiplicande aa^ — 3ia^ — 5i*a* 

Multiplicateur a? — ^ba^-^Zb^a 

!•'  produit  partiel. .  .aa'— 3ia^— 5i*a? 

a» — 46a«+GiV+io5W 

S« P. -}«66*û5—  qiV— iBMo' 

Produittotal =20^ — yba^+yb^a^+    b^a^ — tSMa^. 


i^ 


On  trouvera  dans  le  tableau  annexé  à  la  page  Sa ,  des 
^exemples  de  la  multiplication,  que  Véléve  fera  bien  de  répéter 
pour  se  familiariser  ayec  l'application  des  règles  précédemment 
démontrées. 

47.  Comme  on  distingue  les  puissances  par  le  nombre  de 
facteurs  égaox  qui  entrent  dans  leur  formation  (34)  «  on  dis- 
tingue aussi  les  produits  par  le  nombre  de  tous  les  facteurs  tant 
égaux  qu*inégaux  qui  les  composent  :  le  produit  a^h^c  ,  par 
exemple  ,  qui  renferme  6  facteurs  simplesf  égaux  et  inégaux , 
sera  dit  du  sixième  degré ,  celui-ci ,  a^b^c  sera  dit  du  dixième 
degré ,  et  en  général  ce  que  nous  nommons  degré  éC un  produit  ^ 
-  sera  le  nombre  de  tous  les  facteurs  de  ce  produit.  Il  résulte  des 
règles  précédemment  établies ,  que  si  tous  les  termes  du  multi* 
plicande  sont ,  par  exemple  ,  du  quatrième  degré ,  et  ceux  da 
multiplicateur  du  troisième,  chacun  des  termes  du  produit,  sera 
dudegré4+3,  ou  du  septième  degré.  De  tels  polynômes  dont 
tous  les  termes  sont  d'un  même  degré ,  sont  dits  homogènes. 
Ainsi  quand  deux  facteurs  sont  homogènes ,  le  produit  Fest 
aussi.  Cette  remarque  qu'il  ne  faut  pas  oublier ,  sort  i  faire 
découvrir,  à  la  seule  inspection,  les  erreurs  du  produis,  qui 
viennent  de  Toubli  de  quelques-uns  des  facteurs  dans  les  moitié 
plications  partielles.  ^ 


r. 
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4P;  Si  Ton  doit  multiplier  M+N  par  If—  AT,  opération 
4iia*on  indique  de  cette  manière  (^M+N)  (Af— iY)  f  •^  ^'^'■ 
Tant  entre  des  parenthèses  les  facteurs  da  priait  (44)  »  on, 
trouve  ce  résultat 

M  et  N  représentant  des  quantités  et  polynômes  quelconques. 

Ainsi  la^somme  de  deux  quantités  ou  de  deux  polynômes  ^ 
multipliée  par  leur  différence,  donne  la  différence  des  carrés  , 
en  observant  de  prendre  avec  le  signe  •—  celui  des  deux  carrés 
dont  la  racine  est  retranchée. 

Qu'on  pose  J!fj=  o^  ^  ctiV=:&^^  on  aura  à  effectuer  cettti 
multiplication 

4^+    b^ 


a^—    P 


produft.  • ^.... ..  =:a^   —  i*; 

« 

où  a^  est  le  carré  de  a^  ^  et  b^  celui  de  b>^,  et  ce  dernier  quarri 
est  retranché  du  premier. 

I 

Réciproquement^  la  dijféfSttce  de  deux  carrésTA^^^W, peut 
se  mettre  sous  Cajomie  (M  +  N)  (M-p-N). 
Ce  résultat  est  une  formule  qu'il  fant\etenir. 


■«ih 
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CHAPITRE    IV. 


We  la  Division. 

4g.  jLj  a  dirision  algébrique  a  le  même  objet  que  la  divitioii 
numérique  :  elle  résout  encore  cette  question  :  Etant  donné» 
un  produit  et  Hun  des  facteurs ,  troui/er  l'autre  facteur. 

5o.  Il  peut  arriver,  i^.  que  le  dividende  et  le  diviseur  soient 
djBs  monômes;  a,^.  que  le  dividende  seMl  soit  un  polynôme; 
3*.  que  le  dividende  et  le  diviseur  soient  des  polynômes. 

5i.  Nous  considérerons  d*abord  la  division  algébrique  dans 
le  premier  cas  ^  et  alors  il  faudra ,  cette  fois  pour  toutes ,  avoir 
égard  aux  signes ,  aux  coeiliciens  ^  aux  lettres  et  aux  exapsans. 

$9.  Occupons-nous  d'abord  des  signes  :  de  ce  que  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient  doit  être  le  dividende ,  il  suit  de  ce 
quia  été  démontré  (Sg ,  4^,  40  >  ^^^  lorsque  le  dividende  et  le 
iff  diviseur  ont  même  signe  ,  le  [MB^dMit  doit  avoir  le  signe  *{-,  et 

que  lorsqu'ils  ont  des  signes  dilFérens ,  ce  prjtiiitt  doit  avoir  le 
signe  — . 

D'ailleurs  diviser  une  quantité  soustractîve  par  une  quantité  ' 
absolue  ,  c'est  prendre ,  par  exemple ,  le  tiers,  le  quart ,  le  cin- 
quième, etc.  de  la  quantité  soustractive  ;  le  résultat  est  donc  sous- 
tractif  :  ainsi  le  quotient  de  —8  par  4  est  -  a.  Diviser  une  quan- 
tité absolue  par  une  quantité  soustractive,  c'est  prendre  de 
celle-là  la  moitié ,  le  tiers ,  le  quart  soustractivement.  D'après 
cette  notion.,  4  divisé  par  —  a ,  donne  le  quotient  —  a.  Enfin 
le  quotient  de  deux  quantités  soustractives ,  est  évidemment 
le  même  mie  celui  des  deui^  mêmes  quantités  regardées 
comme  absolues  ou  considérées  abstraction  faite  des  signes  : 
ainsi  —  8  contient  — -  4  autant  de  fois  que  8  contient  4* 
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sa.  Le  coefficient  du  quotient  doit  être  le  quotient  de  celui 
du  dividende^  divisé  par  le  coefficient  du  diviseur ,  ce  qui  ré- 
sulte de  ce  que'  le  coefficient  d'un  produit  est  le  produit  des 
coefficiensdes  facteurs  (38). 

Les  lettres  du  quotient  doivent  être  celles  du  dividende ,  non 
communes  au  diviseur ,  quand  toutes  les  lettres  du  diviseur  la 
sont  au  dividende  :  par  exemple ,  le  produit  abc ,  divisé  par  ab , 
donne  c  pour  quotient ,  parce  que  le  produit  de  ai  par  c  est 
abc.  Lorsque  le  diviseur  renferme  en  outre  des  lettres  non 
communes  au  dividende ,  alors  la  division  ne  peut  plus  êtro 
qu'indiquée ,  et  le  quotient  s*écrit  sous  la  forme  de  fraction  dont 
le  numérateur  Qst  le  produit  de  toutes  les  lettres  du  dividende  , 
non  communes  au  diviseur^  et  le  dénominateur  celui  de  toutes 

les  lettres  du  diviseur  non  communes  au  dividende  :  ainsi  abc 

c 
divisé  par  amb  donne  pour  quotient  —  >  en  observant  qu'olk 

peut  supprimer  tant  au  dividende  qu'au  diviseur,  le  facteur 
commun  ab  y  sans  altérer  le  quotient,  et  qu'ainsi  la  divisioa 

se  réduit  à  celle  de  r  par  m.  Cette  notation —  du  quotient^ 
a  déjà  été  employée  à  l'égard  des  rvombres.   Cependant  pour 

c 

certaines  valeurs  numériques    de  c  et  m  «  la  fraction  —  peut 

m 

devenir  un  nombre  entier. 

54.  Faisons  maintenant  abstraction  des  signes  et  des  coeffi- 
ciens  ,  et  occupons-nous  de  la  division  de  deux  exponentielles 

d'une  même  lettre ,  savoir  ,  de  —  ,  p  et  ^  étant  des  nombres 
entiers  positifs,  on  peut  avoir 

Si  l'on  observe  que ,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  (3S) ,  à 
l'égard  de  la  multiplication  de  deux  exponentiellel d'une  même 
lettre,  la  lettre  du  quotient  doit  encore  être  a,  et  si  l'on  dé- 
signe par  X  l'exposant  inconnu  de  a  dans  le  quotient ,  on  doit 
avoir 
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d*où  résulte  nécessairement  cette  égalité  entre  les  exposant 

•t  comme  en  retranchant  q  de  part  et  d'autre ,  les  deux  restes 
sont  égaux  (10)^  on  aUra  la  suiyante 

dans  laquelle  on  lit  que  Yexposant  du  quotient  y  est  égal  à  celui 
du  dividende  y  diminué  de  F  exposant  du  diviseur. 

Dans  le  second  cas ,  on  a 

.  d*où  résulte  Tégalité  entre  les  exposans , 

p=prf-a:,  etx^p— p  =  o (a); 

dgnc  on  a  pour  quotient  a*=ia?^  résultat  qu'il  s'agit  d'inter- 
préter. A  cet  effet ,  nous  reprendrons  la  division  de  a^  par  aJ^^ 
qui  donne  pour  quotient  l'unité ,  et  comme  deux  quotiens 
d'une  même  division  ^  sont  nécessairement  égaux ,  on  a  donc 


a®  =  i. 


ce  qui  signifie  que  toute  quantité  élevée  à  la  puissance  zéro , 
vaut  l'unité ,  et  que  réciproquement  l'unité  peut  se  traduire 
en  a"*.  Cette  conclusion  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre  a. 

Dans  le  troisième  cas  ,  soit  q  z=s  p-^  d,  d  étant  l'excès  de 
q  sur  p  :  on  aura  toujours 

0*» = û^**  X  û*  =  a?^^*, 

et  en  égalant  les  exposans,  puisque  l'égalité  précédente  ne 
peut  avoir  lieu  que  sous  cette  condition , 

p  =p  "t"  d  +  X , 

retranchant  p  4*^  de  part  et  d'autre,  on  obtient  enfin  (17) 

a7  =  — d. . .  •  .(3)  ; 

donc  le  quotient  est  a"^.  Pour  l'interpréter ,  reprenons  la  divi- 
sion de  a^  par  a',  ou  par  aP^^=:  a^  X  o.^^'-  en  effaçant  le  £ac- 
Hur  a^  commun  au  dividende  et  au  diviseur ,  d'après  ce  qni  a 
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ité  démontré  i  l'égard  de  la  diyision.des  Itttres  (53)  »  on  a  pour 
quotient  -j  :  donc     • 

ce  qui  donne  tuie  transformation  d-on  fréquent  nsage  dans  le 
calcul  :  pour  s'en  rendre  raison  ,  on  se  rappellera  que  a"*"* 
n'est  autre  chose  que  la  lettre  a  écrite  d  fois  en  facteur  ;  donc, 
d*après  l'acception  des  signes  et  l'opposition  de  ces  signes  , 
ûT^  doit  représenter  la  même  lettre  a  écrite  d  fois  en  divi- 
seur (chap.  i4)* 

55.  La  règle  générale  à  suivre  dans  la  division  des  deux  ex- 
ponentielles de  même  lettre ,  se  réduit  donc  ^  d'après  le»  rt  sul- 
tats  (i) ,  (â)  et  (3)  ,  à  écrire  la  lettre  et  à  lui  donner  pnur 
exposant  celui  du  dividende ,  diminué  de  ^exposant  du  di" 
i^iseur. 

Cet  énoncé  sera  bientôt  généralisé,  c'est-à-dire,  étendu  à 
des  exposans  fractionnaires  positifs  et  négatifs  et  même  irra- 
tionnels. 

56.  On  observera  que  si,  par  rapport  aux  exponentielles , 
on  eût  suivi  la  règle  pour  la  division  des  lettres  ,   on  n'aurait 

'pas  rencontré  ces  deux  résultats  singuliers  a**,  a~**,  que  nous 
n'avons  pu  interpréter  qu'en  opérant  d'après  cette  jègle  qui 
nous  a  donné  deux  autres  expressions  des  mêmes  quotiens. 

67.  De  ce  que  o"*  =  o,  il  suit  que 

g"*       o 


o"*      o 


a™ 


mais  si  dans  a"*""*=— ,  on  suppose  a'=.o  ^  ce  qui  est  biea 
permis,  puisque  a  désigne  tout  nombre ,  on  a 


€• 


Si  l'on  effectue  réellement  la  division  de  o  parc,  on  pohrra  poser 
au  quotient  un  nombre  quelconque^  puisque  tout  nombre  mult^ 
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plié  par  zéro ,  donne  pour  produit  aéro  qui  est  ici  le  dividende.* 
Cette  expression  o**  paraîtrait  donc  comporter  une  infinité  de 


o 


râleurs  numériques  ;  cependant  un  tel  résultat  -  peut^  dans 
plusieurs  cas ,  admettre  une  valeur  Exe  et  déterminée.  C'est 
ainsi ,  par  exemple  ^  que  la  fraction  — -^ ,  dansThypotlièse  de 


a' 


a =o,  de  vient =-•    Mais,    si  d'abord  on  écrit   cette 

;  GO 

fraction   sous   la  '  forme    Kà^^ ,    et    qu'on    pose    a  =  o  , 
on  trouve  qu'elle  devient/^  X  o"*""  qui  est  opour  m  >  n  ;  dans 

IC        K. 

le  cas  de  m  <r/i,  ou  de  m=7^— df.on  a  (54)  — r  =  —  »  résultat 

G*  G 

que  nous  interprétons  plus  loin  :  enfin  pour  m  =  n  ^  on  peut 
diviser  haut  et  bas  par  a^,  et  la  fraction  se  réduit  à  K.  Nous 

G 

rencontrerons  souvent,  par  la  suite  ,  ce  symbole  -  j  et  nous  en 
prendrons  occasion  de  le  mieux  définir. 

58.  Ges  règles  posées  pour  la  division  des  monômes ,  nous 
passerons  de  suite  au  cas  de  deux  polynômes.  La  règle  pour 
opérer  cette  division  se  trouvera  dans  l'énoncé  suivant  : 

On  ordonnera  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  au  plus 
haut  exposant  d'une  même  lettre  prise  à  volonté  y  c'est-à-dire 
^  qu'on  écrira  pour  premier  terme ,  tant  au  dividende  quaudivi^ 
seur ,  celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre^ 
et  à  la  suite  tous  les  autres  termes  sous  -  ordonnés  par  rapport 
aux  exposons  successifs  de  la  même  lettre;  puis  divisant  le 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur ,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient  ;  ce  terme  trouvé  ,  on  le  multipliera  par 
tous  ceux  du  diviseur ,  et  on  retranchera  le  produit  du  divi-- 
dende.  Cette  première  opération  faite  ,  on  divisera  celui  des 
termes  du  dividende-reste ,  qui  a  le  plus  haut  exposant ,  par  le 
premier  terme  du  diviseur ,  et  on  obtiendra  le  second  terme  du 
quotient.  On  continuera  à  procéder  de  la  même  manière. 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  de  cette"  manière ,  sera 
lui-même  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cett» 


V 
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lettre.  Nons  donnerons  la  démonstration  de  cette  règle  lurdeê 
exemples. 

Soit hai    4-  b*a^  -f-  &'a»  -f  b*a 

^  mnUiplier  par. . .    ntâ'  -f-  m*a*  •+•  m^a 


on  aara  pour 
produit 


(bmaJ-i^*'na^'^^ma^  -t-^^mai.. •••..•«.  .(i) 

}  J^m*a^-^f**m*a*'4-'b^m»a^^4f*m*a^ (a) 

On  remarquera ,  i^  que  ,  dans  ce  produit ,  il  se  trouye  un 
terme  qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a. 

nK  Que  ce  t«rme  résulte  du  terme  analogue  du  mnltipli- 
eande  par  le  terme  analogue  du  multiplicateur  (*). 

On  tire  de  là  cette  eonclusion  :  si  après  avoir  écrit  pour 
premier  tefme  ,  tant  au  dividende  qu'au  diviseur  ,  celui  qui 
renferme  le  plus  haut  exposant  d'une  lettre  qui  est  a  dans 
Texemple  proposé  ,  on  divise  Tun  par  l'autre,  le  résultat  est  le 
terme  du  quotient  ^  qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 
de  la  même  lettre. 

Ainsi ,  dans  notre  exemple ,  le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende  ^  et  le  multiplicande  comme  un  diviseur,  on  di- 
visera bma7  par  ba^ ,  ce  qui  donnera  mc^ ,  premier  terme  du 
quotient. 

Si  dans  un  dividende  proposé  on  distinguait ,  comme  ici , 
les  produits  partiels  numérotés  (i)  ,  (a)  et  (3)  ,  il  y  aurait  plu- 
sieurs manières  d'obtenir  le  premier  terme  du  quotient. 

1°.  \              Ç  bma'  \  C^^^  Cmtf 

fl'-  f     en       I  i*m*    f  )  b^d?  f  ce  qui     1  ma? 

3'.  Tdivisant  j  b^ma^  T  ^  j  b^a*  C  donnerait  J  ma? 

4"*'  J               V  b^ma!^  )  \    b^aj  V  ma^ 

OU  enfin  comme  le  produit  partiel  numéroté  (i)  est,  en  ne  fai^ 
sant  que  l'indiquer , 

(ba^  +  b'c^  +  6  V  4-  Mfl  )mxK^, 

on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient,  en 


JL 


(*)  JTentends  par  termes  analogaes ,   ceux  qui  renferment  la  plus  hante 
puissance  de  la  même  lettre  a. 


divisant  (io^+i'a'+i^a^+fc^a)  nifi^  par  6a<+6«a»+6V4.Mtf  : 
car  ce  dernier  polynôme  étant  facteur  commun  a^  dividende 

.  ^t  au  diviseur,  on  l'effacerait .  et  il  viendrait ou  ma^. 

Il  est  donc  démontré  que  pour  obtenir  le  premier  terme 
du  quotient  ^  il  tufiit  de  diviser ,  Vub  par  Tautre ,  les  termes  du 
dividende  et  du  diviseur,  qui  renferment  la  plus  haute  puissance 
d'une  même  lettre. 

D'où  Ton  peut  conclure  encore  que  la  division  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à  celle  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (i) 
par  le  multiplicande  qui  sert  de  diviseur. 

Donc  à  cette  dernière  division,  qu'on  devrait  réellement  faire, 
mais  qui  généralement  n'est  pas  possible  à  cause  des  réduc- 
tions entre  les  termes  semblables ,  on  peut  substituer  la  pre- 
s^ère  qui  l'est  toujours ,  et  qui  ^  de  plus ,  donne  le  même 
résultat. 

Ceci  fait ,  on  multiplie  tout  le  diviseur  par  ce  premier  terme 
du  quotient ,  et  le  produit  représente  la  partie  du  dividende  ^ 
qui  a  été  effectivement  divisée  par  le  diviseur ,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  remarquer  ;  on  soustrait  ensuite  ce  produit  du 
dividende, ce  qui  détruit  la  ligne  (i)  dans  notre  exemple, ou  soa 
analogue  dans  un  autre. 

Ensuite  on  regarde  le  reste  qui  se  compose  des  lignes  (^3) 
et  (3)  ,  comme  un  nouveau  produit ,  ayant  toujours  le  même 
multiplicande,  et  pour  multiplicateur,  le  précédent  moins  son 
premier  terme,  ensorte  qu'il  s'agit  encore ,  connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande,  de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  s'applique 
donc  ici ,  et  on  efî  conclut  qu'on  pourrait  se  dispenser  à^or-^ 
donner  »  en  prenant  à  chaque  nouvelle  division  ,  dans  le  di- 
vidende, le  terme  de  plus  haut  exposant  d'une  lettre  choisie 
une  fois  poi^r  toutes ,  et  le  divisant  par  le  terme  analogue  du 
diviseur. 

69.  Dans  l'exemple  sur  lequel  nous  avons  raisonné  ,  le  terme 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a ,  était  uni- 
que 5  mais  on  conçoit  qu'il  peut  s'en  rencontrer  plusieurs  de. 
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cette  espèce  ,  ce  qui  serait  arrivé  dans  la  division  précédente , 
«i  Ton  eût  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  b. 

Le  cas  analogue  sera  fourni  par  la  multiplication  de 

par, 77Mi*+7ia*+7Ji*a+  ïi*a 

çbma^+b^mœ'  +6^7na*  +¥mi^ (i) 

dontlepro-j6îia*+i*»û^  -|-&^7ia*  +Miui? (a) 

dùit  est   \        +tTO'a'^  -^m^a^+b^m^i^+b^i^ . . . .  ^(3) 
(        +&yi'a^  +3'yi°fl^  +yiiV  +MraV  .....  (4.; 

Nous  supposerons  d  abord  qu*on  ait  à  diviser  le  produit 
par  le  multiplicande. 

Danë  ce  cas ,  après  avoû:  ordonné  le  dividende  et  le  diviseur  , 
par  rapport  à  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a  ,  ce  qui 
donne  au  dividende  deux  termes  de  plus  haut  exposant^  on 
peut  commencer  indifféremment  la  division  par  Tun  ou  l'autre 
de  ces  deux  termes. 

En  effet ,  si  c'est 

bma^  1  qu'on  divise  J  ba^  l  on  aura  pour  J  ma^ 
bncf  }        par  1  ia*  J       quotient      1  na^ 

Aussi  Tordre  dans  lequel  se  présentent  ces  deux  termes  du  quo- 
tient doit-il  être  indifférent,  puisqu'ils  «jnt  de  même  exposant 
par  rapport  à  la  lettre  a. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  termes  trouvé ,  on  le  multiplie  par  le 
•diviseur,  ce  qui  donne  l'une  des  deux  lignes (i)  ou  (2)  ,  pni^ 
on  fait  la  soustraction ,  Ce  qui  efface  l'une  de  ces  deux  lignes. 
Cela  fait ,  on  trouve  le  terme  du  quotient  du  même  exposant 
en  a  que  le  précédent ,  en  divisant  l'autre  terme  de  même 
ordre  en  a  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur  :  on  multi-- 
plie  le  diviseur  par  ce  nouveau  tefme  ,  et  on  soustrait. 

Alors  l'opération  se  continue  comme  dans  l'exemple  pré*' 
cèdent. 

On  étendrait  aisément  ce  que  nous  venons  de  dire ,  an  cas 
où  les  termes  de  même  plus  haut  exposant ,  seraient  en  nombre 
quelconque  au  dividende  seulement. 
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Nous  supposeront  pour  second  cas ,  qu*on  prenne  le  multi- 
plicateur dans  l'exemple  ci-dessus  pour  diviseur  ;  et-  alors  It 
dividende  et  le  diviseur  offrent  plusieurs  termes  d*un  même 
plus  haut  exposant. 

On  peut  toujours ,  pour  plus  de  commodité  ^  ordonner  1» 
dividende  et  le  diviseur  :  ceci  fait ,  on  choisit  parmi  les  termes 
de  même  ordre  du  dividende  ,  celui  qui  est  exactemeni;  di- 
visible par  celui  qu'on  a  écrit  le  premier  au  diviseur;  on > 
plus  généralement  ^  dans  les  termes  de  premier  ordre  du 
dividende  et  du  diviseur^  on  en  prend  deux  qui  se  divisent 
exactement.  Ainsi ,  dans  notre  exemple  ^  on  divise 

La  raison  de  ce  procédé  est  que  ^  si  l'on  divisait  bma^'pzx  na^', 
on  aurait qui  ne  fait  pas  partie  du  multiplicande ,  et  qui 

« 

conséquemment  ne  doit  pas  être  Tun  des  termes  du  quotient. 
Ce  quotient  obtenu ,  on  le  multiplie  par  tout  le  diviseur,  puis 
on  fait  la  soustraction.  Mais  on  remarquera  qu'alors  on  efface . 
à4a-fois  les  deux  termes  du  même  plus  haut  exposant ,  plus 
les  deux  termes  bm^a^  et  bn^a^. 

Il  sera  facile ,  d'après    ce  que  nous  venons  de  dire ,  de 
terminer  l'opération. 

6o.  Il  reste  à  supposer  que  les  deux  facteurs  de  la  division  . 
renferment  plusieurs  termes  du  même  plus  haut  exposant.dt 
la  lettre  a,  comme  si  Ton  avait 

ba^ +ca^+Pd'+b^a 
à  multiplier  par. . . ,  ma* +na*+m*a+7i*a 

{bma^  +bm*a^+b^ma^''\'Mma}  - 

cma^  +C77i*a^-|-6^7ifl^  -^b^na? 
bna^  +i/iV               +b^m^a?+b^m*ct^      | 
cna^  +cn'a' ^bhi^a^  +b'n*a^ 

Le  multiplicande  étant  pris  pour  diviseur,  on  cherchera  parmi 
les  quatre  termes  d  un  même  plus  haut  exposant  dans  le  divi-^ 
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dende',  ceux  qui  sont  e^tactement  divisibles  par  celui  qu*on  a 
écrîtle  premier  au  diviseur  ;  on  divisera  alors  Tun  quelconque 
de  ceux-là  par  ce  terme  du  diviseur  ^  ce  qui  donnera  un  terme 
du  quotient  par  lequel  on  multipliera  le  diviseur^  et  la  soustrac- 
tion de  ce  produit  effacera  ceux^de^  termes  de  même  plus  haut 
exposant  du  dividende ,  qui  ^  divisés  par  le  même  terme  du 
diviseur  ^  donne&t  le  même  quotient. 

On  se  conduirait  d*une  manière  analogue  pour  trouver  le 
second  terme  du  quotient.  Il-  sera  facile  de  généraliser  ce  que 
nous  venons  de  dire. 

6i.  Tous  les  nombres^  dans  le  système  décimal ^  sontdh 
polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  de  lO^  ensorte  que 
:  k  formule  générale  qui  les  représente  ^  est 

etc.+i  (io)^  +  /0o)3+m(io)*  +  n(ioy+p(io)* 

^  p  étant  le  chiffre  des  unités ,  n  celui  des  dixaines ,  m  celui  des 
f  centaines  j  etc.  Pour  le  système  binaire ,  la  formule  précédente 
é  procéderait  suivant  les  puissances  de  s;  pour  le  système  ter- 
L  naire,  elle  procéderait  suivant  les  puissances  de  3 ,  et  généra- 
K  ralement  ^  elle  irait  suivant  les  puissances  successives  de  la  base 
yivL  système.  Les  polynômes  ,  lors  même  qu'on  les  a  ordonnés 

■  suivant  les  puissances  d'une  lettre ,  ne  représentent  plus  ce 
'  mode  de  formation  d'un  nombre  ;  ils  le  donnent  au  moyen  des 

■  Opérations  à  faire  sur  les  valeurs  numériques  des  lettres  dans 
;  tin  système  quelconque  de  numération ,  dont  la  base  n'est  plus 
■la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné;  car  alors  le  fac- 
teur de  cette  lettre  ,  dans  chacun  des  termes,  ne  devrait  être 
que  d'un  seul  chiffre.  Nous  avons  reconnu  ,  à  l'égard  de  ces  po- 

^  lynomes ,  qu'en  ordonnant ,  on  facilitait  la  division  qui  se  rédui- 
sait à  celle  du  terme  de  plus  haut  exposant  du  dividende  ,  par 
la  terme  analogue  du  diviseur  :  c'est  à  quoi  se  réduirait  aussi 
la  division  numérique ,  sans  les  retenues  qui  font  que  le  terme 
de  plus  haute  puissance  de  lo  au  produit,  n'est  plus  le  pro- 
duit des  termes  analogues  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, comme  il  arrive  en  Algèbre.  Lorsqu'on  aura  vu  le  cha- 
pitre des  fractions  littérales  ^  on  reviendra  sur  cette  division 
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plié  par  zéro ,  donne  pour  produit  zéro  qui  est  ici  le  dividende.' 
Cette  expression  o®  paraîtrait  donc  comporter  une  infinité  de 

yaleurs  numériques  ;   cependant  un  tel  résultat  -  peut  ^  dans 

plusieurs  cas,  admettre  une  valeur  Exe  et  déterminée.    C*est 

ainsi ,  par  exemple ,  que  la  fraction  — ^ ,  dansThypotlièse  de 

a=o   devient =-,    Mais,    si  d'abord  on  écrit   cette 

O  G 

fraction   sous   la  "  forme    /iCa"*""* ,    et    qu'on    pose    a  =  o  , 
on  trouve  qu'elle  devient  A  X  o"*"""  qui  est  o  pour  m  >  7t  ;  dans 

le  cas  de  m  <^7i,  ou  de  mr=7i^— d.on  a  (54)  — r  =  ■—  •  résultat 

^       o*        o 

que  nous  interprétons  plus  loin  :  enfin  pour  m  r=  n  ,  on  peut 

diviser  haut  et  bas  par  a"*,  et  la  fraction  se  réduit  à  K.  Nom 

rencontrerons  souvent,  par  la  suite  ,  ce  symbole  ~  j  et  nous  en 

prendrons  occasion  de  le  mieux  définir. 

58.  Ges  règles  posées  pour  la  division  des  monômes ,  nous 
passerons  de  suite  au  cas  de  deux  polynômes.  La  règle  pour 
opérer  cette  division  se  trouvera  dans  T énoncé  suivant  : 

On  ordonnera  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  au  plus 
haut  exposant  êHune  même  lettre  prise  à  volonté,  c'est-à-dire 
,  qu'on  écrira  pour  premier  terme ,  tant  au  dividende  quaudivi^ 
seur ,  celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre^ 
et  à  la  suite  tous  les  autres  termes  sous  -  ordonnés  par  rapport 
aux  exposons  successifs  de  la  même  lettre;  puis  divisant  le 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur ,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient  ;  ce  terme  trouvé  ,  on  le  Tnultipliera  par 
tous  ceux  du  diviseur ,  et  on  retranchera  le  produit  du  divi-^ 
dende.  Cette  première  opération  faite  ,  on  divisera  celui  des 
termes  du  dividende-reste ,  qui  a  le  plus  haut  exposant ,  par  le 
premier  terme  du  diviseur  y  et  on  obtiendra  le  second  terme  du, 
quotient.  On  continuera  à  procéder  de  la  même  manière. 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  de  cette  manière ,  sera 
lui-même  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cetl» 


1»*  A  t  G  é  B  R  E.  <  S7 

lettre.  Nous  donnerons  la  démonstration  de  cette  règle  snrdee 
exemples. 

Soit bai    H-  ^*<t*  4-  h^a»  H*  6^« 

à  maltipljer  par. . .    ma^  -h  m*a*  -^  m>a 

on  aura  poar      I  4^flj.a6^.A«;,».aS4.ftJw»«H-&4m>a» (a) 

prodbit  1^  -f^/n^aS  '^•^•jn^aH^iin'a'-f^im'a'CS) 

On  remarquera  y  i®  que  ,  dans  ce  produit ,  il  se  trouye  un 
terme  qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a. 

q\  Que  ce  terme  résulte  du  terme  analogue  du  multipli- 
cande par  le  terme  analogue  du  multiplicateur  (^). 

On  tire  de  là  cette  eonclusion  :  si  après  aroir  écrit  pour 
premier  terme  ,  tant  au  dividende  qu'au  diviseur  ,  celui  qui 
renferme  le  plus  haut  exposant  d'une  lettre  qui  est  a  dans 
Texemple  proposé  ,  on  divise  Tun  par  l'autre,  le  résultat  est  le 
terme  du  quotient  ^  qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 
de  la  même  lettre. 

Ainsi ,  dans  notre  exemple ,  le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende  ^  et  ie  multiplicande  comme  un  diviseur,  on  di- 
visera bma^  par  ba^  ^  ce  qui  donnera  nuâ ,  premier  terme  du 
quotient. 

Si  dans  un  dividende  proposé  on  distinguait ,  comme  ici , 
les  produits  partiels  numérotés  (i)  ,  (a)  et  (3)  ,  il  y  aurait  plu- 
sieurs manières  d'obtenir  le  premier  terme  du  quotient. 

fl***  f     en       \  b*m^    \  )  b^a^  f      ce  qui     1  ma? 

3®.  ^divisant  j  Pma^  (^     j  i^a*  f  donnerait  1  ma? 
4®.  )  ^  ¥mja^  J        \    b^aj  \  mu^ 

■  «  ^^  ^  ^ 

ou  enfin  comme  le  produit  partiel  numéroté  (i)  est,  en  ne  fai- 
sant que  rindiquer , 

(Jbcà  +  b^'a?  +  i  V  4-  Ma  )  mo^ . 

on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient,  en 

t 

{*)  J'entends  par  termes  analogues ,   ceux  qui  renferment  la  plus  hante 
puissance  de  la  même  lettre  a. 
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ATisantCie^+J^a^+tV+ft^a)  mfl?  par  6a<4-6*a»+6V4-Mtf  : 
car  ce  dernier  polynôme  étant  facteur  commun  â^  dividende 

3 

.  «t  au  diviseur ,  on  Teffacerait,  et  il  viendrait ou  mc^. 

I  '  '  *i 

Il  est  donc  démontré  que  pour  obtenir  le  premier  terme 
Au  quotient ,  il  suffit  de  diviser ,  Tun  par  Tautre ,  les  termes  du 
dividende  et  du  diviseur,  qui  renferment  la  plus  haute  puissance 
d'une  même  lettre. 

D'où  l'on  peut  conclure  encore  que  la  division  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à  celle  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (i) 
par  le  multiplicande  qui  sert  de  diviseur. 

Donc  à  cette  dernière  division,  qu'on  devrait  réellement  faire, 
mais  qui  généralement  n'est  pas  possible  à  cause  des  réduc- 
tions entre  les  termes  semblables ,  on  peut  substituer  U  pre* 
«nière  qui  l'est  toujours ,  et  qui ,  de  plus ,  donne  le  même 
résultat. 

Ceci  fait,  on  multiplie  tout  le  diviseur  par  ce  premier  terme 
du  quotient ,  et  le  produit  représente  la  partie  du  dividende  , 
qui  a  été  effectivement  divisée  par  le  diviseur  ,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  remarquer  ;  on  soustrait  ensuite  ce  produit  du 
dividende, ce  qui  détruit  la  ligne  (i)  dans  notre  exemple, on  soa 
analogue  dans  un  autre. 

Ensuite  an  regarde  le  reste  qui  se  compose  des  lignes  (a): 
et  (3)  ,  comme  un  nouveau  produit ,  ayant  toujours  le  même 
multiplicande,  et  pour  multiplicateur,  le  précédent  moins  son 
premier  terme,  ensorte  qu'il  s'agit  encore,  connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande,  de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  s'appliqua 
donc  ici ,  et  on  eiî  conclut  qu'on  pourrait  se  dispenser  d'or- 
donner  ^  en  prenant  à  chaque  nouvelle  division  ,  dans  le  di- 
vidende, le  terme  de  plus  haut  exposant  d'une  lettre  choisie 
une  fois  pour  toutes  ,  et  le  divisant  par  le  terme  analogue  du 
diviseur. 

59.  Dans  l'exemple  sur  lequel  nous  avons  raisonné  ,  le  terme 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a ,  était  uni- 
que ^  mais  on  conçoit  qu'il  peut  s'en  rencontrer  plusieurs  de. 
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cette  espèce  ,  ce  qui  serait  arrivé  dans  la  division  précédeate , 
*«  Von  eût  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  fr. 

Le  cas  analogue  sera  fourni  par  la  multiplication  de 

par,  •...•..  ma^+na*+m*a+  n*a 

rbma^-^-b^mcfi  -+-^^1110^  +b^mi^ (i) 

dontlepro- j6na*+i*na*  4-^'Wï*  '^-b^ncf (a) 

doit  est   ^        4-6în*a*  -|-6*jji»a*4-ft^m*a5+Mm*à». ...  ^(3) 
(        +bn*a^  +3^yi°fl^  +^yiV  4^yt*a«  ,  _    ,  (^^ 

Nous  supposerons  d'abord  qu*on  ait  à  diviser  le  produit 
par  le  multiplicande. 

Dans  ce  cas,  après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le  diviseur , 
par  rapport  à  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a  ,  ce  qui 
donne  au  dividende  deux  termes  de  plus  haut  exposant,  on 
peut  commencer  indifféremment  la  division  par  Tun  ou  l'autr» 
de  ces  deux  termes. 

En  effet ,  si  c'est 

bma^  1  qu'on  divise  J  ba^  i  on  aura  pour  £  ma^ 
bna^  3        par  l  ba^  3       quotient      \  na* 

Aussi  Tordre  dans  lequel  se  présentent  ces  deux  termes  du  qup* 
tient  doit-il  être  indifférent,  puisqu'ils  ^nt  de  même  exposant 
par  rapport  à  la  lettre  a. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  termes  trouvé ,  on  le  multiplie  par  le 
diviseur,  ce  qui  donne  Tune  des  deux  lignes (i)  ou  (2)  ,  pui^ 
on  fait  la  soustraction ,  ce  qui  efface  l'une  de  ces  deux  lignes. 

Cela  fait ,  on  trouve  le  terme  du  quotient  du  même  exposant 
en  a  que  le  précédent ,  en  divisant  l'autre  terme  de  même 
ordre  en  a  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur  :  on  multi- 
plie le  diviseur  par  ce  nouveau  tefme  ,  et  on  soustrait. 

Alors  l'opération  se  continue  comme  dans  l'exemple  pré^^ 
cèdent. 

On  étendrait  aisément  ce  que  nous  venons  de  dire ,  an  cas 
où  les  termes  de  même  plus  haut  exposant ,  seraient  en  nombre 
quelconque  au  dividende  seulement. 
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plié  par  zéro ,  donne  pour  produit  zéro  qui  est  ici  le  diyidencfe; 
Cette  expression  o®  paraîtrait  donc  comporter  une  infinité  de 

yaleurs  numériques  ;   cependant  un  tel  résultat  -  peut^  dans 

plusieurs  cas,  admettre  une  valeur  fixe  et  déterminée.    C'est 

ainsi ,  par  exemple ,  que  la  fraction  — ^ ,  dansThypotlièse  de 

a=o, devient =-,    Mais,    si  d'abord  on  écrit   cette 

,  GO 

fraction    sous   la  '  forme    /iCa"*""* ,    et    qu'on     pose    a  =  o  , 
on  trouve  qu'elle  devient  A  X  o"*"""  qui  est  o  pour  m  >  7t  ;  dans 

le  cas  de  m  <^7i,  ou  de  7nr=7i'— rf.on  a  (54)  — r  =  ■—  »  résultat 

^     '^  o*        o       . 

que  nous  interprétons  plus  loin  :  enfin  pour  m  r=  n  ,  on  peut 

diviser  haut  et  bas  par  a"*,  et  la  fraction  se  réduit  à  K,  Nom 

o 
rencontrerons  souvent,  par  la  suite  ,  ce  symbole  -  i  et  nous  en 

prendrons  occasion  de  le  mieux  définir. 

58.  Ces  règles  posées  pour  la  division  des  monômes ,  nous 
passerons  de  suite  au  cas  de  deux  polynômes.  La  règle  pont 
opérer  cette  division  se  trouvera  dans  Ténoncé  suivant  : 

On  ordonnera  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  au  plus 
haut  exposant  d^une  même  lettre  prise  à  volonté,  c'est-à-dire 
^  qu'on  écrira  pour  premier  terme ,  tant  au  dividende  quaudivi^ 
seur ,  celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre^ 
et  à  la  suite  tous  les  autres  termes  sous  -  ordonnés  par  rapport 
aux  exposons  successifs  de  la  même  lettre;  puis  divisant  le 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient  ;  ce  terme  trouvé  ,  on  le  multipliera  par 
tous  ceux  du  diviseur ,  et  on  retranchera  le  produit  du  divi-- 
dende.  Cette  première  opération  faite  ,  on  divisera  celui  des 
termes  du  dividende-reste ,  qui  a  le  plus  haut  exposant ,  par  le 
premier  terme  du  diviseur ,  et  on  obtiendra  le  second  terme  du 
quotient.  On  continuera  à  procéder  de  la  même  manière. 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  de  cette  manière ,  sera 
lui-même  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cett» 


1»*  A  t  G  é  B  R  E.  <  %j 

lettre.  Nous  donnerons  la  démonstration  de  cette  règle  snrdee 
exemples. 

Soit hai    H-  h^o>  -f  &'a»  H*  6^« 

à  maltipljer  par. . .    ira'  -f>  m*a*  -4-  m>a 

on  aura  poar      I  ^m^a^-^htm^a^^^m^a^^^^m^a} (a) 

prodbit  1^  -f^/n^aS  '4.6*m)aH^)in)a)-f^4m'a*(3) 

On  remarquera ,  i®  que  ,  dans  ce  produit ,  il  se  trouya  un 
terme  qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a* 

â®»  Que  ce  terme  résulte  du  terme  analogue  du  multipli- 
cande par  le  terme  analogue  du  multiplicateur  (^). 

On  tire  de  là  cette  eonclusion  :  si  après  aroir  écrit  pour 
premier  tefme  ^  tant  au  dividende  qu'au  diviseur  ,  celui  qui 
renferme  le  plus  haut  exposant  d'une  lettre  qui  est  a  dans 
Texemple  proposé  /on  divise  Tun  par  l'autre,  le  résultat  est  le  •• 
terme  du  quotient  ^  qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 
de  la  même  lettre. 

Ainsi ,  dans  notre  exemple ,  le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende  ^  et  ie  multiplicande  comme  un  diviseur,  on  di- 
visera hmcû  par  haf'  «  ce  qui  donnera  rru^ ,  premier  terme  du 
quotient. 

Si  dans  un  dividende  proposé  on  distinguait ,  comme  ici , 
les  produits  partiels  numérotés  (i)  ,  (a)  et  (3)  ,  il  y  aurait  plu- 
sieurs manières  d'obtenir  le  premier  terme  du  quotient. 

q!^'  f     en       I  b*m^    \  )  b^a^  f      ce  qui     |  ma? 

3®.  fdivisant  j  Pma'^  ^  ^     j  fr"'a*  C  donnerait  j  ma? 
4®.  )  ^  ¥mja^  J        \    b^aj  \  ma? 

ou  enfin  comme  le  produit  partiel  numéroté  (i)  est,  en  ne  fai- 
sant que  Findiquer , 

(ia^  +  A  V  +  i  V  4-  Ma  )  mo^ . 

on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient,  en 

(*)  J'entends  par  termes  analogues ,   ceux  qui  renferment  la  plus  hante 
puissance  de  la  même  lettre  a. 
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ATisantCie^+J^o'+fcV+i^a)  ma?  par  ia<4^*a»+iV4*^: 
car  ce  dernier  polynôme  étant  facteur  commun  â^  dividende 

.  et  au  diviseur ,  on  l'effacerait,  et  il  viendrait ou  mcî^. 

Il  est  donc  démontré  que  pour  obtenir  le  premier  terme 
«du  quotient ,  il  tuQit  de  diviser ,  Vun  par  Tautre ,  les  termes  da 
dividende  et  du  diviseur,  qui  renferment  la  plus  haute  puissance 
d'une  même  lettre. 

D'où  Ton  peut  conclure  encore  que  la  division  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à  celle  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (i) 
par  le  multiplicande  qui  sert  de  diviseur. 

Donc  à  cette  dernière  division,  qu'on  devrait  réellement  faire, 
mais  qui  généralement  n'est  pas  possible  à  cause  des  réduc* 
tions  entre  les  termes  semblables  ,  on  peut  substituer  la  pre« 
«nière  qui  l'est  toujours ,  et  qui ,  de  plus ,  donne  le  même 
résultat. 

Ceci  fait,  on  multiplie  tout  le  diviseur  par  ce  premier  terme 
du  quotient ,  et  le  produit  représente  la  partie  du  dividende  » 
qui  a  été  efFectivement  divisée  par  le  diviseur ,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  remarquer  ;  on  soustrait  ensuite  ce  produit  du 
dividende, ce  qui  détruit  la  ligne  (i)  dans  notre  exemple, on  son 
analogue  dans  un  autre. 

Ensuite  an  regarde  le  reste  qui  se  compose  des  lignes  (a) 
et  (3)  ,  comme  un  nouveau  produit ,  ajant  toujours  le  même 
multiplicande,  et  pour  multiplicateur,  le  précédent  moins  son 
premier  terme ,  ensorte  qu'il  s'agit  encore ,  connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande,  de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  s'applique 
donc  ici ,  et  on  efî  conclut  qu'on  pourrait  se  dispenser  d'or- 
donner ,  en  prenant  à  chaque  nouvelle  division  ,  dans  le  di- 
vidende, le  terme  de  plus  haut  exposant  d'une  lettre  choisie 
une  fois  pour  toutes ,  et  le  divisant  par  le  terme  analogue  du 
diviseur. 

59.  Dans  l'exemple  sur  lequel  nous  avons  raisonné  ,  le  terme 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a ,  était  uni- 
que j  mais  on  conçoit  qu'il  peut  s'en  rencontrer  plusieurs  de. 
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cette  espèce  ,  ce  qui  serait  arrivé  dans  la  division  précédeate , 
*«  Von  eût  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  b. 

Le  cas  analogue  sera  fourni  par  la  multiplication  de 

par,  •...*.•  ma*+na^+m*a+  n*a 

rbma^+b^nur'  +bi^ma^  +b^mt^ (i> 

dontlepro- jiiia*+i*7ia*  ■4-&^na*  '\'¥n£f  . . . , (a) 

duit  est   \        4-6TO*a*  +6*jji»a^4-A^m*a5+A4mV. ...  ^(3) 
(        +bn*a^  '+h^n!'a^  +b^n'a?  +b^n^a*  .....  (4> 

Nous  supposerons  d'abord  qu*on  ait  à  diviser  le  produit 
par  le  multiplicande. 

Dans  ce  cas,  après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le  diviseur  , 
par  rapport  à  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a  ,  ce  qui 
donne  au  dividende  deux  termes  de  plus  haut  exposant,  on 
peut  commencer  indifféremment  la  division  par  Tun  ou  Tautr» 
de  ces  deux  termes. 

En  effet ,  si  c'est    ' 

bmxâ  1  qu*on  divise  J  ba^  l  on  aura  pour  f  /na' 
bna^  j        par  l  ba^  j       quotient      \  na* 

Aussi  Tordre  dans  lequel  se  présentent  ces  deux  termes  du  qup* 
tient  doit-il  être  indifférent,  puisqu'ils  ^nt  de  même  exposant 
par  rapport  à  la  lettre  a. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  termes  trouvé ,  on  le  multiplie  par  le 
"diviseur,  ce  qui  donne  l'une  des  deux  lignes (i)  ou  (2)  ,  pui^ 
on  fait  la  soustraction ,  ce  qui  efface  l'une  de  ces  deux  lignes. 

Cela  fait ,  on  trouve  le  terme  du  quotient  du  même  exposant 
en  a  que  le  précédent ,  en  divisant  l'autre  terme  de  même 
ordre  en  a  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur  :  on  multi- 
plie le  diviseur  par  ce  nouveau  tefme  ,  et  on  soustrait. 

Alors  l'opération  se  continue  comme  dans  l'exemple  pré^^ 
cèdent. 

On  étendrait  aisément  ce  que  nous  venons  de  dire ,  an  cas 
où  les  termes  de  même  plus  haut  exposant ,  seraient  en  nombre 
quelconque  au  dividende  seulement. 
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plié  par  zéro ,  donne  pour  produit  zéro  qui  est  ici  le  diTidencb; 
Cette  expression  o®  paraîtrait  donc  comporter  une  infinité  de 

yaleurs  numériques  ;   cependant  un  tel  résultat  -  peut^  dans 

plusieurs  cas,  admettre  une  valeur  Exe  et  déterminée.    C'est 

ainsi ,  par  exemple ,  que  la  fraction  — ^ ,  dansThypotlièse  de 

a=o, devient =-,    Mais,    si  d'abord  on  écrit   cette 

/  O  G 

fraction   sous   la  *  forme    Kà^^ ,    et    qu'on    pose    a  =  o  , 
on  trouve  qu'elle  devient  A  X  o"*""  qui  est  o  pour  m  >  n  ;  dans 

le  cas  de  m  <^/i,  ou  de  m=7i^— d.on  a  (54)  — r  =  ■—  •  résultat 

'  ^     '^  o*        o       . 

que  nous  interprétons  plus  loin  :  enEn  pour  m  r=  n  ^  on  peut 

diviser  haut  et  bas  par  a"*,  et  la  fraction  se  réduit  k  K,  New 

o 
rencontrerons  souvent,  par  la  suite  ,  ce  symbole  -,  et  nous  ei 

prendrons  occasion  de  le  mieux  dé&nir. 

58.  Ces  règles  posées  pour  la  division  des  monômes ,  nous 
passerons  de  suite  au  cas  de  deux  polynômes.  La  règle  pour 
opérer  cette  division  se  trouvera  dans  Ténoncé  suivant  : 

On  ordonnera  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  au  plus 
haut  exposant  d^une  même  lettre  prise  à  volonté,  c'est-à-dire 
^  qu'on  écrira  pour  premier  terme ,  tant  au  dividende  quaudivi* 
seur ,  celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre^ 
et  à  la  suite  tous  les  autres  termes  sous  -  ordonnés  par  report 
aux  exposons  successifs  de  la  même  lettre;  puis  divisant  U 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient  ;  ce  terme  trouvé  ,  on  le  multipliera  par 
tous  ceux  du  diviseur ,  et  on  retranchera  le  produit  du  divi- 
dende. Cette  première  opération  faite  ,  on  divisera  celui  des 
termes  du  dividende-reste ,  qui  a  le  plus  haut  exposant ,  par  le 
premier  terme  du  diviseur ,  et  on  obtiendra  le  second  terme  du 
quotient.  On  continuera  d  procéder  de  la  même  manière. 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  de  cette  manière  ,  sera 
lui-même  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cettt 


I 
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lettre.  Nous  donnerons  la  démonstration  de  cette  règle  tardée 
exemples. 

Soit bai    H-  ^*<t*  4-  h^a»  H*  6^« 

^  mnltiplier  par, . .    ma^  •+.  m»a«  -I-  m*a 


on  aura  pour      I  ^m»a^'i-h*m»ai-hh^m*aH^^m*a^ (a> 

prodbit  1^  -f^/n^a»  -H&S}n)aH^»in)â)-f^4m'a>(3) 

On  remarquera ,  i®  que  ,  dans  ce  produit  »  il  se  trouya  un 
terme  qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a» 

a\  Que  ce  t^rme  résulte  du  terme  analogue  du  multipli- 
eande  par  le  terme  analogue  du  multiplicateur  (^). 

On  tire  de  là  cette  eonclusion  :  si  après  aroir  écrit  pour 

^    premier  tefme  ,  tant  au  dividende  qu'au  diviseur ,  celui  qui 

renferme  le  plus  haut  exposant  d'une  lettre  qui  est  a  dans 

.   Texemple  proposé  ,  on  divise  l'un  par  l'autre,  le  résultat  est  le   •■ 

terme  du  quotient  ^  qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 

de  la  même  lettre. 

Ainsi ,  dans  notre  exemple ,  le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende  ,  et  le  multiplicande  comme  un  diviseur,  on  di- 
visera bma7  par  ba^ ,  ce  qui  donnera  ma? ,  premier  terme  du 
quotient. 

Si  dans  un  dividende  proposé  on  distinguait ,  comme  ici , 
les  produits  partiels  numérotés  (i)  ,  (a)  et  (3)  ,  il  y  aurait  plu- 
sieurs manières  d'obtenir  le  premier  terme  du  quotient. 

1®.  \  r  bma?  ^         C  *^   1  Cmcfi 


ar-  %  en  f  b^mr  \  i  ô'a'  f  ce  qui  1  ma 
3**.  ^divisant  \  Pma^  ^  ^  j  b^a*  C  donnerait  \  ma^ 
4*».)  Ci^/naO         (    b^aj  {ma? 

ou  enfin  comme  le  produit  partiel  numéroté  (i)  est,  en  ne  fai- 
sant que  l'indiquer , 

on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient,  en 

(*)  J'entends  par  termes  analogues ,   ceux  qui  renferment  la  plus  hante 
puissance  de  la  même  lettre  a. 


\ 
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divisant  (Je*+i»a'+63a*+6^a)  ma?  par  ba^+b*(f+bW+b*a\ 
car  ce  dernier  polynôme  étant  facteur  commun  â^  dividende 

.  et  au  diviseur ,  on  l'effacerait,  et  il  viendrait ou  ma^. 

II  est  donc  démontré  que  pour  obtenir  le  premier  terme 
du  quotient  ^  il  suffit  de  diviser ,  Vun  par  Tautre ,  les  termes  da 
dividende  et  du  diviseur,  qui  renferment  la  plus  haute  puissance 
d'une  même  lettre. 

D'où  l'on  peut  conclure  encore  que  la  division  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à  celle  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (i) 
par  le  multiplicande  qui  sert  de  diviseur. 

Donc  à  cette  dernière  division,  qu'on  devrait  réellement  fair«, 
mais  qui  généralement  n'est  pas  possible  à  cause  des  réduc* 
tions  entre  les  termes  semblables ,  on  peut  substituer  U  pre« 
«nière  qui  l'est  toujours ,  et  qui ,  de  plus ,  donne  le  mémt 
résultat. 

Ceci  fait,  on  multiplie  tout  le  diviseur  par  ce  premier  terme 
du  quotient ,  et  le  produit  représente  la  partie  du  dividende , 
qui  a  été  effectivement  divisée  par  le  diviseur ,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  remarquer  ;  on  soustrait  ensuite  ce  produit  du 
dividende, ce  qui  détruit  la  ligne  (i)  dans  notre  exemple, on  soa 
analogue  dans  un  autre. 

Ensuite  on  regarde  le  reste  qui  se  compose  des  lignes  (a) 
et  (3)  ,  comme  un  nouveau  produit ,  ayant  toujours  le  même 
multiplicande,  et  pour  multiplicateur,  le  précédent  moins  son 
premier  terme ,  ensorte  qu'il  s'agit  encore ,  connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande,  de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  s'applique 
donc  ici ,  et  on  efî  conclut  qu'on  pourrait  se  dispenser  d' or- 
donner j  en  prenant  à  chaque  nouvelle  division  ,  dans  le  di- 
vidende, le  terme  de  plus  haut  exposant  d'une  lettre  choisis 
uiie  fois  pour  toutes  ,  et  le  divisant  par  le  terme  analogue  da 
diviseur. 

59.  Dans  l'exemple  sur  lequel  nous  avons  raisonné  ,  le  terme' 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a ,  était  uni- 
que 5  mais  on  conçoit  qu'il  peut  s'en  rencontrer  plusieurs  de  - 
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et  on  tronyera  J  i*  la  différence  *  additive  ;  a^  nulle  ;  5*  totit-. 
tractive;  ce  qai  est  en  tout  l'inverse  de  ce  qui  arrive  ^  lorsque 
7n  s'ajoute. 

I>*oà  Ton  conclut  que  loTsqu*on  diminué  les  deux  termes 
d*une  fraction,  d'un  même  nombre  plus  petit  que  le  dénomma^ 
teur,  sa  valeur  augmente  si  la  fraction  vaut  plus  d^une  unité  ; 
die  ne  change  pas  si  lafarction  vaut  un  entier  ;  elle  diminua 
si  elle  est  une  fraction  vraie. 
Soit  en  second  lieu 

6=maveca>4,  a=ft;tf<ft; 

et  nous  aurons  d*abord  b^nm  avec  a^  b ,  auquel  cas 

K  û — b        a'^b 

<^  =  1X— — =— — , 

o  o 

ensorte  que  si  az=:3,  i=a^  on  tombe   sur   ce    résultat 

singulier  J"  r=  -  ,  que  nous  avons  déjà  rencontré  ($7) ,  et  dont 

nous  donnerons  la  signification  (chap.  7). 
Si  Von  prend  bz=im  avec  a  r=  & ,  on  trouve 

o       o 

t 

symbole  déjà  trouvé  (67) ,  et  qui  est  ici  celui  de  l'indétermi- 
nation. 

En  prenant  b:=:m  avec  a<  i  ,  et  faisant,  par  exemple, 
a=  a ,  b=  5,  on  trouve 

î.  résultat  qui  est  le  même  au  signe  près ,  que  celui  que  nous 
\    avons  rencontré  plus  haut. 

ç  Pour  terminer  cette  discussion ,  il  resterait  à  examiner  !• 
^  cas  de  h  <lm  pris  avec  a^b ,  a:=::b,  a<^b ,  ce  que  nOus 
;  laisserons  à  faire  à  Télève. 

) 

\ 
I 

I 

f 


/ 


I 

1 
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CHAPITRE    VI. 

Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 

des  nombres. 

78.  ts^UOlQUE  ce  procédé  ait  été  démontré  (Arith.)  ,  cepen- 
dant nous  croyons  devoir  l'exposer  ici ,  fn  l'étendant  au  cas  de 
plusieurs  nombres ,  et  en.  partant  de  principes  qui  comiennent 
également  aux  polynômes,  comme  on  le  verra  (chap.  aS»).       1 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  un 
nombre  quelconque  de  nombres  A,  B ,  C,  etc.,  il  suiBt  de 
savoir  lé  trouver  entre  deux  nombres.  A  cet  effet,  on  cherchera 
4*abord  le  plus  grand  commun  diviseur  D  entre  les  nombres  A 
et  B ,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  D^  entre  £>  et  C ,  et 
ainsi  de  suite,  et  enfih  ce  dernier  plus  grand  commun  dîvisetir 
sera  celui  qu*on  demande.  Soient ,  pour  le  démontrer^  trok 
nombres  A,  B  y,C  :  on  aura 

(A=imDA  ÇA  =  mrD\ 

metn  sont  nécessairement  des  nombres  premiers  entre  eux  (*), 
autrement  D  ne  serait  p^s  le  plus  grand  commun  diviseur  ; 
entre  A  et  B  \  il  doit  en  être  de  même  des  nombres  r  et  ^ , 
pour  que  D'  soit  le  plus. grand  commun  diviseur  entre  D  et  C 
Or  ri/,  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  B ,  ne  pourrait 
Tétre  entre  A ,  B  et  C  qu'autant  que  r  serait  égal  à  9 ,  ou  serait 
un  facteur  de  q  :  mais  ret  q  étant  des  nombres  premiers  entre 
eux,  £)' reste  plus  grand  diviseur  commun  entre  A^  B  et  C 

79.  Comme  la  question  de  trouver  le  plus  grand  commun 

(*)  Voyez  (Aiith.)  la  délùûtion  d'an  nombre  premier  ^1  celle  des  nombre» 
premiers  entre  eux. 
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diviseur  entre  deux  nombres  A  et  j^^revlkntà  celle  de  réduire  une 

A 
f/'action  -^  à  sa  plus  simple  expression ,  puisqu'en  divisant  A 

et  B  par  ce  plus  grand  commun  diviseur ,  on  a  les  deux  plut 
petits  quotiens  possibles  ^  nous  poserons  ce  dernier  énoncé  ^  en 
supposant  A  ;^  B. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  B^  ne  peut  excé* 
4er  B  \  il  peut  être  B  lui-même  ,  ce  quon  reconnaîtra  en  faisant 
la  division  qui  donne 

A          ,  K  . 

-B^'i-^-B ^'^ 

q  étant  le  quotient  en  nombre  entier,  et  K  le  reste ,  si  la  di- 

A 

vision  ne  se  fait  pas  exactement.  La  fraction  -^  ne  peut  se 

/?  B 

réduire  sans  que  la  fraction-^ ou  son  inverse-^ se  réduise  ,  puii- 

D  ri 

que  q  est  un  nombre  entier  toujours  irréductible;  or^  étant 
^R,le  nombre  qui  doit  réduire-^  ,  ne  peut  excéder /{ ;  il  peut 
être  R  lui-même ,  ce  qu'on  reconnaîtra  par  la  division  qui  donne 

^'  étant  le  quotient  en  nombre  entier  ,  ^t  R  \e  reste  <C  ^  J 

B  B' 

on  dira  encore  que  la  réduction  de -^  dépend  de  celle  de  ^, 

ou  de  son  inverse-^,  parce  que  q^  est  un  nombre  irréductible  ; 

ensorte  que  continuant  de  cette  manière ,  on  aura  les  décom- 
positions  suivantes: 

^/=9"'+g7 (3)  » 

f^—9  +^ (4;» 

etc. 

On  voit  bien  clairement  ici  que  le  nombre  qui  doit  réduire  -^ 

If 

est  celui  qui  doit  réduire  -ït  ou  ^,  qui  doit  réduire  -5-  ou  ^7  , 

Si         li  li  si 
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qn*on  appelle  jmcùons  continuas  (  Arith.  lec.  ).  Ainn  t 
fraction  ordinaire;  réductible  où  non^  est  convertible  en 
fraction  continue  qui  «era  toujours  terminée ,  puisque  la  2 
des  divisions  à  faire  pour  trouver  le  plus  grand  commun  è 
•eur,  s'arrête  dans  tous  les  cas. 

Prenons  pour  exemple  la  fraction  ôf^-*;  eu  opérant 

elle ,  comiiie  si  on  en  -voulait  trouver  le  plus  grand  comi 
diviseur ,  on  fera  cette  suite  de  divisions 

5iaj5i[i6[i5[  1 
1  UlTli  |i5  • 

on  aura  donc ,  en  observant  qu'ici  le  numérateur  est  | 
petit  que  le  dénbniinatenr  »  et  qu'ainsi  le  premier  quoti 

•  *•...»■ 

86400 '—^ 


»     -) 


44 


74 


H— '- 


3  + 


14 


16-f 


i  + 


14 


i5* 

Le  proUème  inverse  du  précédent  consiste  dans  le  reti 
de  là  fraction  continue  à  la  fraction  ordinaire  qui  loi  a  doi 
naùsaance.  Soit  doi^c  la  fraction  continue 


»4 


34 


34^ 


,     1 


on  aura  cette  suite  de  fractions  égales 


1+- 


a-t- 


3+-i- 


D* 

A  L 
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1 

1 

1  + 

i 

m 

l. 

1  +  - 

s 

1 

+3i 

47 


,    3i      loa  . 
i4 

se  qu'on  p«ut  yérifier  en  réduisant  la  fraction  -^—  «n  firao^ 
^  ^  10a 

ion  continue  par  le  procédé  que  nous.yenons  d'enseigner. 

85.  Nous  reviendrons  dans  la  seconde  section ,  sur  la  théorie 
les  fractions  continues  ,  que  nous  traiterons  ay^c  toute  Téten- 
Ine  qu'exige  son  importance. 

i  86.  On  a  été  conduit  au  procédé  que  nous  venons  d*exposer 
pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nom- 
bres ,  par  l'opération  gr^faique  pour  trouver  la  commune  me- 
Bure  entre  deux  lignes  y  lorsqu'elles  sont  commenëmrables. 
Si  on  a  deux  lignes  A  tt  B  dont  B  soit  la  plut  petite ,  on 
biesure  A  avec  B  y  ce  qui  donne  un  reste  R ,  puis  on  mesure 
Bavec  R',  et  en  supposant  un  reste  R,  on  porte  R'  sur  Fi ^ 
Kt  si  R  contient  exactement  R^^  alors  R^  est  la  commune  me- 
sure exacte  des  deux  lignes  A  et  B  :  car  d'abord  Hf  mesure 
exactement  nR  -^  R'  =z  B ,  n  indiquant  Te  nombre  de  fois 
{ne  R  est  exactement  contenu  dans  B  ;  donc  il  mesure  auséi 
^B  -^  Rz=z  Ay  ri  désignant  le  rapport  en  nombre  rond  entre 
^  et  B.  On  apperçoit  facilement  ici  que  /^nest  la  plus  grande 
l^cmmune  mesure  entre  AeX.  B^ 

Mais  si ,  au  lieu  de  porter  le  premier  reste  sur  B  ,  le  second 
■^«ste  sur  le  premier  et  ainsi  de  suite ,  on  mesure  tous  les 
testes  siir  la  ligne  A  qn'on  suppose  =  1,  en  portant  R  sur  A,  le 
t^remier  reste  sur  A ,  le  second  reste  sur>^,  et  prenant  toujours 
^n  quotient  plus  grand  d'une  unité  que  le  véritable ,  ce  qui 
loone  des  restes  négatifs  ^  on  aura^  en  désignant  ces  restes 
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par  R,  R' ,  ZT,  R",  etc.  et  les  quotiens  successifs  par  ^,  ^', 
9^»  fl**,  etc.  cette  suite  d'égalités 

i—qB—R,  1  =(fR—R\  1  rziq'fl'  — «•,  etc. 

Ajoutant  jR  aux  deux  membres  de  la  première  égalité  »  et  di?i* 
sant  par  cj ,  aux  deux  membres  de»la  seconde  R^  et  divisant 
par  ^^  aux  deux  membres  de  la  troisième  R"*  et  divisant  par  4'» 
on  aura  celles-ci: 

i  +  R     „_i+R'     „._!+/ 


^= 


,  etc. 


Substituant  dans  la  première  pour  R  sa  valeur  prise  dansh 
seconde  ,  dans  le  résultat  pour  R^  sa  valeur  donnée    par 
troisième^  et  ainsi  do  suite  ^  on  aura    cette    transfo; 
de  ^ 


9      99 


:^  + 


+  etc. 


•». 


î 


>^ 


99  9"   ■  99'9''9 
Cette  suite  de  termes  ne  s'àiiïêtera  pas  si  ^  et  B  n'ont  aa< 
' commune  mesure^  ou  plutôt  si  B  n'a  pas  de  commune 
avec  Ttanité,  auquel  cas  ce  nombre  est  dit  irrationnel  ou  i 
mensurable. 

Supposons  9  par  exemple  ^  que  ,  pour  un  certain  nombre  J^ 
on  ait  trouvé  q  z=z  i  ^q'  =:  2,  q"z=5,  q^^=z  4 ,  etc.  ,  ces  qopf _. 
tiens  étant   la  suite  naturelle  des  nombres  ^  indéfiniment  pc||^ 
longée  ;  on  aura 

i.a      1.2.0      1 .a. 3. 4 
Ajoutant  1  de  part  et  d'autre  ^  on  trouvera 


i+^  =  iH4i  4 


+  — -^  + 


4- etc. 


i.a   ■    i.a.3       i.a.3.4.\ 
Cette   série    représente  la  base  des  logarithmes  neperiens'i 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  seconde  partie  de  ce  Traité, 
comoiençans^  pourront  omettre  ce  dernier  numéro. 


CHAPITRE  VI 


y 
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V 

CHAPITRE  VIL 

De  la  résolution  des  Quotiens  en  suites  infinies: 

S7.  W  OUS  ayons  assigné  (6a  )  le  caractère  auquel  on  re- 
connaissait qu'une  division  algébrique  était  terminée  ,  ou  ^ 
c:e  qui  revient  au  même ,  qu'on  avait  obtenu  la  partie  en- 
tière du  quotient.  Alors  ce  dividende-reste  n'est  plus  divi- 
È*ble  par  le  diviseur ,  et  le  quotient  ne  peut  être  qu'indiqué. 
l*est  ainsi  ^  par  exemple  »  que  si  l'on  doit  diviser  1  on  o^  par 

a  +  1  ,  on  écrit  pour  quotient  ^  ,  ,  Cependant  on  peut  en- 
treprendre la  division  suivant  les  règles  données,  et  même  la 
pousser  aussi  loin  qu'on  voudra,  comme  on  le  verra  Inentôt. 

88.  D'une  autre  part ,  si ,  dans  la  division  de  deux  polynômes , 
On  s'écarte  des  règles  établies  (cbap.  lY),  on  arrive  encore 
«à  des  quotiens  qui  ne  se  terminent  pas.  Ainsi ,  en  divisante' — &* 
par  a  +  6 ,  suivant  les  prineipes^donnés  (cfaap.  IV)  »  on  trouve 
^ur  quotient  a-— 6,  tandis  que  si  Von  esssde  la  division  de  a*— &* 
par  6-f-a,  on  est  conduit  à  cette  opération,  qu'il  est  facile  de 
Suivre ,  en  appliquant  les  règles  démontrées  sur  les  fractions  : 


^■^"'  1 

a'- 

-4Q"«*-  = 

"6  "~ 

— 

b 
o3 

+ 

b 

a* 

a» 

1 

6» 

etc. 


\ 
\ 
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le  quotient  ne  s'arrête  pa8,pui8qu*on  a  toujours  vn  reste.  bantfCÉ 
cas,  c'est-à-dire,  en  prenant  b+à  pour  diviseur,  il  faudrait^  pour 
retrouver  le  quotient  a-^b,  diviser  la  totalité  du  dividende  par 
tout  le  diviseur,  c'est-à-dire  a^-^h^  ou  (a+6)  (a — ft)  par  a-f-4. 
89.  Supposons  la  division  de  ji  par  i*— a^  et  noosauroai 

=  1+ ■,mais =:a-t- ^ 


1— a             1 — a  1— a  1— a 

=:a*-| ,  etc. 


a  I— a 


*      La  fraction peut  donc  se  mettre  soUs  toutes  les  formes  ; 

^     ^  Il 


etc.  ' 

Or ,  en  considérant  la  preniière  de  ces  formules  ;  qui  est 

CL  p  .  .  1— û 

1  + ,  et  faisant  attention  que  1 = ,  on  a 


1— a 


a         1— a   ,      a 

1  +  ■;: — ::=: — ::  +  : —  = 


1 — a      1 — a        I — a        1 — a 

Si  on  suit  le  même  procédé  à  Tégard  de  la  seconde  expre»- 
•ion,   c'est-à-dire  ,  si  Ton  réduit  1  +û  au  dénominateur 

1  — a,  on  aura  la  fraction -,  laquelle  ajoutée  à 

donne  (G9), "*"     — 


a  1 — a 


Dans  la  troisième  formule  du  quotient,  l'entier  1  -|-  o^+o*, 

réduit  au  dénominateur  1  — a,  donne ,     et    si    on    v 

1  — a  ^ 

ajoute  la  fraction -,  on  a  pour  somme .  Donc  cha- 

1 — a'  '^  1 — a  \ 

cune  de  ces  formules  est  en  effet  la  valeur  de  la  fractioir 


1 

proposée 


1 — a 


/ 
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go.  On  pourra  donc  aller  plus  loin ,  et  même  aussi  loin 
ju'on  voudra ,   sans  avoir  besoin  de  calculer  davantage ,  en 
observant,  i^.  que  chacune  de  ces  formules  se  compose  dune 
Dartie   entière  qui  est  la  somme  des    puissances  successives 
ie  a  y  à,  partir  de  a°  =  i  inclusivement  ;   12°.  d'une  fraction 
qui  a  toujours  pour  dénominateur   1  — a,  et  pour  numéro*- 
teur  la  lettre  a  ,   avec   un  exposant  plus  grand  d'une  unité 
que  celui  de  la  même  lettre  dans  le   dernier   terme  de    la 
partie  entière.   Cette  composition  constante  des  formules,  suc- 
cessives ,  est  ce  qu'on  nomme  une  loi.  Cette  manière  de  s'é- 
lever aux  lois  générales  par  la  considération  des   cas  parti- 
culiers, se  nomme  induction.  Elle  est ,  dit  M.  Laplace,  la  source 
de  presque  toutes   les  découvertes  dans  l'analyse  et  dans  la 
nature  dont  tous  les  phénomènes  sont  les  résultats  mathéma- 
tiques d'un  petit  nombre  de  lois  invariables.   C'est  ainsi  que 
Jiewton  y  en  suivant  la  loi  des  coefGciens  numériques  dans  le 
carré  ^  le  cube  »  la  quatrième  puissance  ^  etc.  d'un  binôme  ^ 
^parvint  bientôt  à  la  loi  générale,  c'est-à-dire,  à  la  formule 
générale  qui  porte  son  nom,  et  qui  sera  démontrée  dans  Tun  des 
chapitres  suivans.  Ce  géomètre  a  soin  d*ajouterque^  dans  cette 
méthode  ^ induction ^  il  ne  f^ut  pas  généraliser  trop  prompte- 
»ent  ;  car  il  arrive  très-souvent  qu'une  loi  qui  se  soutient  dans 
im  assez  grand  nombre  de  cas^  est  démentie  dans  le  cas  suivant. 

gu  D'après  ce  qui  a  été  observé  sur  les  quotiens  successifs 
(89)  ,  on  peut  poser  généralement 

=13  1  -f-a-|-a^-}-a^-f-a*.  » .  •.  »  -l-a*+  — 


1— a  1' 

n  étant  un  nombre  entier  positif  qui  augmenté  d'une  unité  ^~ 

donne  le  rang  du  terme.  £n  effets  faisant  7t=3,  a*^  devient 

€? ^  qui  est  le  quatrième  terme  du  quotient  ;  pourn  =  4>  û* 

devient  o^,  qui  est  le  cinquième  terme.  Mais  comme  rien  n'em« 

pêche  d'éloigner  indéfiniment  le  terme  fractionnaire  qui  termine 

k.*  la  suite,  c'est-à-dire,  d'ajouter  toujoursvun  terme  à  la  partie 

kéntière,  nous  pourrons  supposer  que  celle-ci  ne  se  termine  pas, 

2  et  alors  on  écrira 


b 
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1— *a  ; 

ga.  Nous  allons  éclaîrcir  ce  qui  précède^  par  la  considéra- 
tion de  quelques  cas  particuliers.  '^ 

Supposons  d*abord  a=:  i  ;  alors  le  quotient  général  ci-dessus 
deviendra  un  quotient  particulier  correspondant  à  la  fraction 

-.  La  suite  prise  indéfiniment  >  sera 


■1 


-  =  i-4-i+i-+-i  +  i-+-  etc. 
o 

Pour  interpréter  ce  résultat  qui  s'est  déjà  offert  (  67 ,  77  ) ,' 
supposons  qu*on  ait  à  diviser  Tunité  successivement  par  les 

nombres  1 .  —  > . >  ■>  etc.  op  aura  les  quotiens 

'  10  '  100    1000  '  10000  ^ 

1,10, 100 «1000 ^10000^  etc.  continuellement  et  indéfiniment 
croissans  ^puisque  les  diviseurs  sont  continuellement  et  indéfini- 
ment décroissans  :  mais  ces  diviseurs  tendent  vers  zéro  qu'ils  no 
peuvent  atteindre,  quoiqu'ils  en  approchent  sans  cesse,  ou  qu'ils 
€n  diffèrent  de  moins  en  moins  ;  et  en  même  temps  la  valeur 
croissantedela  fraction  tend  vers  celle  qui  correspond  au  diviseur 
zéro  ;  et  il  est  autant  impossible  que  la  fraction ,  dans  ses  augmen- 

'    tations  successives  ,  atteigne  - ,   qu'il   l'est  que  le  dénomi- 
nateur ,  dans  ses  diminutions  successives ,  arrive  à  zéro.  Ainâ  : 

-  eii  le  dérider  ivrme  ou  la  limite  des  accroissemens  de  la 
o 

fraction  .*  à  cette  époque ,  elle  a  reçu  toutes  ses   aagmenta- 
,  tions  ;  -  n'est  donc  pas  im  nombre  ,   c'est    la  limite  supé- 
rieure des  nombres  :  telle  est  la  notion  qu'on  doit  se  faire  û$ 
ce  résultat-  que  les  géomètres  appellent,  par  abréviation , 

r infini ,  et  qu'ils  notent  par  ce  caractère  00  ;  il  est  souvent 
donné  comme  réponse  à  une  question  impossible ,  ainsi  qu'oa 
le  verra  (chap.  18),  et   en  effet,  il  est  très-propre  à  annoA-  . 
cer  cette  circonstance  ^  puisqu'on  ne  peut  assigner  le  nombre 
noté  par  ce  signe* 


i 
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On  remarquera  encore  que  si  Ton  veut  ne  prendre  de  la 
série  que  les  six  premiers  termes ,  il  faut  clorre  le  déve- 
loppement par  le  reste  correspondant  divisé  par  le  diviseur  ^ 
ce  qui  donne 

=s-==i+i +1  +  1  +  1  +  1+ -; 


i — 1        o  o 

cette  égalité  ,  absurde  en  apparence  ,  prouve  que  six  terme* 
de  moins  n'empêchent  pas  que  la  série  ne  soit  indéfiniment 
prolongée  ou  ne  s'arrête  pas.  £t  en  elFet,  si  après  avoir  ôti 
six  termes  de  cette  série ,  elle  cessait  d*être  infinie ,  ou  deve- 
nait terminée  y  en    lui  restituant  ces  six  termes ,  elle  serait 
,  composée  d*un  nombre  défini  ou  assignable  de  termes ,  ce  qui 
n'est  pas.  Donc  le  surplus  de  la  série  doit  avoir  même  somme 
que  la  totalité.  En  Arithmétique ,  nous  avons  rencontré  une 
circonstance  semblable  dans  la  sommation  des  fraction!  déci- 
males  périodiques  -,  lorsqu'après  avoir  fait  passer  toute  une 
L  '  période  de  la  droite  à  la  gauche  de  la  virgule  ,  nous  disions 
••     que  le  reste  était  une  fraction  décimale  périodique  encore  in- 
finie et  la  même  que  la  fraction  totale.  On  peut  encore  dire 

^que  -  ^  en  tant  qu'il  n'est  pas  une  grandeur ,  nç  peut  rece- 
iFoir  d'augmentation  ,  qu'ainsi  i  + 1  +  i  +etc.  +  -doit'res- 

ter  égala  -  ;  ou  bien  encore  qu'à  ce  terme  le  nombre  a  reçtt 

tous  ses  accroissemens. 
f.        93.  Si  Ton  suppose  dans  la  même  fraction,  azza,  on  trouve 

—  =— i  =  i  +  a  +  4  +  8+iG+32+64+etc.  ^ 


ce  qui  parait  d'abord  absurde.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier 
que  si  l'on  veut  s'arrêter  à  un  terme  quelconque,  il  faut  joindre 
i  la  partie  entière ,  la  fractiçn  qui  complète  le  quotient.  Sup- 
posons ,  par  exemple  ,  qu'on  n'aille  que  jusqu'au  terme  64  ia- 
clusivemeut,  il  faudra  à  la  somme  1+2-f  4+8+i6+3a+64 

ajouter   la  fraction    — -. — ,    ou  —   1  a8  ,    ce    qui    donnera 


I 
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127—  iî8  =  *— 1.  Ici  ,  quelque  éloigné  que  soît  le  terme 
fractionnaire  ^  sa  valeur  numérique ,  qui  est  négative  ,  sur- 
passera toujours  d*une  unité  celle  àe  la  partie  entière  ,  en- 
sorte  que  celle-ci  est  détruite  en  totalité;  et  comme  dan« 
l'hypothèse  de  a  >  1  ,  on  retranchera  toujours  plus  qu'on 

n  aura  ajouté ,  on  ne  rencontrera  jamais  ce  résultat  -• 

o 

94.  Considérons  maintenant  le  nombre  a  entre  zéro  et  Tunité» 

et  soit ,  par  exemple ,  a  =  -1 ,  on  aura 

or  si  Ton  prend  les  deux  premiers  termes  de  cette  enitei 
on  ai  4-  ^ ,  et  s'il  s'en  faut  de  j  que  cette  somme  ne  9cà 
égale  à  a  :  si  Ion  prend  trois  termes,  la  différence  à  % 
n'est  plus  qae  de  j.  On  voit  donc  bien  clairement  que  plus  ofl 
prend  de  termes  du  quotient,  plus  la  différence  devient  petit!, 
€t  que  par  conséquent  si  on  continue  à  prendre  des  portioni 
successives  de  cette  suite ,  les   différences  entre  ces  sommei 

consécutives  et  la  fraction  7  =  2 ,  décroîtront  et  finiront 

1— — — 

par  devenir  moindres  que  tout  nombre  donné,  quelque  petit 
qu'il  soit.  Le  nombre  2  est  donc  encore  une  limite  do» 
l'acception  de  ce  mot.  Les  véritables  limites,  suivant  les  no- 
tions des  anciens,  sont  des  quantités  qu'on  ne  peut  dépasser,,!) 
quoiqu'on  puisse  en  approcher  autant  que  l'on  veut^  telklii 
est ,  par  exemple ,  la  circonférence  du  cercle  à  l'égard  duk 
polygones  inscrit  et  circonscrit ,  parce  que ,  quelque  grand  qu^lli 
devienne  le  nombre  des  côtés  de  l'un  ou  de  l'autre  de  «wc 
polygones  ,  jamais  le  polygone  intérieur  ne  sortira  du  cerdeJc 
et  l'extérieur  n'y  entrera.  Iz 

Dans  le  cas  de  a=:j,  on  a  l^ 

Si. l'on  prend  deux  termes,  on  trouve   i  +  3>  et  la  diffé- 
rence =:  ^  :  trois  termes  donnent  1  +  | ,  l'erreur  =  rj  i  p<w 


^ 
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quatre  termes ,  l'erreur  n'est  plus  que  de  ^.   Puisque  1  erreur 
est  toujours  divisée  par  3 ,  elle  tend  vers  zéro  qu'elle  ne  peut 
atteindre  ^  et  la  somme  tend  vers  ^  qui  en  est  la  limite. 
Prenons  encore  a  =  -| ,  et  nous  aurons 

=3  =  i+J4-|4-^+i!4-^  +  etc.^ 


pour  deux  termes  ,  la  différence  à  3  est  de  i  -H  ^;  pour  troîf 
trois  termes  elle  devient  |  ;  pour  quatre ,  elle  est  -jf . 
£nfin  pour  a=s^  ,  on  trouve 

TZIT  =i=^ +  î=* +  i  W''+?4+ïiTr+etc. 

Terreur,  en  prenant  trois  termes  pour  la  totalité  de  la  sé- 
rie ,  n'est  déjà  plus  que  de  jj. 

^5.  Il  résulte  donc  de  là,  que  lorsqu'on  substittie  pour  a 
Tin  nombre  fractionnaire  compris  entre  zéro  et  l'unité ,  i*,  tous 
les  termes  de  la  suite ,  à  partir  du  premier  ,  vont  en  dimi- 
nuant ,  ensorte  que  le  premier  terme  est  le  plus  grand ,  que 
le  second  surpasse  chacun  de  ceux  qui  le  suivent,  et  ainsi  des 
antres;  a°.  que  lorsque  les  termes  décroissent  rapidement,  un 
petit  nombre  de  ces  termes  pris  dès  l'origine ,  équivaut ,    à 
une  très-petite  différence  près ,  à  la  totalité  de  la  suite  ;  ^où 
il  résulte  que  si  Ton  ne  connaît  que  la  suite  ,  on  peut  toujours 
approcher  de  la  fraction  correspondante  d'aussi  près  que  le 
requiert  l'état  dç  la  question.  Ces  suites  ont  été  dites  corwer^ 
pentes ,  d'après  la  propriété  dont  elles  jouissent  de  donner  pas 
les  premiers  termes,  une  valeur  très -approchante  de  celle 
de  la  totalité  de  la  série ,  qu'on  ne  peut  obtenir.  Les  ébites 
dont  les  termes  vont  continuellement  en  augmentant ,  sont  nom- 
mées divergentes  ;  celles-ci  ne  sont  propres  qu'à  faire con- 
nmtre  des  propriétés  de  la  quantité  qu'on  développe  ,   et  ne 
peuvent    servir  à  faire  approcher  de  la  valeur  totale ,  puis- 
que les  derniers  termes  sont  les  plus  considérables. 

96.  On  pourra  résoudre  en  suite  infinie  la  fraction --t--- i 
•n  divisant  1  par  1  +  a  >  ainsi  que  nous  ayons  divisé  pUui 
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haut  1  par  i  •*«  a  :  on  trouve  ainsi 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Faisant  a  =  i  /il  vient 
=^ï  =1  -^i  +  ï  —  1  +  1 — 1  +etc.. 


1  +  1 


suite  qui  offre  une  contradiction  apparente ,  en  ce  que  si 
on  s'arrête  à  ^ —  i  >  le  résultat  est  zéro  »  et  si  on  la  termina 
à  +  1  ,  le  résultat  est  +  i .  Mais  c'est  là  précisément  ce  qui 
tranche  le  nœud ,  car  pjâou'on  doit  prendre  un  nombre  in-* 
déiîoi  de  termes  ^  il  ïmfK^  pas  s*arrêter  plutôt  i  —  i  qu'à 
*-f- 1  :  il  est  donc  clair  que  la  somme  ne  doit  pas  être  plutôt 
o  que  +  1  j  ^^  qu'elle  doit  tenir  le  milieu  entre  ces  deux 
nombres ,  c'est-à-dire  qu'elle  doit  être  -.  C'est  bien  aussi  ce 
qu'on  trouve  en  terminant  la  portion  de  la  suite  à  laquelle  on 
s'en  tient ,  par  le  reste  divisé  par  le  dénominateisr  :  pour  six 
termes^  on  aurait 

1  — 1  +  1  — 1  +  1  — i+i=i, 

et  pour  sept  termes  ^ 

1  — 1+1  — 1  +  1  —  1+1  —  i=  1^. 

Faisons  a  =  1  y  le  développement  précédent  sera 
7iT  =  f=i-i  +  i-i+r?-7î  +  etc.  : 

la  somme  des  deux  premiers  termes  est  i/ce  qui  est  trop 
peu  de  \  :  trois  termes  donnent  |  ,  ce  qui  est  trop  de  i^; 
quatre  termes  ont  pour  somme  |,  trop  petite  de  ~,  etc.  (h 
voit  ici  que  les  portions  successives  de  la  suite ,  sont  alteniA* 
tivement  plus  grandes  et  plus  petites  que  la  fraction  |  qui  la  re^ 
présente ,  mais  qu'elles  en  diffèrent  de  moins  en  moins  ^  soit  par 
excès  y  soit  par  défaut. 
Supposons  encore  a  ^=|^  on  aura 


1+i-*-' 


1 

'5 


Or^  en  considérant  seulement  deux  termes  ^  on  a  une  somnii  1^ 
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trop  petite  de  ~;  trois  termes  excèdent  de^;  enfin  quatre 
termes  diffèrent  en  moins  de  j^,  et  ainsi  de  suite. 

97.  La  fraction  -— —  peut  se  résoudre  en  une  série  diffé*- 

rente  de  celle  que  nous  ^ons  trouvée  précédemment^  laquelle 
résulte  de  la  division  de  1  par  a  4-  1  >  qui  donne 

1  1        1,1         i|i        1. 

C'est  ainsi  qu'en  changeant  Tordre  des  termes  dans  le  dé- 
nominateur ,  on  obtient  le  quotient  sous  diverses  formes  ^  et 
qu'on  passe  d*une  série  divergente  dans  une  certaine  étendue 
des  valeurs  de  a^  à  une  série  convergente  pour  les  mêmes 
valeurs. 

98.  Qu'on  fasse  la  division  indiquée  ^  •  on  trouvera 

a  a  .  ab   ,  ai*    ,  c6^     . 

Supposons  azzzmb  :  cette  substitution  donnera 

Ainsi ,  lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  sera  peu  au- 
dessous  de  10,  de  100  ^  de  1000,  etc. ,  on  obtiendra  parla 
série  précédente  sa  valeur  en  décimales ,  plus  rapidement  que 
par  les  moyens  arithmétiques,  en  posant  x=  10.^  =100^ 
=  1000^  etc.,  et  prenant  pour  J  la  différence  du  nombre  à  10,  ■ 
100^  looo  ,  etc.  Pour  avoir  le  nombre  m ,  facteur  de  la  suite, 
on  comparera  mb  avec  le  numérateur  de  la  fraction  propo- 
sée ,  et  comme  déia  le  nombre  b  est  connu ,  il  sera  très* 
facile  d'avoir  le  nombre  m  qui  doit  être  tel  qu'en  le  multipliant 
par  i,le  produit  soit  mb.  C'est  ce  que  les  deux  exemples  stti-* 
vans  feront  mieux  entendre. 

Soit  à  réduire  en  décimales  la  fraction 5.    Je  décom» 

p       .  5S  8.7 

pose  cette  fraction  en = ^  :    .comparant 

r.  10000 — 7         10000 — 7  ^ 


» 
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cette  dernière  avec  7, on  trouve  tîi  =  8,  6=7,  x=i 0000 j 

donc 

^~ïôôa^~^  {0,0007  +  (0,0007)»  -f.  (0,0007)»  -f-  (0,0007)4  4-  «te. }. 

Si  on  veut  se  borner  à  7  décimales  dans  Tévaluation  de  cette 

fraction^  on  ne  prendra  que  les  deux  premiers  termes  du  dér 

veloppement ,  qui  sont,  o,cx)07+ 0,00000049,  ou 0,00070049, 

qu'il  faut  multiplier  par  8 ,  ce  qui  donne  o,oo56o3g2. 

.48 
iSi  on  avait  à  évaluer  la  fraction  •^— ,  on  la  mettrait  sous 

991 

1    r  ¥•  X  9  1  mb 

la  torme  ^ :^,  pour  la  comparer  avec r, 

1000—9  X — b 

CL  \  u  \  c  \    etc 
oû.  Qu'on  effectue  la  division       ,       ,      .     ^  '  ,  on   aura 

77i+7i-f-p'+»  etc. 

ce  tableau  d'opérations , 

g-+^  I  c  I  etc.  ^m«-f-»-f*;^+-etC' 

an       ap  \  a      an   ,  an'* 

—a — -^  — etc.l -. — -I-— 7— etc. 

7n       7n  \m     m*      m*        • 


è 

le 
d 

12 


an      ap  .... 

— —  etc.  +  0  H-  c  H-  etc. 


m       m, 


,  an  ,  an*  .  anp  , 
H -H ^-f-etc. 


^.f^4-^-f-elc.--^-etc.  +  *+<f4.tUr. 
m*       m*  m 

an^      an^      an^p 

— r r-  —  etc. 


m»       m»        7»- 


Si  Ton  multiplie  le  diviseur  par  le  quoftent ,  et  qu'à  ce  pro- 
duit on  ajoute  le  reste  correspondant ,  on  retrouvera  le  di- 
vidende ;  ensorte  que 

fl-|-J-f.c  + etc.    a       an    ,an*  ^^       -' 

m+7i+p+etc.         m       m^       Tfi? 

Que  Tonfasse  maintenant  6=0,  c= G,  d=ro,etc.,  on  trouvera 

a  a        an  ,    an* 

=  -— — a+-:;:3  — etc. 


m -j-n+p-^  etc,        m       ni.       mr 


I 
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Le  qaofieAt  sera  donc  le  même  de  part  et  d'autre  ;  mais  les 
restes  diiFirerônt ,  en  ce  que  le  second  ne  contiendra  pas 
les  lettres  b ,  c  etc. 

Si  Ton  ne  copserve  an  numérateur  que  la  lettre  a  ,  et  au 
dénominateur  que  le  binôme  m  -f-  ^s  >  on  déduira  de  la  formula 
générale  celle-ci: 


a  a       an   .    an* 


= -^4-  -_— etc., (If) 


dans  laquelle  on  peut  faire  toutes  les  hjrpethèseï  qu'on  vou- 
dra sur  les  valeurs  numériques  des  lettres  a,  met  n,  et  sur 
les  signes  de  ces  lettres,  pourvu  qu*on  les  répète  de  part  et 
d'autre ,  puisque  d*un  côté  on  a  la  fraction ,  et  de  l'autre  sa 

valeur. 

a 

loo.  Lorsqu'on  veut  réduire  une  fraction  vraie  r  en  une 

fraction  décimale  ,  le  quotient  donné  par  notre  arithmétique  , 
est  de  la  forme  . 


j  -» 


10+  (io)*+  Ô^'"^  0^*"^^*''* 

q  I  q\  q",  q",  etc.  étant  les  chiffres  des  dixièmes ,  centième^ , 
millièmes. 

101.  Proposons-nous  msàntenàat  de  résoudre  une  fraction  r 

en  une  suite  de  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  toutes 
les  puissances  successives  entières  et  positives  d'un  itombre 
donné  m. 

Cette  question  est  résolue  par  la  suite  {M) ,  mais  nous 
la  traiterons  ici  directement ,  c*est-à-dire ,  d'après  le  procédé 
arithmétique.  Supposons ,  à  cet  effet , 

,i  =  TO  — n,     d'où     b-^n^izm: 
si  l'on  veut  que  le  quotient  de  a  par  b  ait  m  pour  dénomi- 
nateur ,  on  multipliera  a  par  m ,  ou  par  son  équivalent  i  +  71; 
puis  on  divisera  le  quotient  et  le  reste,  par  m,  pour  en  revenir  à 

la  valeur  de  t«  Or  ai  -}-  an  divisé  par  6,  donne  le  quotient  a 
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et  le  reste  an  :  le  quotient  exact  sera  donc  — >  et  le  yéritaUr 

m 

an 
reste  — . 
m 

Nous  continuerons  la  diyi»on  de  —  par  b  ^  sous  la  condi- 
tion  d*aYoir  un  quotient  divisé  par  m^.  A  cet  effet  nous  multi- 
plierons le  diyidepde  —  par  m ,  ou  par  (i  +  n)  i  ce  qui  don-  ^ 


anb  -^an^  ^'       an     ^  ^  an* 

nera  ■ ^:  on  aura  pour  quotient  •^— ,  et  pour  reste  — i 

m  ^        ^  m       '^  m 

divisant  par  m ,  le  yéritable  quotient  sera  — ^  et  le  reste  — ;. 


an* 


i 


i( 


Il  faut  donc  diviser  — -  par   b  ,   ^   trouver  u^  quotient    e 

av^ 
sous  le   dénominateur   rr?  )  on  multipliera  — ;-  par  m  ,  ce 

qui  donnera  — ^  ou j ;  ensorte  qu  on  obtiendra  Is 

771  771 

quotient  — 7  ,  et  le  reste  -■ — 5 ,  et  ainsi  de  suite.  1 

On  a  donc  enUn  ce  développement  de  la  fraction  proposée 

a       a     ,   an     ,    an*    .    an^    .  ^ 
T  = i  H ?H r  -Hfetc. 

6  /ri  ^  771*    ^     771^  771*    ^^^ 

On  observera  ici  que  les  numérateurs ,  dans  la  suite ,  ne 
sont  pas  les  chiffres  successifs  de  la  valeur  de  la  fraction  r, 
dans  le  système  qui  aurait  771  pour  module.  Soit  ^  par  exempU»  i 

réduire  -  en  fraction  décimale  :  on  a.  dans  ce  cas. 

7 

■ 

ar=  1  ,  J=:7, 77»3=io,. 7+71=3  lo,  d'oÙTi^isS;  ' 

substituant  ces  valeurs  pour  les  lettres  dans  le  développement 
ci-dessus^  on  troi^ve 

7      io^(io)*'^(io)3"'"(io>"^(io)5"^(io)6"^(ioy. 
2187 

*t"  7      Ta     1"  etc.  ^ 

(10)*  ' 


9 
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tandis  que  le  procédé  aritlimétique  donne 
1       1,      4      .      fl       .      8      .      5 


lO  "*"  (lO)*  "^  (10)3 


"T"  /',^\5T 


Cl 


(io)«^.(ioX 


7      lo   ■   tic;"   '    tioj^       (lo)*   '    (lo)' 
=  o,  142867  etc. 

Les  numérateurs  de  ces  d^ux  suites  sont  très-différens  :  car 
dans  la  première  ils  sont  composés  de  pluûeurs  chiffres ,  à 
partir  du  quatrième ,  tandis  qu'il  n'entre  qu'un  seul  chiffra 
dans  chacun  de  ceux  de  la  seconde.  Cependant  si  l'on  somme 
im  nombre  suffisant  des  premiers  termes  de  la  première  suite , 
on  retrouve  le  résultat  0|  14^8579  etc. 

loa.  Ainsiy  par  l'Algèbre  on  peut  obtenir  la  valeur  d'nne&ac-* 
tion  sous  des  formes  essentiellement  différentes ,  ce  qui  est  un 
éeê  caractères  distinctifs  de  cette  branche  de  calcul. 


/  ■ 
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CHAPITRE  VIII. 

De  quelques  propriétés  des  Nombres.    TradufitiM^ 
d^un  nombre  d'un  système  dans  un  autre  s^sùmj^h 
de  numération. 


io3.  J^  ous  ayons  réuni  dans  ce  chapitre  les  seoles.p 
des  nombres  considérés  comme  facteurs  on  diviseurs,  dont 
connaissance  soit  indispensable  dans  la  suite  de  cerouvngd. 
ou  supposée  dans  ce  qui  précède.  Nous  y  avons  aussi 
comme  application  la  question  de  traduire  un  nombre  d'na 
système  dans  un  autre  système  de  numération ,  question  qnl 
trouve  naturellement  place  ici  ^   et  dont  la  solution  sart 
complément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  1* Arithmétique  sur  Içt  dSf  ff 
férens  systèmes  de  numération. 

io4*  On  multiplie  ou  Von  divise  un  produit,  en  multipliad 
ou  en  divisant  l'un  de  ses  facteurs. 

Pour  démontrer  la  première  proposition  dont  la  seoMidi 
xi*est  qu'une  conséquence ,  nous  partirons  du  produit  de  û 
par  6' —  b,  qui  est  a(6' — è)  =  06'—  ab  =zP' —  P,  en  poiMt 
id/zizP',  abz=P  :  si  l'on  fait  Vzznâb  ,  ona 

a(b''-'b)=ah=:P=P'—P;    d'où    JP'rsaP; 

donc  quand  dans  ab,  le  facteur  b  devient  douEle ,  le  produit 
P  devient  aJP.  Supposons  b'=z  3b ,  auquel  cas 

a(y— i)  =  a  X  a6=  f^P^P'—P,    d'où    P'zzzZP. 

Ainsi  lorsque  le  facteur  b  devient  5&  ,  le  produit  P  devient 
5P  j  et  ainsi  de  suite ,  ce  qui  démontre  l'énoncé. 


/ 


D'  A  L  G  £  B  R  E.  6S 

lo5.  Le  produit  d^un  nombre  quelconque  de  nombres ,  reste 
Kr  même  dans  quelque    ordre  qu'on  multiplie   les  facteurs* 
Soient  d'abord  deux  nombres  a  et  6  :  je  dis  qa*an  aura 

axb  =  bxa, 

proposition  déjà  démontrée  (Arithm.)>  «t  qae  nous  allons  prou- 
Ter  autrement. 

En  supposant  a^b  f  qu*  on  décompose  a  dans  tous  les  nom- 
bres b  qu'il  contient  :  en  sus  de  tous  ces  nombres  b  contenus 
dans  a,  il  y  aura  un  certain  excédant  r<!^b  ,  ensorte  que 

aXt  =  (*4'*  +  *+i+ +r)b. 

Or  dans  tous  les  termes  de  la  forme  6  X  &  >  on  peut  intervertir 
l  volonté  Tordre  des  facteurs  ;  la  chose  reste  donc  à  démon-^ 
trer  â  l'égard  du  produit  rX  &•  On  supposera  de  même  b  dé- 
coinposé  en  tous  les  nombres  r  qu'il  peut  contenir ,  et  dési<- 
gnant  l'excédant  par  /^r,  on  aura  la  décomposition 

rXb=ir(r  +  r'+'r+  r+ +0 

et  comme  dans  chacun  des  produits  partiels rXr ,  l'ordre  det 
facteurs  peut  être  changé ,  il  ne  s'agira  que  de  prouver  la 
chose  à  l'égard  du  produit  rX  /•  On  aura  donc  encore 

rX/  =  (/+/+/+/+ r"y 

et  il  faudrait  faire  voir  qu'on  a  Z'  x  r'  =  /  X  r',  et  ainsi  de 
âuite. 

Nous  avons  donc  divisé  a  par  ft,  b  par  r,  r  par/,  /par 
j^,  etc.;  c'est-à-dire  que  nous  avons  opéré  sur  les  deux  nom- 
bres a  et  b  comme  pour  en  avoir  le  plus  grand  commun  di- 
viseur qui  ne  peut  être  que  Tunité  ou  un  nombre.  Dans  le 
premier  cas^  on  aura  à  démontrer  la  proposition  énoncée  à 
l'égard  du  produit  r^")  X  i  qui  est  visiblemrat  égal  à  i  X  /"^  ; 
dans  le  second,  on  arrivera  à  des  produits  tels  que  /"^Xr^°^ 
^nt  on  peut  alterner  les  facteurs.  On  aura  donc 

a  X  6  =  &  X  a. 
On  s'exercera  à  démontrer  ces  égalités 

abc=^bac=acb^=^cab=bca-=:cba 
entre  les  produits  de  trois  facteurs  ^  et  de  là  on  conclura  celle» 
^ui  ont  lieu  Qntre  les  produits  de  cinq,  six ,  etc.  facteurs. 


i 
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^  loS.  Si  leproduit  aXb  est, divisible  par  c ,  et  que  h  et  c  soietU 

des  nombres  premiers  entre  eux ,  je  dis  que  c  divise  a.  On  supposf, 
que  a j  &>  c  soient  des  nombres  entiers.  D*après  l'énoncé  et 
cfi  qui  a  été  démontré  (81)1  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  &  et  c,  est  Tunité.  Si  b  est  plus  grand  que  c,  on  anTa, 
d'après  le  procédé  (81)  ^  en  supposant  que  l'opération  m  tei^ 
mine  à  la  troisième  division  . 

ft==  cq  +  r,c  =  rq^+/,  r  =  /q^+i  ; 
donc  If 

ab  =  acq  +  ar;  ac  =ar9'-j- a/,  ar=a/q"'\^a, 

t*t  conséquenmient 

ab  —  acq  =  ar^ac  — arq'=a/,  ar — a/(f  ==  a  ; 

ainsi  ab  étant  divisible  par  c,  ab — acq,  ou  ar  sera  divisible  parc 
il  en  sera  de  même  de  ac^^  arq'  ou  de  a/ ,  de  ar—  01^9*  oa 
de  a.  , 

Si  b  est  plus  petit  que  c^  on  divisera  c  par  &.,  eton  auxii 
en  supposant  encore  l'opération  terminée  à  la  troisième  di- 
vision , 

i^  =  i9  +  r^  i  =  r9'+/,  r=/9''+ij 
de  là 

ac'=iabq'\'ar)  abz=:arq'  -^a/  \  ar'=z  a/q^-^-a  ^ 

il 

et        ac — abq:=ar\  ab — arq'-=.a/\ar — ar'q'''=.a. 

Ainsi  y  de  ce  que  ac  et  ab  sont  divisibles  par  c ,  on  conclort 
que  oTi  a/  et  a  sont  divisibles  par  c.  Dont  etc. 

1 07.  On  conclut  de  là  que  si  b  étant  premier  avec  c,  l'autre  fau- 
teur a  est  plus  petit  que  c  y  le  produit  ab  n  est  pas  divisible  par  c 

1 08.  Il  suit  de  ce  qui  vient  d*être  dit  (1 07),  que  la  fraction  jr 

dans  laquelle  A  etB  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  nepeok 

a 
être  égale  aune  fraction  rySL  et  b  étant  des  nombres  entiers  moin» 

dres  que  A  etB. 

À       n  hÀ 

^  Supposons,  en  effet,  qu'on  puisse  avoir  --- = y  ,  d'où  a  =  — jj-, 

B  devrait  donc  diviser  bA ,  et  comme  il  ne  divise  pas  A ,  il 
devrait  diviser  6,  ce  qui  est  impossible  puisqu'on  a,  par  hy- 
pothèse 
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A  ' 
pottièse  jB.^  h.  Donc  la  fraction  -^  est  irréductible,,  pnîs^ 

^*elle  n'est  pas  convertible  en  une  fraction  exprimée  par  d# 
plus  aimpleft  termes. 

Ainsi  deux  fractions  irréductibles  égales  ,  ont  leurs  termes 

correspondons  égaux. 

.a 
lOQ.Lorsquunefractionnon-'irréduclibterest  égale  à  un^ 

A 
fraction  irréductible  ^  ,  les  deux  termes  de  la  première  sont 

les  mêmes  multiples  des  deux  termes  de  la  seconde.. 

On  ne  peut  avoir  (108}  a^A  et  ft<jB,  nia  =  ^  et 
hi=iB'i  donc 

a^A       et        h>Bi 

d'ailleurs  ^  d'après  Ténoncé  ^ 

az=zdd        et         b  =  db\ 

a^  et  V  étant  premiers  ^entre.  eux  ;  donc 

a       af       A 

5  =  3^  =  5» 

«r ,  d*après  le  théorème  précédent,. 

af  =  A,       bi=B; 
donc  daf^=:dA  =  a  ',      db'=,dB  '=zb  \ 

110.  Tout  nombre  premier  qui  ne  divise  ni  Tun  ni  tauir^ 
des  facteurs  A  et  B,  ne  peut  diviser  Surproduit  AB. 

Soit ,  s'il  est  possible ,  6  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
ni  ^  ni  ^^  maià  qui  divise  le  produit  A'B.  On  pourra  toujours 
supposer  qu'en  divisant  A  par  6 ,  on  ait  le.  quotient  771  qui 
aéra  zéro ,  si  A  est<  fl ,  et  le  reste  A'\  ainsi 

A  =  m6  +  A',^ 
et  pareiHemeutj 

B=z  n6  +  B^y 
donc 

AB=mn^^+  nA'6  +  mB'û+ A'B'.. 

6e  produit  AB  doit,  d'après  l'hypothèse  ,  être  divisible  par  9, 
et  comme  la  partie  mrA^'^nA^h'^mBfh  se  divise  d'elle-^ 
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même  par  fi  ,  il  faudra  que  le  produit  A'B'  soit  séparément 
divisible  par  0.  Dans  ce  premier  résultat,  nous  remarqueronsy 
j®.  que  -^'  et  B'  ne  peuvent  être  tkto^  parce  que  urf'et  B  sont 
supposés  non  divisibles  par  fi  ;  a*,  que  A  et  B'  étant  de»  restes 
de  division,  sont  moindres  que  le  diviseur  fi;  3^..  qu'aucun  dei 
nombres  A'  et  B'  ne  peut  être  égal  à  Tuuité \  car  si  Ion  aTait 
A'^=z\  ,  le  produit  A'B'  deviendrait  B'  ^  or  B'  étant  <6,  il 
est  impossible  que  B'  soit  divisible  par  fi.  Nous  avons  donc 
deux  nombres  entiers  A'  et  B',  tous  deux  plus  grands  que 
Tunité,  et  tous  deux  moindres  que  fi,  dont  le  produit  eflt 
divisible  par  B ,  de  sorte  que 
y  A'B'  =  6C. 

Voyons  les  conséquences  qui  en  résultent  :  puisque  A^  est 
moindre  que  fi  ,  on  peut  diviser  6  par  A'  ;  soient  m'  le  quotient 
et  A"  le  reste ,  on  aura 

.   &=m'A'+A\    donc    6B'  =  m'A'B'+ A^B'. 

Le  premier  membre  est  divisible  par  fi ,  il  faut  donc  que  !• 

second  le  soit  au^si;  mais  la  partie  m' A'B'  est  divisible  d'elle^ 

même  par  â  ,  puisque 

A'B'=iBC', 

donc  l'autre  partie  A"B'  doit  être  divisible  par  ô.  Le  nombre 
A"  qui  est  un  reste  de  division,  est  moindre  que  le  divi- 
seur A',  il  ne  peut  d*ailleurs  être  zéro  ;  car  dans  cette  hy- 
pothèse ,  â  serait  divisible  par  A',  et  ne  serait  plus  un  nombre 
^premier,  comme  on  l'a  supposé.  Donc  du  produit  A'B'  sup* 
posé  divisible  par  6 ,  on  tirera  un  autre  produit  A'^B'  encore 
divisible  par  ô  ,  lequel  est  plus  petit  que  A'B',  sans  cepen* 
dant  être  zéro.  En  suivant  le  même  raisonnement ,  on  déduira 
du  produit  A"B'  un  autre  produit  A"'B'  ou  A"B"'  encore  plus 
petit  ,  et  qui  sera  toujours  divisible  par  9  ,  sans  être  zéro. 
En  continuant  la  suite  de  ces  produits  décroissans ,  on  par- 
viendra nécei^sairement  à  un  nombre  moindre  que  6  :  or  fl 
est  impossible  qu'un  nombre  moindre  que  fl ,  et  qui  n'est  pas 
zéro  ,  soit  divisible  par  6  ;  donc  lliypotbèse  d'où  Ton  est  parti  . 
est  inadmissible..  Cette  proposition  est  extraite  de  la  Théoriû 


>■ 
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des  nombres ,  par  M.  Legendre  (^)  :  nous  allons  la  prouver 
autrement. 

1 1 1.  Si  deux  nombres  A,  efb  sont  première  aveci ^  leùrpro^ 
duit  ne  péiit  être  divisé  exactement  par  A. 
Soit ,  s*il  est  possible  , 

_=q,    dou-=;^ (i) 

q  étant  un  nombre  entier.  Or  -^  et  ^  étant  des  nombres  pre- 
miers avec  â  ,  la  fraction  ---  est  réduite  à  sa  plus  simple  ex- 
pression :    donc  les  termes  de    la  fraction  -^sont   r«spec- 

,      A 

tivement  égaux  à  ceux  de  la  fraction^—  »  ou   ils  en  sont  les 

mêmes  multiples (109).  Ces  deuxbypothèses étant inadmissibleff, 

■  ■  I  II        ■     I .  I 

(^)  On  peut  encore  démontrer  ce  théorie  de  la  manière  saiyante.  En 
divisant  B  par  9  ,•  difsignant  k  quotient  par  ^ ,  et  le  ttete  par  /{^  on  a  IVgalité 

B:=zqB'^R; 

multiplia'nt  de  part  et  d'antre  par  ^,  on  trouve 

ABsr^qAB-^^AR'^ 

d'o^  Ton  conclut  que  AB  ne  peut  être  divisible  par  S  ,  sans  que  AR  soit 
divisible  par  9,  puisque  tout  nombre'  qui  divise  une  somme  et  l^une  de  ses 
parties  ,  doit  diviser  Tautre  partie.  A  cause  de  72  <^Ô ,  on  divisera  d  par  Rq 

.     et  on  aura  . 

r  Q^Rq'-hR' 

-    tt  en  multipliant  par  A,  on  obtiendra 

l  '  Ah—ARq'^AR!i 

^  Ainsi  ^  devrait  diviser  AK.  On  prouvera  de  la  même  manière  quMl  devrait 
\  diviser ^jR",  AR!"  etc.,  et  en6n  -^ x  1 ,  parce  que  les  restes  R,R,R". . . .  qui 
L  sotit  des  tuombres  entiers  de'croissans ,  doivent  arriver  à  Tunité.  Or  d  ne 
^.  divise  pas  A ,  donc  il  ne  divisera  pas  AB.  Ce  qui  prouve  encore  que  ia 
£.  divisibiUié  d'un  produit  par  un  nombre  premier ,  exige  que  Pun  des 
facteurs  soit  divisible  par  ce  nombre  premier» 

On  pourra  s'exercer  à  démontrer  9  i^.   qy^tui  nombre  divisible  successif 

ventent  par  deux  nombres  a  et  b  premiers  entre  eux  ,  est  divisible  par 

\.  le  produit  aX  b:  2«.  qu^un  nombre  divisible  par  deux  facteurs  non 

yfremiers  entre  eux^  est  divisible  par  Pun  de  ces  nombres ,  multiplié  par 

U  facteur  de  Vautre  ^  non  commun  au  premier  nombre» 
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on  est  forcé  d'en  conclure  que  l'égalité  (i)  ne  peut  avoir  lieu , 
et  qu'ainsi  j4B  nest  pas  divisible  par  6. 

Il  est  facile  d'étendre  cette  conclusion  aux  trois  nombre» 
^A  ,B,  C  séparément  premiers  avec 0 ;  car  de  Thypothèse 

ABC 

tj  étant  un  nombre  entier ,  on  déduirait 

^--£^. 

ô  ~  BC 

A 
Or  la  iraction  -j  ayant  lieu  eoitre  des  nombres  premiers ,  oa 

devrait  avoir 

(f^s,7nAf  BC:::^Tn6, 
BC* 

Or  de  ^C = mS ,  on  conclut  -?-  =  m,  égalité  impossible  cTir 

« 

près  ce  qui  a  été  déhiontré  précédemment.  y 

Même  raisonnement  à  l'égard  d'un  nombre  *quelconquedi 

nombres^  ^  B  y  C,  etc.  séparément  premiers  avec  6. 

lia.  II  suit  de  ce  théorème  considéré  dans  le  cas  particulicf 

de  A=z  Bz=iCz=:Dz=:  etc. ,  que  si  deux  nombres  a  et  &  sont 

premiers  entre  eux ,  les  fractions  nr  >  t^  ^®  peuvent  se  ré* 

duire  à  des  nombres  entiers.   Car  d'abord  -r-  ne  peut  6tr9 
un  nombre  entier.  Je  dis  maintenant  qu  il  en  sera  de  vAêê. 


,m 


■./ 


de  j—  ;  car  si  l'on  pouvait  avoir 

gin 

on  en  conclurait 

a'"  serait  donc  exactement  divisible  par  b^  puisque  qb^^^ttl  in 
membre  entier, 

1 13.  Une  fraction  ordinaire  n'est  convertible  en  une  frojcÙM^ 
décimale  terminée ,  qu'autant  que  son  dénominateur  est  2  oi 


h 
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B  ,  où  une  puissance  de  2  ou  de  5 ,  ou  le  produit  d^une 
puissance  de  a  par  une  puissance  de  5. 

En  effet ,  représentons  par  t  une  fraction  rédoite  à  sa  plus 

simple  expression,  et  supposons  a^h^  pour  prendre  le  cas 
d'une  fraction  Traie  ;  on  aurait^  d'après  Ténoncé  » 

a         n 

n  étant  la  partie  significative  de  la  fraction  dédmale  comp- 
tée en  nombre  entier  /et  p  le  nombre  total  des  chiffres  déci- 
maux^y  compris  les  zéros  à  droite  de  la  virgule  :  on  déduit  de-Ià 

• 

or  n  étant  un  nombre  entier ,  et  b  ne  divisant  pas  a^  it  faut 
(1 10  ou  1 1 1)  que  6  ne  soit  pas  premier  avec  (lo)'^;  mai'tf  (10)^ 
ne  peut  avoir  pour  diviseur  que  a  ou  5 ,  ou  une  puissance  soit 
de  a ,  soit  de  5^  ou  enfin  un  produit  de  ces  puissances  :  donc 
b  doit  être  un  de  ces  diviseurs. 

1 14*  Il  est  souvent  nécessaire  de  comprendre  tousies  nombres 
iBntiers  possibles  dans  un  nombre  défini  de  formules.  Je  dis, 
par  exemple  ,  que  tous  les  nombres  sont  représentés  par  les 
quatre  formules 

Soit  N  un  nombre  quelconque  :  si  on  le  divise  par  4  »  et  qu'on 
désigne  le  quotient  par  n ,  cette  division  ne  peut  donner  que 
]*un  de  ces  quatre  restes  o  ,  1 ,  a>  3 ,  puisqu'un  reste  doit  tou- 
jours être  moindre  que  le  diviseur  :  donc  ^  comme  un  dividende 
est  toujours  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient  plus 
le  reste  ^  on  aura 

iV  =41',  ou  N =4/1+1,  ouiV=:4'*4"*>  0ttiV=4i  +  3*' 
On  prouvera  d'une  manière  analogue  que  ces  cinq  formules 

5»,  5n  +  i  ,5ii  +  fl,  5/1+3 ,  5^+4, 
donnent  tous  les  nombres  qu'on  en  déduit  effectivement  dans 
les  hypothèses  nz=zOy  n=ii ,  /i=ji^  ii=3,  etc.  car  sous  la 
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première,  'ces  formules  donnent  les  nombres  o,  i ,  a,  3,4; 
sous  la  seconde  ,  elles  donnentles  noipbres  suivant,  5,  6,  7, 
8 ,  g  ;  sous  la  troisième.^  les  nombres  consécutifs  10 ,  11  ,  12, 
i3  ,  i4  >  et  ainsi  de  suite. 

1 15.  Soient  N  un  nombre ,  ae ,  i8  ,  j/ ,  etc.  ses  facteurs  nom- 
bres premiers  :  le  nombre  N  pourra  toujours  être  représenté 
par  et^^*^f  etc.  En  effet,  la  méthode  à  suivre  pour  décom- 
poser le  nombre  N  en  ses  facteurs  nombres  premiers  (^ritA.), 
consiste  à  essayer  la  division  dé  i\^  successivement  par  les  nom- 
bres premiers  2,3,5,  7,  etc.  Lorsque  la  division  réussit  parle 
nombre  preinier  a,  que  je  suppose  être  le  plus  petit  des  divi- 
seurs de  cette  espèce  ,  on  la  répète  autant  de  fois  qu'il  est  por 
&ib^«  ^  m  fois,  par  exemple  ,  et  désignant  le  quotient  par  P, 
on  aiV=:a"*jP,  le  nombre  P  n'étant  plus  divisible  par  «,n* 
par  un  nombre  premier  •<[  jl,  pui^qu'alors  a  ne  serait  plus, 
comme  on  l'a  suppose  ,  le  plus  petit  nombre  premier  diviseur 
de  N.  Or  C  ne  divisant  pas  et ,  ue  divisera  pas  et"*  (112)  ;  il  doit 
diviser  A^  ou  «t^P;  donc  il  divisera  P,  et  si  P  est  divisible  n 
fois  par  C ,  on  aura  jP=  C"Q.  On  trouvera  successiyemèBt 
Q  rzzy^R,  etc.  ce  qui  donne  iV=fit"'iî"^  etc.  en  observant 
que  lé  dernier  des  quotiens  P  ^  Ç^R^  etc.  sera  Héceâsaire- 
ment  un  nombre  premier. 

Si  après  avoir  essayé  la  division  du  nombre  A^  par  les  non- 
bres  premiers  2,  3,^5,7,  etc.  jusqu'à  la  racine  carrée  de  iV,  qù*oa 
note  ainst  y'N  (*)  ,  on  n'en  trouve  aucun  qui  divise  iV  ^  on 
sera  certain  que  A^  est  un  nombre  premier  ;  car,  supposoni 
que  A^  soit  divisible  par  un  nombre  preniier9}>  ^/A^,  et  Ai" 
signons  le  quotient  par  T:  dans  l'hypothèse  actuelle  ,  le  quo-' 
tient  7^  du  nombre  A^  par  ô,  est  moindre  que  celui  de  N  par 
sa  racine  carrée ,  ou  moindre  que  la  racine  carrée  de  AT,  parce 
que  si  l'on^  divise  le  produit  des  deux  facteurs  ,  par  un  nombre 
plus  grand  que  l'un  de  ces  facteurs ,  on  aura  un  quotient  plus 
petit  que  l'autre  ;  donc  le  nombre  A^  serait  divisible  par  un 


(^)  La  racine  carrée  d^1n  nombre*,   multipliée  par  elie-m^me  ,   donne  k. 
nombic  qui  résulte  alofs  de  deux  fucicurs  égauX;  cbap.  9.    ^  . 


^^  ( 


A 
fit 

c 
y 
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nodfcce  Tmoindre  que  {/N,  et ,  à  fortiori,  par  un  nombre 
premier  moindre  que  v/iV,  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

Cherchons  les  diviseurs  autres  que  les  nombres  premiers 
d ,  jg ,  y  ,  * ,  etc.  et  supposons ,  pour  plus  de  facilité  /qu'on  ait 
iV=«t^^/*  :  on  reprendra  les  division» 

<t  Cyl 

Cy^ 

yl 

^yi*  y  C>  J",  yi",  ^  étant,  les  qnotiens  successifs  correspondant 
aux  diviseurs  ot,  a,  C,  y,  puis  on  formera  les  lignée 

a^ «,  «6*; 

5<> e,rtC,  flfc*f; 

5« /,  rt/»,  c* ,  yt^^  A^i^ ,  ceCJ^,  «t«CJ^,  Ayty  C>^,  «*>/, 

dont  chacune  renferme  les  produits  de  tous  lea  diviseurs  déjà 
formes  qui  se  trouvent  au-dessus  ^  par  le  diviseur  ntfmbre  pre« 
roier  qui  est  en  tête  de  la  ligne.  Il  est  visible  que  chacun  de 
ces  produits  est  diviseur  du  nombre  N ,  puisqu'il  n'est  aucun 
d'eux  qui  n'ait  pour  facteurs  les  diviseurs  même  de  N  ;  d'ail- 
leurs fit  ne  peut  être  au  plus  que  deux  fois  facteur  dans  l'un 
quelconque  des  diviseurs  ;  C ,  ^  et  ^  ne  peuvent  Têtre  qu'une 
fois  ;  donc  on  ne  peut  avoir  d'autres  diviseurs  que  les  pré- 
cédens. 
AinsVi  pour  le  nombre  lao ,  on  a  ce  tableau  de  diviseurs 

1 
•  lâo  a 

6o  n^4 
5o  2,  8 

5  5,  10,  i5,  20,  30,  40 9^0  ,  120.. 
Dans  le  chapitre  douzième ,  nous  donnerons  une  formule  qm 
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compte  le  nombre  des  diviseurs  composés  d*an  nombre  dAné» 
116.  Traduire  un  nombre  (Tun  système  dans  un  autre  s^s* 
tème  de  numération. 

Quoique  cette  question  soit  ici  traitée  d*une  manière  pu- 
rement arithmétique ,  cependant  nous  avons  Cru  devoir  là 
transporter  dans  TAlgèbre  ,  parce  que  cette  branche  de  cal- 
cul ne  suppose  pas  plutôt  un  système  de  numération  qu'un  autre, 
ainsi  que  nous  Tavons  observé  dans  lés  notions  préliminaires. 

Proposons-nous  la  traduction  d'un  nombre  dans  le  système 
duodécimal. 

En  général  y .  pour  qu'un  chiffre  exprime  des  douzaines ,  il 
suffit  de  mettre  un  zéro  à  sa  droite  :  ainsi 

(lo),  (20),  (3o),  (4o),  (5o),  (60),  (70).  (80),  (90) .  (Jt>),(-o) 

exprimeront  1  y  q,  5 ^  9  ^  douzaines ,  ^ ,  «  désignant 

les  collections  dix  et  onze  :  nous  avons  d'ailleurs  écrit  ces 
nombres  entre  parenthèses,  pour  rappeler  la  convention  du  sys- 
tème duodécimal.  Si  on  remplace  le  zéro  par  les  caractères 

primitifs  1 ^,  4»  ,  on  aura  toutes  les  collections iSi 

i3 i45-  Le  nombre  i44  est  (100)  :  en  écrivant  en 

place  des  odans  (100),  tous  tes  nombres  antécédens  ,  on  ob- 
tiendra ,  dans  ce  système ,  tous  les  nombres  de  trois  chiffres, 
dont  le  plus  grand  es^  C*»**)*  qui  vaut  ii   X  1  +  i-i  X  1* 

4-11  X  144=  17^7- 

Pour  énoncer  dans  le  système  décimal,  le  nombre  (^aS)» 
on  en  multipliera  le  premier  chiffre  5  par  1 ,  le  second  chiffres 
par  m  ,  et  le  troisième  i"  par  'i44i  ^^  ^  donnera 

5+ 24+1440  =  1463-  • 

Le  nombre 

(<ro5*)  =  11  +  12X5+  1708  X  10=17351. 

Les  nombres  (^«) ,  (J'a^B) ,  (^5^3)  valent ,  dans  le  système 
décimal ,  i3i ,  17706  ,  227211. 

Venons  à  la  question  énoncée  qui  est  l'inverse  de  la  pré- 
cédente. Dans  le  système  duodécimal ,  douze  unités  d'un 
ordre  quelconque ,  valent  une  unité  de  l'ordre  immédiatement 
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i  ganche  :  Ior8qa*6n  divise  par  la  un  nombre  d'un  ordre 
quelconque ,  dans  le  système  décimal ,  le  reste  plus  petit 
]ue  152,  exprime  des  unités  de  cet  ordre  dans  le  système 
duodécimal ,  et  le  quotient  compte  le  nombre  d'unités  de 
Pordre  immédiatement  supérieur.  Ainsi ,  pour  écrire  dans  le 
système  duodécimal  le  nombre  146g  ,  on  divisera  14S9  par  is  » 
et  on  aura  12a  au  quotient  avec  le  reste  5  :  ce  chiffre  5 
que  nous  noterons  (5)  ,  compte  les  unités  du  premier  ordre , 
et  on  en  ai  aa  du  second  ordre  :  pour  trouver  celles  du  troi- 
sième, on  divisera  laa  par  la,  ce  qni  donnera  ^  au  quotient 
avec  le  reste  a  :  on  aura  donc  (a)  unités  du  second  ordre  et 
^du  troisième.  Ainsi,  pour  traduction  de  1469,  on  aura  (^a5). 
Celle  de  ij55i  sera  (i'oSêf)* 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sera  plus  que  suffisant  pour  Tin- 
telligence  de  ces  quatre  premières  opérations  faites  dans  |e 
système  duodécimal. 


I 


Addition. 


(55  •) 


Som.:=:(iaio7) 


Soustraction* 


Multiplication . 


{'jooi'm) 


DiC=(487»i) 


(916a) 

(/0570) 


Prod.  =  (J'97'a) 


Division. 


(^97 '2) 
(^057) 


(916a) 
(916Q) 


Les  considérations  précédentes  peuvent  s'appliquer  à  tous 
les  systèmes,  et  nous  observerons  que  le  système  duodécimal 
réunirait  le  plus  d'avantages,  si  l'habitude  n'avait  consacré 
csluî  qui  est  en  usage  :  dans  le  premier ,  G'*  5^"  4''^  s'écri- 
ront ainsi  (  6^',54  )  >  chaque  unité  du  5  étant  un  douzième  de 
l'unité  du  6,  et  chacune  des  unités  du  4  étant  un  douzième 
de  l'unité  du  5  ,  ou  un  cent  quarante-quatrième  de  celle  du  6, 
ou  de  l'unité  du  premier  ordre. 

Nous  allons  traiter  avec  plus  d'étendue  la  question  de  traduire 
un  nombre  d'un  système  dans  un  autre  système  de  numération. 

Li  expression  d*un  nombre  dans  une  échelle  élant  donnée , 
trouver  l'expression  du  même  nombre  rapporté  à  une  autre 
échelle  dont  la  racine  est  donnée. 
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Désignons  par  a  la  racine  donnée  du  nouveau  système  dont 
les  chiffres  inconnus  eont  ui,B,C, . . .  ^  et  supposons ,  pour 
plus  de  simplicité  ,  que  ce  nombre  cherché  ne  doive  avoir 
qke  cinq  chiffres  ,  de  sorte  qu*on  ait        ' 

iV  étant  le  nombre  donné  qu*il  s'agit  de  traduire  :  on  poum 
écrire 

cette  décomposition  du  nombre  N^  fait  Voir  qu*en  divisant  N 
par  a^  on  a  pour  quotient 

jic^+Ba^+Ca  +  D 

et  pour  reste  le  chiffre  E  des  unités  du  premier  ordre. 

Le  quotient  précédent  n*est  autre  chose  que 

.         (^u4a!'+Ba'i^C)a  +  D\ 

si  donc  on  le  divise  par  a,  on  trouvera  pour  quotient 

jia^  +  Ba+C 

et  pour   reste  le  chiffre  D  qui  compte  les  unités  dn  secoil 
,ordre.  Si  Ton  écrit  u4a^  +  Ba'^  C  sous  la  forme  * 

(^j4a+B)a+C, 
et  si  Ton  divise  par  a ,  on|aura  pour  reste  le  chiffre  C  des  nnilib 
du  troisième  ordre  ;  et  pour  quotient 

u4a^  B , 
lequel  divisé  par  a  ,  donne  pour  reste  B  et  pour  quotient^ii 
Soit ,  pour  exemple  ,  le  nombre  4497  qu'on  propose  de  tra- 
duire du  système  décuple  dans  celui  dont  la  base  est  7.  On  fera, 
conformément  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  la  suite  d'opératiom 

reste  =3       ATT f  7 

resteras  l  i3  /T. 

resterro         1 1  /  7 
reste=6       \'^ 
re8te=i 

Ainsi  le  nombre  4497  traduit  dans  le  système  septénaire ,  est 
4497=1. 74+6. 73+0. 7*+5.7*  +  3.7^=i6o53.         '' 
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Réciprocjnement  ^'pour  repasser  du  nombre  i6o53  à  sa  tra- 
duction dans  le  système  décuple  ,  on  observera  que  le  nombre 
proposé  étant  écrit  dans  le  système  septénaire ,  il  faut  traduira 
10  dans  le  même  système ,  c'est-à-dire  ^  écrire  i3  pour  di^ 
viseur ,  de  sorte  qu'on  a  cette  suite  "de  divisions 


i6o53( 


i3 


liaiij  i3  ' 

reste  =  7  l"6^fi3 

reste  =  9         1  4  f l5 
re8tc=4       \  o 
reste  =4 
On  lira  chaque  dividende  et  le  diviseur  correspondaut  dans 
le  système  septénaire  :  ainsi,  dans  la  première  division,  on  dira 
en  16  qu'on  énoncera  treize^  le  diviseur   i3  qu'on  énoncera 
dix ,  est   1  fois  avec  un   reste  3  à  la  gauche  duquel  tt  faut 
descendre  zéro  ,  ce  qui  donnera  3o ,  ou  vingt-un  qui  contient 
deux  fois  dix  av«c  le  reste  1  qui,  avec  5  écrit  à  sa  droite, 
donne  1 5  ou  douze  ,   qui  contient  1  fois  1  o  avec  un  reste  22 , 
à  la  droite  duquel  on  doit  écrire  3,  ensorte  qu'on  a  a5  ou 
dix'sept  à  diviser  par    10,.  ce  qui  donne  1  pour  quotient  et 
7  pour  reste.  Ainsi  4497  est  la  traduction  du  nombre  pro- 
posé dans  le  système  décimal.  Ou  bien  encore  ,  on  calculera 
les  termes 

1.7^  =  ^401  ;G.73i=:!2o58so.7^  =  o;5.7::=35;3.7<'=3 
et  faisant  la  somme  des  seconds  membres ,  on  trouvera  en- 
core 44(^j. 

117.  Passons  aux  caractères  de  divisibilité  d'un  nombre  ^  dont 
fl  a  été  question.  {Arith.) 

Considérons  ,  poih*  plus  de  facilité ,  un  nombre  de  cinq 
<^hiffres  dans  le  système  décuple ,  et  recherchons  la  condi- 
tion sous  laquelle  il  serait^  par  exemple  ,  divisible  par  g. 
On  a  toujours 

iN^=^  (10)4  +  £(Io)3  +  C(lo)•^-Z)(lo)4•^: 
^i  est  visible  que  le  second  membre  de  cette  formule  revient  à 

-^(io4--i)+  5(io3—  i)^C(io»— i  +Dl{io—i)+A+  B 
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puisqu'on  n*a  faij:  que  soustraire*  et  ajouter  la  somme  des 
chifFres  A^  B  ^  C  ,D  :  or,  pour  que  le  nombre  N  soit  diviôble 
par  9  ou  par  lo  — i ,  il  faut  que  la.  somme  -^-|-  J5  +  C 
+  Z>  +  JE  soit  divisible  par  g  ,  puisque  les  facteurs  lo*— - 1 , 
lo^ — 1 ,  10* — 1  et  lo— 1 ,  sont  chacun  séparément  divisibles  par 
lo —  1  (*).  Ainsi  un  nombre  est  divisible  par  g  ,  lorsque  k 
•omme  de  ses  chiffres  considérés  comme  s*ils  ne  comptaient 
que  des  unités  simples ,  est  divisible  par  g ,  c'est-à-dire, 
lorsque  cette  somme  est  un  multiple  de  g.  Dé  plus ,  si  le 
nombre  proposé  n'est  pas  divisible  par  g  ,  le  reste  de  la  divi- 
sion de  ce  nombre  par  g^  sera  le  même  que  celui  qu'oa 
obtiendrait  en  divisant  par  g  la  somme  de  ses  chiffres  ^  cou» 
sidérés  comme  des  collections  d'unités  simples. 


(*)  a» — ^b"»  est  exactement  diuisible  par  a — b,  m  étant  un  nombre  enxkt 
absolu»  A  cet  effiit,  de  la  divisibilité  de  a* — b*  par  a^^h ,  prouyéc  par  m 
iait ,  nous  conclurons  ceUe  de  a^—- &'  par  a  —  &.  Or  d« 

a*-^b* 
on  déduira 

et  conséquemment  »  après  la  multiplication  des  deux  membres  par  a  ,   • 

a^=ab*'i»aq  (fl— ^) 
donc 

a^-^b^=zab''i'aq(a'^b)'^b^=b*{a-^b)''hag(a-^b):=z(b*'hag)  (a—*.) 

Qr  de  ce  que  le  second  membre  est  divisible  par  a — 6,  il  s'ensuit  qnele  premicE 
membre  Test  aussi.  Delà  divisibilité  de  a^-— 5^  par  a — b  ,  on  passerait  èê 
la  même  manière  à  celle  de  a^ — b^  par  a*^— 6  j  car  en  posant,  à  PimltatiOit 
de  ce  qui  vient  d'être  fait, 

a^-^b^ 

r*  =^  q\  on  aurait  «5=^5-+-^  (a— ^) , 

«  —  o 

et  en  multipliant  par  a  , 

a^zrzab'^  +  aq*  {a'^b)j 
et  de  là 

donc  A 

De  la  divisibilité' démontrée  de  a4 — b^  para — b ,  on  déduirait  celle  de  a«— i* 
par  a — b.  De  sorte  qu'il  est  démontré  généralement  que  a»— jt»  est  dÎTÎ^iUt 
par  a  —  b,  m  étant  un  nombre  entier.  Nous  donnerons  une  démonstratioa 
générale  de  cette  proposiûon  (chap.  la). 


i 
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H  s*a^8fiaitdn*âiyi8ear  8 ,  on  écrirait  la  formale  du  nombre 
ainsi  qu'il  suit: 


,4^aO  +  JB(io3— a')  +  C(io*  — a»)  +  i3(io— a)+a4^ 

0U8  les  termes  de  ce  développement,  à  l'exception  de 
4-  aD  -|-  Ef  sont  d'eux-mêmes  divisibles  par  8 ,  ou  par 
-  a  ^  donc  s'il  y  a  un  reste  >  il  ne  peut  être  que  4C-|»aD-|-£» 
cette  somme  est  divisible  par  8 ,  le  nombre  proposé  sera 
ible  par  8.  Or  loo  divisé  par  8  donne  4  P^^^  ^^^  >  lo  di- 
paùr  8  donne  le  reste  a  j  dénc  en  divisant  par  8,  un  nombre  de 
aines,  il  doit  rester  4  fois  le  chifEre  des  centaines  ;  en  divi*-  / 
par  8  un  nombre  de  dixaines ,  il  doit  rester  a  fois  le 
Te  des  dixaines  :  si  à  la  somme  de  ces  deux  restes ,  on 
te  le  chii&e  des  unités  ^  on  a  une  somme  qui  sera  ou  non 
ible  par  8  j  suivant  quÊ  le  nombre  lui-même  sera  ou  non 
ible  par  8  ^  et  réciprt)quement. 

Dut  nombre ,  en  tant  qu'on  doit  le  diviser  par  7,  peut  être 
K>us  la  forme 


5«_3»)+  ^iCio»-'— 3«->)+  C(io"-»  —  3»-»)  4-. . . 
4.  j|f(io*— 3»)  4-  JP(io— 3)4-Q(ioo— 3«) 
4-  >^.3«+^,3'»r'-hC.3'»-*+..  .qM^P+Q. 

premiers  termes ,  c'est-à»dire  ^  ceux  des  deux  pi:emières 
s  étant  divisibles  par  10— 3=7,  s'il  y  a  un  reste  ,  il  ne 
venir  que  de  la  dernière  ligne  divisée  par  7.  Or  le  reste 
i  division  de  3^  par  7  est  i  ,  celui  de  la  division  de  3  par  7 
,de3*par7esta,de3^par7e8t6,  de3*par7est4,de3^par7 

,  de  3*  par  7  est  i,  de  3^  par  7  est  3 et  Ton  voit  que  les 

les  restes  reviennent  dans  le  même  ordre^et  qu'ils  forment  des 
3des  qui  commencent  toutes  par  l'unité.  Il  suit  de  là  que 
i  a  le  nombre  1 3527541  >  à  diviser  par  7,  les  restes  de» 
ions  des  unités,  des  dixaines  ,  centaines,  etc. ,  par  7,  seront 
•is  le  chiffre  des  unités,  3  fois  celui  des  dixaines,  a  fois 
L  des  centaines  ^  etc.  de  sorte  que  la  somme  des  restes 
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t'obtiendra,  en  multipliant,  Ton  par  l'autre,  les  chiffres  corren 
pondans  des  deux  nombres  i352754i  et  3i546a3i.  Après  avdt 
trouvé  io4  pour  somme  des  restes,  on  répétera  l'opératioa 
sur  cette  somme,  et  on  obtiendra  le  reste  final  de  la  division. 

Terminons  parle  caractère  de  divisibilité  par  n.  Le  nombre 
iV  peut  se  mettre  sous  la  forme         ^  '   ' 

^^^=^(1 1— i)«+5(i  i~i)»-»+C(i  1—1)»-»+ 

+i'(u-,)+Ç,]n 

n  étant  le  nombre  des  chiffres  moins  un  de  N.  Or  dans  les  dènrv 
loppemensde  ces  binômes  (n — 1)«,  (11 — i)"""',  etc.  supposii 
ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  de  n  (cbap.  la), 
les  termes^à  l'exception  du  dernier ,  sont  divisibles  par  1 1  : 
plus ,  le  dernier  terme  des  puissances  impaires  de  1 1**— 1 ,  est  ni- 
gatif ,  et  celui  des  puissances  paires  de  11-— 1  est  positif.  C'«st 
dont  ir est  facile  de  s'assurer,  en  effectuant  les  opérations is- 
diquées  par  11  —  1,  (11  —  i)*,(ii  — 1)^,  etc.  Donc  si  la  £• 
vision  par  1 1  donne  un  reste ,  il  sera  le  même  que  celni  di 
}a  division  par  1 1  de  Q'^P'-^'M —  N ,  etc.  qui  n'est  que  h 
somme  des  chiffres  successifs  du  nombre  ,    alternativemeitf 
affectés  des  signes  -|-^^ — •  Ainsi,  pour  avoir  le  reste  de  k 
division  par  1 1  du  nombre  64673,  on  fera  les  deux  sommes 

3+5+6  =  14 
—  7—4=11 

w 

Reste  =3   3 

« 

d'où  Ton  conclut  que  la  division  du  nombre  proposé  parii^ 
donne  le  reste  3. 


J 
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CHAPITRE    IX. 

Des  Radicaux. 

118.  Xja  puissance  de  Tordre  m  d'une  quantité,  m  étant 
un  nombre  entier  absolu ,  est  le  produit  de  cette  quantité 
multipliée  m  —  1  fois  de  suite  par  elle-même,  ou  le  produit 
de  cette  quantité  m  fois  facteur  (34).  Ainsi  on  a  , 

(^aP)'^:=aFXarXa^+  etc.  =:aP^P'^f'^''''=aP"'. . .  .(i) 
OÙ  le  nombre  des  facteurs  aJ*  est  égal  à  m. 
On  aura  de  même  (Sa^S) 

(aPiV)"*=(a''iV)  (a^b^c^  etc.  =.aPày . .  .h'^h^ . .  .cfc^... 

=  (aO*  (A')"*  (O"-  •  •  •  (-î?) 
en  obseryantque  dans  chacun  des  produits  ^  tels  que  aPaP  etc. 
ou  &^M  etc.  f  il  entre  m  facteurs  égaux. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  (chap.  Y)  et  (1 17)  on  a 


<a\'"_  Q"»    /'aJPb^y  _  jaPY  (i^"»  _  aPH'J' 


Non8  conclurons  de  (i)  que  pour  élever  une  quantité 
monôme  à  une  puissance  quelconque ,  ilj^aut  multiplier  C ex- 
posant de  la  quantité  par  celui  de  la  puissance. 

Les  égalités  (â)  et  (3)  nous  montrent,  i°.  que  la  puissance 
dun  produit  >  est  le  produit  de  cette  même  puissance  de  chacun 
des  facteurs, 

a\  Que  la  puissance  d!une  fraction ,  est  le  quotient  de  la 
puissance  de  même  ordre  de  son  numérateur  et  de  son  déno- 
minateur, 

119.  Toute  puissance  de  degré  pair  d'une  quantité  positive 
ou  négative f  est  nécessairement  positive,  £n  effet  âm  étant  la 
formule  des  nombres  pairs ,  on  a 

a*.  Toute  puissance  de  degré  impair  dune  quantité ,  est  de 
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m 

même  signe  que  cette  quantité.  La  formule  générale  des  nom- 
bres impairs  étant  an»  -4-  i  ^  on  a 

±86  prononçant  +  ou — . 

120.  La  quantité  qui  a  été  élevée  à  une  puissance ,  se  nomma 
racine  de  cette  puissance;  ainsi  la  racine  du  degré  m  d'une 
puissance,  est  cette  quantité  qu'il  a  fallu  multiplier  m— i 
fois  par  elle  -  même  ^  pour  avoir  la  puissance  en  question. 
On  conclut  de  cette  définition  d'une  racine  et  des  exemples 

^  donnés  (i  i8).  i*.  que  la  racine  m""*'  d'une  quantité  telle  quê 
éJ^'^y  p  étant  un  multiple  de  m ,  s* obtient  en  divisant  l'exposant 
p  de  cette  quantité  y  par  ti^ndicey  de  la  racinem;  â^.  que  /Sorm- 
cine  d'un  produit  est  le  produit  de  c^fte  même  racine  de'  chacun 
des  facteurs.  3*.  que  la  racine  d^une  fraction  ,  est  le  quotiêÊt 
entre  la  racine  du  numérateur  et  la  même  racine  du  déiuh 
minuteur. 

121.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  i  extraire  la  radne 
m'^*  de  a^y  l'exposant  p  de  la  puissance  n'étant  plus  exac- 
tement divisible  par  l'indice  m  de  la  racine  à  extraire.  Pui^ne 
dans  le  cas  où  l'exposant  p  de  a  est  divisible  par  m  »  la  racine 

L 
jj^imt  jg  aP^esta"*,  il  parait  fort  naturel  d'employer  encore  cette 

notation  dans  l'hypq^èse  présente ,  puisqu'au  fait  on  a  à  ind»* 
quer  une  division  qui  ne  peut  se  faire  :  alors  la  racine  ne  pourra 
plus  s* obtenir  exactement,  on  ne  l'aura  qu'approchée.  Ces  expo- 
sans  fractionnaires  indiqueront  donc  des  racines  de  puissance 
imparfaites. 

122.  Pour  indiquer  une  racine  à  extraire,  on  est  convenu 
d*employer  ce  signe  \/  qui  n'est  autre  chose  que  la  lettre  ini- 
tiale du  mot  racine ,  déformée  ;  on  le  place  en  avant  de  la 
puissance ,  et  on  écrit  dans  l'ouverture  Tindice  m  de  la  racine 
à  extraire.  On  a  donc 

|/aP  =  a"» 
S'il  ne  s'agissait  que  d'une  racine  quarrée ,  on  écrirait  sim- 
plement 
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plement  ]/a^  sans   Fiadice  a  ^    ainsi  que   nous  l'avons  déjà 
fait  (11 5). 

123.  On  aura  donc  «généralement ,  d'après  les  conventions 
faites  (  121  et  122)  et  les  règles  données  (120)  , 

"»   m  m  m  L  JL         L 

•  p        n 

/aPbf  _  y/^TP  _  y/apy^/fe^  _  a"*  X  A"* 

On  déduit  de  là  cette  composition 

3 s  3 3  

1/378000=  </23.3^5^2.7=2.3.5V^i4=3o  1/14  ; 

ce  qui  fait  voir  que  l'opération  arithmétique  pour  extraire  la 
^  racine  troisième  de  378000,  se  réduit  à  celle  de  la  inëme  racine 
du  nombre  1 4,  et  que  préliminairement  on  a  décomposé  le  nombre 
proposé  en  ses  facteurs  nombre»  premiers.  Ou  aura  de  même 

3 3 

ï/378oooa»°A»V3  =  3oa'^iM  y  i4ac. 

124.  Deux  pu  plusieurs  radicaux  du  même  indice  ,  sont  dits 
de  même  dénomination  ;  et  ils  sont  réputés  de  dénominations 
différentes ,  quand  ils  portent  des  indices  difTérens.  Dans  ce 
dernier  cas,  on  peut  quelquefois  les  rappeler  à  une  même 
dénomination;  ce  qui  a  lieu  à  Tégarddes  deux  suivans  V^a^i* 

et  ya^b^  =  a^M=  à',  i*  =  </a^6^  =  {/a^b\ 

126.  Les  radicaux  sont  de  nouvelles  quantités  sur  lesquelles 
nous. aurons  à  pratiquer  toutes  les  opérations  précédenmient 
effectuées  sur  les  quantités  rationnelles  :  nous  commencerons 
donc  par  l'addition  et  la  soustraction.  Généralement  ces  opé- 
rations ne  peuvent  qu'être  indiquées ,   ainsi  qu'il  arrive  si  Ton 

3 
a  à  faire  la  somme  de  ya,  2\/6,  ^y/c,  qui  est  ya-^-^yb 

s 

+  5|/c.  Mais   ya'b  +  y/a'b  +  2  y/a^è  '  =  4 1/^;  3  yab 
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-^l/ ab  ^û^ab.  Dans  ces  deux  derniers  exemples,  oi  : 
a  pu  pratiquer  la  réduction  (19,4^) >  parce  que  les  radicaux  1 
ont  même  indice  ,  et  qu'ils  couvrent*  les  mêmes  quantités ,  1 
auquel  cas  ils  sont  dits  semblables  ;  souvent  cette  similitude  ! 
ne  se  découvre  qu'après  qu'on  a  simp  liEé  les  radicaux ,  et  elle 
est  indépendante  des  coefficiens.  C'est  ainsi  que^  dans  l'exempls 
««ivant,        3  3 3 

36  i^aa^b*  +  Sa  y^oa^'b^—  jab  \^ na^b*  ,  on  a 

3       y_  3       3        

3i  /aa^i*  =  3i  </a^ .  2a*A-=:  Zab  ï/aa*i% 

^  s  3 3 

>     8a  V"  aa^i^ =ia\/b^.  aa*b'=  Sab  y/  aa*t* , 

s  

et  pour  somme  effective  4ob  ^fxa^b^.  On  a  de  mêms 

X/ab"  +  Vc^b^  =  (6 +a6)  V  a. 
ia6<  On  a  démontré  (ia3)  cette  formule 

M  m  _,  _. 

V/aP6^c^=  \/af  X  yb'i^y/  d" 

dans  laquelle  on  lit  cette  règle  :  pour  multiplier  entre  eux  un 
nombre  quelconque  de  radicaux  du  même  indice ,  faites  U 
produit  des  lettres  qui  sont  sous  les  radicaux  facteurs ,  et  00» 
vrez'le  du  radical  commun , 

127.  Passons  à  des  radicaux  d'indices  différens ,  et  supposoni 
qu'on  ait  a  faire,   par  exemple,  le  produit  ^/ a?  par |/i^, 

ou  celui  dea'"pari'"'  :  on  fera  rentrer  ce  cas  dans  le  pré- 
cédent, en  réduisant  au  même  dénpminateur  les  fractions -» 

m 

a 

-^ ,  et  on  aura 

m  m  LJL  fJHL  JJHL  mm  mm' 

yaJ'Xyb^  :g=za"'b''''  =  a"*"»'  X  b'"^  =  y  a?""'  X  V^  b^^ 

mm 


%  ' 
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Oa  aura  de  même  le  produit  des  trou  radicaux 

m  m  m"  Ci--!-  P^n^"         ^jmm"  rmm 


Nous  ne  relaterons  pas  ici  la  règle ,  parce  que  Ténonjcé  en 
serait  fort  compliqué  ,  et  que  d'ailleurs  elle  est  donnée  par 
celle  qu'on  suit  pour  réduire  plusieurs  fractions  à  une  com- 
mune dénomination. 

128.  La  règle  donnée  pour  diviser  deux  radicaux  d'une 
même  dénomination;  se  lit  dans  cette  formule  (120)^ 

m  m 

VaP 


et  il  reste  à  l'étendre  au  quotient  de  deuk  radicaux  qui  n'ont 


m  m 


pas  même  dénomination.  Soit  donc  à  diviser  [/a^  par  y  b^  : 

en  passant  des  radicaux  aux  exposans  fractionnaires ,  on  a 

fit  p  pm  mm  mm 

"~7"  =^       =         =     ',       —  y  x^ni  • 

m'  a  am  mm  »       ^ 


•     \/M  ^b"'^       b^"^'       {/bi"" 


On  peut  d'ailleurs  supposer  sous  les  radicaux  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs ,  et  il  sera  facile  d'assigner  le  quotient , 
en  opérant  d'après  ce  qui  a  été  dit  (127). 

12g.  Faisons  maintenant  a  =  i  dans  la  formule 


m  m  »" 


V/ûPX|/'i^=V/«^.i^> 

elle  deviendra,  en  passant  des  radicaux  aux  exposans  frac- 
tion naires  , 


^m   y^   çjin  ^-  y/flP-^f  rr:  a 
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Dune  la  règle  démontrée  (56)^  à  Tégard  des  exposans  entUn 
positifs  ,  8*étend  aux  exposans  fractionnaires  positifs. 

i3o.    Dans  la    même    hypothèse    6  =  a  ^   le    quotient 


SI 

v/ 


-=-  devient 
P 


m 


a 


m 


autre  extension  de  la  règle  donnée  (55)  aux  exposans  fracti<»'j 
naires  positifs. 

i3i.  Dans  la  suppoûtion  permise  de  p  =:o^  la  formols I 
précédente  devient 


—  z=.a 


jn, 


m 


transformation  démontrée  (54)  dans  le  cas  de  l'exposant  es-j 
tie^r ,  et  qui  convient  encore  à  l'exposant  fractionnaire.  QuOR 
pose  maintenant  les  deux  égalités 


p 

.ni 


a 


m  , 


a 


m 


a 


m 


et  qu'on  les  multiplie  membre  à  membre^  on  aura  les  prodoiii 
égaux    , 


1  1 

"7^  "^~    P 


.m 


ou  bien 


a 


m 


X  a  "^zzza 


m      m 


On  voit  donc  que  les  exponentielles  à  exposans  entiers  eti 
«xposans  fractionnaires  négatifs  ^  suivent  la  même  règle  daoïj 
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lear  multiplication.  L9  division  de  a  "^par  a   "*  donne   pour 

quotient 

1 


-  2         I 


=ra"*    "*  =  a  "* 


P      L      ^ 


Or  l'exposant  du  quotient ,  savoir  — ~  +  — ,  est  l'exposant 

mm 

du  dividende  moins  celui  du  diviseur  ^  ce  qui  est  encore  un« 

généralité  de  la  règle  relative  à  la  division  des  exponentielles. 

1 3â.  L'exposant  étant  un  nombre  irrationnai  tel  que  ^â  qu'on 
ne  peut  assigner  exactement,  on  pourra  du  moins  supposer  qu'on 
ait  extrait  cette  racine  avec  une  approximation  suffisante  et 
telle  y  que  l'erreur  soit  négligeable,  ensorte  que  cet  exposant 
sera  une  fraction  décimale  terminée  qu'on  pourra  remplacer 
par  une  fraction  ordinaire;  alors  ces  exponentielles  suivront 
en  tout  les  règles  précédemment  démontrées. 

i33.  La  formation  des  puissances  des  quantités  radicales  ^ 
n'est  autre  chose  que  la  multiplication  d*un  nombre  de  ra- 
dicaux de  même  indice,  marqué  par  le  degré  de  la  puissance, 
ensorte  qu'il  faut  faire  (126)  la  puissance  demandée  de  la 
quantité  qui  est  sous  le  radical  proposé ,  et  l'afFecter  du  radical 
commun.  Si  l'indice  du  radical  est  multiple  de  la  puissance  en 
question ,  l'opération  se  réduit  alors  à  diviser  cet  indice  par 
l'exposant  de  la  puissance.  Nous  donnerons  deux  exemples  pour 
ces  deux  cas. 

m  "t  «If  /  m 

(  V/a?60' =  i/^^S  v/o'"*^' =    V  ^^^'^^ 

Si  l'exposant  de  la  puissance  est  égal  à  l'indice  du  radical  >  la 
puissance  est  la  quantité  sous  le  signe.   En  effet ,  l'indication 

•m        _ 

^   V/o^  rappelle  quea/'  est  la  puissance  m""'  d*un  certain  nombre 


r 
P 


86 


i  L  é  M  R  N  « 


\/aP  qu'on  peut  toujours  assigner  soit  rigoureusement ^  soit  par 

m 

approximation ,  ensorte  que  la  pmissance  m' de  i/  a^  est  a^, 
1 34-  Pafssons  à  Textraction  des  racines  des  radicaux  >  et  soit 

n 

V  a'  dont  on  demande  la  racine  m""',  ce  qu'on  indique  de  cette 
manière  v/  v  û*  •  o"  posera 


m  •    R 


en  faisant  ^/a'  =  ce  :  élevant  de  part  et  d'autre  à  la  puissance  m, 
on  trouve 

ce  ou  V/a'=x"*  ; 
élevant  de  nouveau  à  la  puissance  n,  on  obtient 

Si  Ton  extrait  la  racine  mn  de  part  et  d'autre ,  on  revient 
cette  autre  énonciation  de  x  ^  savoir  : 

m  

""*—  t  /  "  — 

\/a'=ix—\/   \/a'. 
On  trouverait  par  un  semblable  calcul 


m 


Ht,  à  cet  effet,  on  ferait  i°  V     </  J/a'  =  a ,  d'où 


£ 


,0     (/    ^/fl'  =  ^  ,  d'où 


n 


^   ^ 


ff=x"»,  et^=  '^   v/a'=a:^»; 


5^  V/«»=:y,d'où 


«t  en  lia 


V/^  =  x""*,  et  5/=  V/a*=x'""'', 


mnpij 


a*  =  a?"""'*  ;     d'où    xzxya*. 


!î 


ic 
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Ainsi  ^  par  exemple,  la  racine  12*  d'un  nombre  a  ,  peut 

être  transformée  en  \  y  \/a ,  c'est-à-dire  qu'après  avoir  dé- 
^  composé  le  nombre  la  en  ses  facteurs  nombres  premiers 
;  8,  a,  a(ch.  VIII)  ,  on  prendra  la  racine  carrée  du  nombre  a, 
^  du  résultat  la  racine  quarrée ,  et  de  celui-ci  la  racine  cubique. 
^  L'extraction  d*une  racine  3G""' exigera  donc  au  plus  celle  d*une 
F    racine  cubique  ,  puisque  le  plus  grand  facteur  nombre  premier 

de  56,  est  3. 

m  i      ^ 

i55'.  Si  dans  l'égalité  {/a  =  a'"  où  nous  supposerons  que  a 
"  ^représente  un  nombre  plu3  grand  que  l'unité  ,  on  fait  m  =  -» 

on  aura 
î  P 

Soit  maintenant  q  =9 ,  et  on  sera  conduit  à 

P 

ô  0 

•r  -  est  (ga)  la  limité  des  nombres  croissans  -,  doTic  runité  est 

la  limite  des  racines  dont  rindice  croît  coniivuellement^ 
Si  p  =:  o  ^  on  a 

•  f 

Donc  de  l'indice  zéro  à  l'infini ,  la  racine  rm/ient  de  l'injini 
à  runité. 

A  l'hjrpothèse  p=g  y   correspond 

P 

ya  t=   y'a'^zafrria, 

ensorte  qu'en  passant  de  Tindice  1  à  Tindice  zéro  ,  la  radSno 
parcourt  la  digression  des  nombres  depuis  le  nombre  donné 
inclusivement  jusqu'à  Finfini. 


/   . 
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i36.  De  ce  que  la  puissance  paire  d'une  quantité  soît  po- 
iitive  ,  soit  négative  ,  est  toujours  affectée  du  signe  +  (iiS)t 
il  s'ensuit  que  la  racine  paire  d*une  quantité ,  peut  ètri» 
positive  ou  négative  ,  et  qu'ainsi ,  à  moins  que  lé  signe  de  cetti 
racine  ne  soit  indiqué  par  Ténoncé  de  la  question,  ondetf^ 
généralement  affecter  la  racine  de  l'un  et  de  l'autre  signe  | 

a» 

dont  on  fera  précéder  le  radical  en  cette  manière  :  dz  i/J^' 
Qn  étant  la  formule  des  nombres  pair5. 

ÈM 

iZj.  On  ne  peut  donc  assigner  la  racine  ^ — c,  car  —  a 
ici  une  puissance  paire  (i33),  et  ces  puissances  ont  toutes  lej 
fiigne  +,  ensorte  que  cette  racine  ne  peut  être  un  nombi 
positif,  négatif ,  ni  même  zéro.  On  pourrait  être  tenté  de  croirf] 
que  ces  racines  qu'on  ne  peut  assigner  y  qui  sont  impossibles |' 
et  qu'on  nomme  imaginaires  ;  doivent  être  re jetées,  ou  qu'elle 
ne  peuvent  être  du  domaine  du  calcul.  On  se  tromperait  ce-^ 
pendant:  le  calcul  des  imaginaires  est  ot  la  plus  grande  impor- 
tance ;  d'ailleurs  ces  imaginaires  sont  dans  l'Algèbre  un  sym^i 
bole  précieux:  en  effet ,.  souvent  on  ne  peut  reconnaître  an 
simple  énoncé  si  la  question  proposée  est  possible  ou  non 3  or 
quand  la  solution  conduit  à  des  imaginaires ,  on  est  averti  par 
là  que  ce  qu'on  demande  est  impossible ,  puisqu'on  est  conduit 
à  assigner  la  racine  paire  d'un  nombre  négatif. 

i38.  De  ce  que  toute  puissance  impaire  d'une  quantité 
conserve  le  signe  de  la  racine  (119)  ,  il  s'ensuit  que  la  racine 
impaire  d'une  quantité  négative ,  est  négative;  ensorte  que 

\/—a  =  —  l/â: 

on  peut  donc ,  dans  ce  cas ,  faire  passer  le  signe  —  horg  du 
radical ,  et  réciproquement. 

'  39.  Les  radicaux  imaginaires  suivent  dans  l'addition  et  dans  la 
soustraction ,  les  règles  qui  conviennent  aux  radicaux  réels.  Ainsi 


4  4 


•a=3^—a',6+\/—4  +  G—\/—4:^ 


12. 
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i4'».  Nous  verrons  dans  le  numéro  suivant,  que  tout  radical 
imaginaire  le  devient  par  |/—  i  qui  s'introduit  en  l'acteur;  il 

nous  suffira  donc  de  donner  la  règle  pour  mullip^er  y/    —  i 

par  \/  —  I.  Or  multiplier  î/ —  i  par  J/^  i  ,  c'est  prcMidreîe 

carré  de  V^ — i  ;  c'est  donc  repasser  à  la  quantité  qui  est  sous 
le  radical  (i33).  On  a  donc  \^ 

V/— 1  xV— 1=— 1- 

Ainsi ,  quoique  les  facteurs  soient  imaginaires,  le  proc!:*^  est 
Cependant  réel,  c'est-à-dire  qu'il  est  un  nombre  de  i'e.-pt'  -  cîe 
ceux  que  nousconnaissons.  Nous  avons  déjà  remarqué  quel; -la- 
ginarité  disparaissait  dans  la  somme  des  nombres  b'  +  V  —  4 
et  6  —  V/—  4*  On  ne  peut  pas  dire  que 

i/— IX  »/— 1=  </+~T=±:  1, 

ce  qui  paraîtrait  cependant  résulter  de  la  règle  pour  multiplier 
deux  radicaux  d'un  même  indice  ;  car  en  supposant  x  =  V — *> 
soit ,  s'il  est  possible , 

cd^-=:±:  1  ; 

on  aurait  en  prenant  le  signe  supérieur ,  et  extrayant  la  racine 
carrée  de  part  et  d'autre , 

x=z  \/ — 1  =±1  , 

ce  qui  est  absurde ,  puisqu'un  nombre  imaginaire  serait  égal 
à  un  nombre  réel. 

i4i-  Sôit  l'égalité  parfaite 

(c — b)  a={c'^b)a  : 
Kn  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d'autre ,  on  aura 

\/c—b  X  V/a  =   \^(c  —  b)a'y 

aquelle,  sous  la  relation  i>c/Ou  dans  l'hypothèse,  par 
îxemple ,  i  =  c  +  i  ,  devient , 

galité  qu'on  peut  se  contenter  de  vérifier  en  élevant  de  part  et 
l'autre  au  carré  :  cette  transformation  fort  ^n  usage  ^  fait  voir 
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que  toute  racine  îmaîginaire  n'est  telle  que  par  le  facteur  v/—  1 , .  1, 
On  en  déduirait  ,  en  y  écrivant  ab  pour  a , 

1°. . .  V^;il^=  \/ûb  X  1/—  1  =  ]/a.  V/6.  V/—  1 

a», . .  y^—a  X  l/— 6  =  V^— 1  i/a  ]/—  i\^  h 

.résultats  qu'il  faut  bien  retenir. 

Que  l'on  divise  par  \/b  les  deux  membres  de  l'égalité  absolue 

V/— 1  X  Va  =  /"^^  X  V/^, 
on  aura 

^ _^/_^X-^^l/-iXY/-; 

et  conséquemment  de  la  première  à  la  dernière  transformation, 

5r»  V  — a       .  /      a 

175^  — V      6 

EnEn 

y/— g  _  Va  i/— I  _  V/f  _  ,  /â 

On  voit  que  ,  dans  ce  dernier  exemple  ,  l'imaginaire  l/^—  i 
disparaît  encore  y  ou  qu'elle  ne  se  reproduit  pas  dans  le  résul" 
tat  qui  est  réel. 

142.  Qu'on  ait  à  faire  le  produit  {^6+V—^)  (6— V/— 4)î 
cm  trouvera 

36+6  \/  — 4+4  =  40 

résultat  réel.  On  pourra  convertir  la  fraction î-; — -»  eï 

^  1— l/— 1 

une  autre  dont  le  dénominateur  ne  renfermera  plus  le  radical: 
à  cet  effet,  on  multipliera  haut  et  bas  par  i+y/— 1 ,  et  on 
aura  pour  dénominateur  le  produit 

(l+\/-l)    (l-V/-l)=2, 

^n  observant  qu'on  a  à  faire  le  produit  d'une  somme  par  une 
différence,  lequel  est  la  différence  des  carrés  (48),  c'est-à- 
dire,  1*— (V/ — i)*=:i+i=2;  ensorte  que 
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plement  l/o^  sans  Tiadice  a  ,  ainsi  que  nous  l'avons  dcjÀ 
fait  (il 5). 

ia3.  On  aura  donc  «généralement ,  d'après  les  conventions 
faites  (121  et  laa)  et  les  règles  données  (lao)  , 

•  p  q 

/aJ'bt  _  y/^TP  _  \/aPX\/b^  _a^*X&'" 

On  déduit  de  là  cette  composition 

3 s  3 3  

1/378000=  1/23.33.5^2.7=2.3.51/14=30  V^i4; 

ce  qui  fait  voir  que  l'opération  arithmétique  pour  extraire  Ja 
racine  troisième  de  378000,  se  réduit  à  celle  de  la  même  racine 
du  nombre  1 4>  et  que  préliminairement  on  a  décomposé  le  nombre 
proposé  en  ses  facteurs  nombrei^  premiers.  On  aura  de  mcme 

3 3 

1/3780000'°*  V3  z=  5oa^b^c^  y  i4ac. 

124-  Deux  pu  plusieurs  radicaux  du  même  indice  ,  sont  dits 
de  même  dénom^ination  ;  et  ils  sont  réputés  de  dcnoininatlons 
différentes,  quand  ils  portent  des  indices  dilTérens.  Dans  c« 
dernier  cas  ^  on  peut  quelquefois  les  rappeler  à  une  même 
dénomination  j  ce  qui  a  lieu  à  l'égard  des  deux  suivans  y^a^b* 

^  6    i  3      a,  ^ 

et  \^a^b^  =  a^M=  aF .  6*  =   \/a^b^  =  \/a^b\ 

125.  Les  radicaux  sont  de  nouvelles  quantités  sur  lesquelles 
nous  aurons  à  pratiquer  toutes  les  opérations  précédenmient 
ciFectuées  sur  les  quantités  rationnelles  :  nous  commencerons 
donc  par  l'addition  et  la  soustraction.  Généralement  ces  opé- 
rations ne  peuvent  qu'être  indiquées,   ainsi  qu'il  arrive  si  Ton 

3 
a  à  faire  la  somme  de  ^a,  ay/ô,  Sy/c,  qui  est  \/a  +  ^]/b 

+  5  |/c.  Mais   Và^b  +  \/a^h  +  o.\/a^b  =4\/^;  3  y  ah 
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même  signe  que  cette  quantité.  La  formule  générale  detnooi"! 
brea  impairs  étant am+  i  ,onsL 

db  se  prononçant  +  ou—.  ^ 

1  ao.  La  quantité  qui  a  été  éleuée  à  une  puissance ,  se  homme' 
racine  de  cette  puissance;  ainsi  la  racine  du  degré  m  d*nae 
puissance ^  est  cette  quantité  qu'il  a  fallu  multiplier  m— i 
fois  par  elle-même ,  pour  avoir  la  puissance  en  çiestiai. 
On  conclut  de  cette  définition  d'une  racine  et  des  exemphp: 
^donnés  (118).  i*.  que  la  racine  mf*^  d^une  quantité  telle  qm\ 
a'"*^  p  étant  un  multiple  de  m ,  s* obtient  en  divisant  Vi 
p  de  cette  quantité  ^  par  ri-ndice,  de  la  racinem;  5»^.  que  ta , 
cine  d'un  produit  est  le  produit  de  C|fte  même  racine  de*  cî 
des  facteurs.  3*.  que  la  racine  dune  fraction  ^est  le  qu 
entre  la  racine  du  numérateur  et  la  même  racine  du  dékiA 
minateur* 

lai.  Supposons  maintenant  cpi'on  ait  i  extraire  la  rat&é, 
m*^*  de  a^,  l'exposant  p'de  la  puissanée  n'étant  plus  exac- 
tement divisible  par  Tindice  m  de  la  racine  à  extraire.  PuiigiM 
dans  le  cas  où  l'exposant  p  de  a  est  divisible  par  m  »  landns 

jf^umt  j^  aP^esta"^,  il  parait  fort  naturel  d'employer  encon^cetb 
notation  dans l'hjpq^èse  présente^  puisqu'au fait  on  a  à  indft* 
quer  une  division  qui  ne  peut  se  faire  :  alors  la  racine  ne  pdona 
plus  s'obtenir  exactement^  on  ne  l'aura  qu'approchée.  Ces  exgtt' 
sans  fractionnaires  indiqueront  donc  des  racines  de  puiasânM 
imparfaites. 

122a.  Pour  indiquer  une  racine  à  extraire^  on  est  confina 
d*employer  ce  signe  \/  qui  n'est  autre  chose  que  la  lettre  ini- 
tiale du  mot  racine ,  déformée  ;  on  le  place  en  avant  de  k 
piilssance ,  et  on  écrit  dans  l'ouverture  l'indice  m  de  la  ra^n* 
à  extraire.  On  a  donc 

\/aP  =  a"» 
S'il  ne  s'a^ssait  que  d'une  racine  quarrée ,  on  écrirait  eim« 

plement 
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plement  \/a^  sans   rindice  a  y    ainsi  que   nous  Tavons  dcjà 
fait  (il 5). 

iâ3.  On  aura  donc  «généralement ,  d'après  les  conventions 
faites  (121  et  laa)  et  les  règles  données  (lao)  , 

"»   m  m  m  f.  ^         J!. 

•  P  '/ 

m    ______  n*  mm  —  — 

On  déduit  de  là  cette  composition 

3 s  3 3  

1/378000=  v/23.33.5^2.7  =2.3.51/ 14=  3oV^i4; 

ce  qui  fait  voir  que  l'opération  arithmétique  pour  extraire  Ja 

racine  troisième  de  378000,  se  réduit  à  celle  de  la  même  racine 

du  nombre  1 4^  et  que  préliminairement  on  a  décomposé  le  nombre 

proposé  en  ses  facteurs  nombre»  premiers.  On  aura  de  même 

3 3 

l/378oooa*°6V3  _  Soa'^iV  y  i^ac, 

ia4*  Deux  pu  plusieurs  radicaux  du  même  indice  y  sont  dits 
de  même  dénom^ination  ;  et  ils  sont  réputés  de  dcnomimitions 
différentes  y  quand  ils  portent  des  indices  dilTéreiis.  Dans  c« 
dernier  cas,  on  peut  quelquefois  les  rappeler  à  une  même 
dénomination^  ce  qui  a  lieu  à  Tégarddes  deux  suiyans  \^ a?b'^ 

^  6     <f  3       ft  _^ 

et  \^a^b^=â^Mz=:z  oF.  9  =  s/d^h'-  =  \/a''h^. 

125.  Les  radicaux  sont  de  nouvelles  quantités  sur  lesquelles 
nous .  aurons  à  pratiquer  toutes  les  opérations  précédenmient 
effectuées  sur  les  quantités  rationnelles  :  nous  commencerons 
donc  par  l'addition  et  la  soustraction.  Généralement  ces  opé- 
rations ne  peuvent  qu'être  indiquées,   ainsi  qu'il  arrive  si  l'on 

3 
a  à  faire  la  somme  de  y/a,  ay/ô,  5v/c,  qui  est  i/a  +  av^^ 

4-5  l/c.  Mais   Va^h  +  l/a*i  +  o.y/a'h  =41/^;  3  y  ah 
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Ainsi  I  par  exemple  ^  qu'on  ait  à  élever  â5  au  carré ,  oji  feri 
a  =  22C  et  6=:  5^  et  on  trouvera 

c*  =  400 

aai  =200 
b'*  =   25 


(25)*=G25. 

Si  dans  la  formule  précédente  0]>  augmente  le  chiffre 
unités  d'une  unité  ^  ou  si  Ton   suppose  que  b  devienne  b  4"  h 
on  trouve  pour  le  carré  consécutif 

c»-(-aaCM-i  )+(b+i  )*=a*+2aJ+è»+sa4.26+i 

=(a+il)^Ê(a+è)+i (s 

en  observant  que  a^+^ab  +6*  ==  (a  +  by,  et  que  aa+i 
peut  se  mettre  sous  la  forme  2(04-^). 

Des  formules  (i)  et  (2)  on  conclut  que  lorsqu'une  n 
est  augmentée  d'une  unité  ^  le  carré  est  augmenté  du  doi 
de  cette  racine ,  plus  l'unité.  Ainsi  lorsqu* après  avoir  troi 
les  dixaines  et  les  unités  d^une  racine ,  par  les  procédés  il 
'qués  dans  TArithmétique ,  et  que  nous  répéterons  dans 
chapitre ,  et  retranché  du  nombre  proposé  le  carré  des  dixaii 
plus  deux  fois  le  produit  fait  des  dixaines  par  les  unités,  pi 
le  carré  des  unités ,  le  reste  est  plus  grand  au  moins  â^vM\ 
unité  y  que  le  double  de  la  racine  obtenue ,  on  est  cerUiB\ 
que  le  chiffre  des  unités  ,  est  trop  faible ,  et  qu  ainsi  il  fàxA\ 
l'augmenter. 

Eu  faisant,  dans  la  formule  (1) ,  A=  1 ,  on  trouve 

(a+i)^=a»+2a+ 1  =a*  +  a+  (c+i) (5)  ' 

Donc   le  carré  de  û  -(- 1  est  le  carré  de  a ,  plus  la  soml 

des  racines  consécutives  a  et  a  +  1 .  De  sorte  que  pour  passiti 

du  carré  d^un  nombre  ou  carré  du  nombre  consécutif,  il  faàt\ 

au  carré  du  premier  nombre,  ajouter  sa  racine  plus  le  second] 

nombre. 

Ainsi  le  carré  de  10  étant  100,  celui  de  11  sera  100+  lo+ii»] 

c'est-à-dire 

100+21  =  121.  : 
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oarri  de  5/  étant  Sa^d  >  celui  de  58  est 

3249  +  115=3364; 
le  carré  de  Sq  est 

3364+117=3481: 
celui  de  60  est 

3481  +  119=  36oo. 

147.  Si  l'on  multiplie  le  carré  de  a  -4-  6  ,  on  (a+i)*  par 
tt+^>on  trouvera^  après  les  réductions,  cette  formule'généralt 

(a+fc)3r=a'+3a*6+3afc»+6' (4) 

c3ans  laquelle  ob  lit  que  le  cube  d*un  nombre  composé  de 
tiixaines  représentées  par  a  et  d'unités  désignées  par  h  ,  se  corn- 
fcse  du  cube  des  dixaines^  de  trois  fois  le  carré  des  dixcânes 
kir  les  unités ,  du  triple  produit  des  dixaines  par  le  carré  des 
Mnités  ,  et  du  cube  des  unités.  Ainsi  on  aura  le  cube  de  âS,  en 
Sûsant  a  =  ao  ,  6  =  5  >  et  delà 

a^=  8000 

3a*i=  6000 

3a6*=  i5oo 

b^^  laS 

(s5)3=  16625. 
£n  augmentant  la  racine  d*une  unité ,  on  trouve 

-  .{a+(H-i))^=û3+3a«(6+i)+3fl(i+i)«+(6+i)5 

=a3+3a*i+3a6^+6^+3(a+ô)^+3(a-+-i)+i ....  (5) 

On  voit  donc  que  lorsqu'une  racine  croit  d'une  unité ,  le  cube 
croît  de  trois  fois  le  carré  de  cette  racine ,  plus   trois  fois 

-  cette  même  racine,  plus  Vunité,  ce  qui  fournit  un  caractère 
pour  reconnaître  si  la  racine  cubiqi^^  obtenue  ,  n'est  pas  trop 

•  petite  ,  puisque  ,  dans  ce  cas  ,  le  reste  excédera  au  moins  d  une 
unité  trois  fois  le  carré  de  cette  racine  augmentée  du  triple  de 
•la  racine  elle-même . 

148.  En  multipliant  (a+ft)'  par  a  +  ft,  on  formera  la  qua- 
trième puissance  de  a+ô  ,  qu'on  notera  par  (a +6)^,  et  pour 
laquelle  on  trouvera  ,  après  les  réductions , 

(a+*)^=»a^+4a^4+6a'^i*+4ûi^+i^ (S) 


<)9  £  L  É  M  E   N   s 

149.  Lorsque  Tun  des  deux  termes  a  ou  b ,  sous  Texp 
•ant  de  la  puissance  ,  est  précédé  du  signe  — ,  il  faut  chan 
ger  les  signes  de  tous  ceux  des  termes  des  développemei 
précédens,  qui  renferment  des  puissances  impaires  du  tenu 
négatif  I  d'après  la  règle  que  suivent  les  signes  dans  la  multi 
plication.  Ainsi  des  formules  précédentes (1),  (4),  (S),o 
déduira  celles-ci  : 

(a'^by=a*—Qa  6+6* (7) 

la—by=a^—5a''b+3a  b^—P (8) 

(a— 6)4=a^— 4a36+Sa«6*— 4a63+6^ '. . .   (9) 

i5o.  Que  dans  le  développement  de  (a — 6)%  on  suppoj 
J=i,  on  aura 

(a— 1  )'^=  a*— 2a+i  =  c»—  (sa—  1  )  =  a*—  Ça+^a—i  )).  .(10 

On  conclura  de  cette  dernière  expression  de  (a — 1)*  quel 
carré  d*un  nombre  se  compose  encore  du  carré  du  nombn 
immédiatement  consécutif  y  diminué  de  la  somme  des  deuâ 
racines.  Ainsi  i  -par  exemple^ 

(4.9)'=(5o)^— (5o+49)=25oo— 99=i24o!. 

i5i.  Nous  ferons  connaître  ici  une  propriété  très- remar- 
quable dont  jouit  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels, 
et  qui  consiste  en  ce  que  la  différence  entre  leurs  différenceSi 
est  constante  et  =  12  ;  d'où  résulte  un  moyen  facile  de  la  for- 
mer. Tous  les  nombres  entiers  et  positifs   étant  aussi  compril 

dans  ces  formules , 

3n,     3/1+1,     3/1+ i2, 

il  suffit  de  fortner  les  carrés  qu'on  voit  dans  la  seconde  co* 
lonne  du  tableau  ci  -  joint  : 


1    Nombres, 

Carrés, 

i^res  dijfér. 

Q.'nie  diffhr. 

3/1 
3/1+1 

3/1+2 

9/1- 

9/1*  +  6/1.  +  1 

q/i*  +  1271+4 

6/1  +  1 
6/1  +  3 

2 

611 
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&^-4-i  et6n-f-3  sont  les  différences  entre  le  second  carré 
et  le  premier ,  le  troisième  carré  et  le  second  ^  et  a  la  dif- 
Férence  entre  Ces  deux  premières  différences  :  et  comme  cette 
différence  seconde  ne  contient  plus  n^  on  en  conclut  qu'elle 
ftèra  toujours  a  ^  quel  que  soit  le  nombre  qu^on  suppose  pour  /i. 
Maiz^tenant  étant  donnés  les  deux  premiers  carrés  o  et  i  ^ 
et  conséquemment  la  première  différence  =  i  ^  on  formera  les 
différences  premières  consécutives,  en  ajoutant  a  à  la  différence 
première  i  ^  puis  a  à  la  somme  S  >  et  ainsi  de  suite  ;  on  aura  donc 

Premières  différ ....  1 ,     5>     5,     7,     9,     etc. 
Sedondes  différ. ,  y        ù,    û ,    a ,     a,    etc. 

Ayant  cette  ligne  des  premières  différences,  on  dira 

4  +  5=9  =  (3)« 

9  4-7  =  i6  =  (4)* 
i6Hh9  =  a5  =  (5)» 
etc. 

Mit  on  formera  de  cette  manière  la  suite  des  carrés  des  nom» 
lires  naturels. 

i5a.  Pour  les  cubes  des  noxhbrés  naturels ,  les  différences 
troisièmes  seront  constantes  et  =  6  >  ainsi  qu'on  le  verta  dans 
1«  tableau  suivant  : 


fomb, 


Cubes. 


64a^+  4Sn^+  la/i-j-  1 
64n^+  9Gn*+  48/1+  8 
64^3+ 1 44ii*+ 1  o8/i+a7 


1res 


différences. 


4871^+12/1+    1 

487i»+3Gn+  7 
48n*+6on+i9 


ame*  Jiff^ 


24/1+  6 
24n+i2 


3*' J. 


i,  Effectivement  les  cubes  de  la  suite  dds  nombres  naturels ,  sont 

1,     8,    27,    64,     125,    aiG,    343,     etc. 
t*''diff.  ==     7,     19,    37,    61,      91,      127,    etc. 
diff.  =        12,      18,    24^    3o,      36,    etc. 
"diff.=  6,      6,      6,      6,  etc. 

7 
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et  on  Toit  clairement  qu^étant  donnés  les  trois  première  cnbii 
1  >  9  9   27  >  on  formerait  les  dîiTérences  premières  7  ^  13^  di.] 
celles^  on  déduirait  la  dilFérence  seconde  la  ,  et  au  movift 
de  la  dilFérence  troisième  constante  6 ,  on  continuerait  ëxm 
loin  qu'on  voudrait  les  lignes  des  différences  secondes  et  pn> 
mières^  et  de  là  on  conclurait  la  suite  des  cubes  des  nomhm 
naturels.  Ici  Temploi  des  formules  précédentes  3n  ^  5nHhi>| 
5n  +  2 ,  ne  pourrait  conduire  à  là  troisième  différence  qoi  m 
exige  quatre  nombres  C^). 

i53.  Passons  à  Textraction  des  racines  carrées  et  cubiqncii 
des  nombres ,  et  y  pour  commencer  par  lé  cas  le  plus  simple  j 
supposons  que  ces  racines  n'aient  que  deux  chiffres  ,  ou 


{*)  On  peut  demonurer  cette  ^oposition  plus  générale  dont  FintelligeiiGl 
exige  la  formule  du  binôme  dbnné  (  oh.  xii  )  :  la  différence  m'**»*  de  la  «rà! 
des  puissances  m  des  nombres  naturels:  o^y  i"*  >  a* ,  3". . . .  n"»,  est  um 
quantité  constante  et  égaler  â  l.  a.  3. ...  m.,. m  étant  un  nombre  enikr* 

En  effet  y  soit  prise  la  lettre  a  pour  représenter  les  différences  i'*"',  9*^ 
3*,  etc. ,  un  indice  supérieur  indiquant  Tordre  de  la  différence  y  et  on  indki 
iniîérieur  indiquant  le  rang  diL  terme'  db  U  anite  qu'on  soustrait  dti  suivant | 


o 


ensorte  que  a^   , 
.<0 


.(0 


a 


(0 


.  expriment  les  différences  prenaôèfHi 


.(>) 


.  a^^.  expriment  Jes.diffiîrences  secondes  ,  eic;  Oa 


queaO^),  a^/,  a\ 
aura  donc 

V 

or  en  re^dant-dans  (/»— iH-ï^»»-,  /i— i  comme  le  premier  terme  da  binoiMi 
et  +1  comme  le  second,  on  verra  (cbap.  la)  que 

A  y  By  Qy  ctc.  étaut  indépendans  de  n.  Le  terme  précédent,  saroir: 

«(ilL,)  =  («  —  i)"*  —  (« — a)" = (n  —  2  ^- 1)« — (n — 2)« 

On  trouverait  de  même  toutes  les  autres  différences  premières^ 
Pour  les  différences:  secondes  y  on  aura 

«<1L)=  «(lo*-  ^(-.)  =  '"(''-')""*+•^'*-'î'^*-♦-^('»-»)'•~'-^••:• 
*^'n(1— i)+i— m(«— a)«-  »— ^(/i— a)»*-»— jB(/i— i)«»-J— . .  ..-.m(/i— 9)— I. 
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âbcâines  âepiii$  iine  jusqu'à  neuf  et  des  unités.  On  peut  con- 
sidérer le  carré  des  dixaines  comme  le  carré  du  chiifre  des 
.dixaines  ,  sniyi  de  deux  zéro»;  le  double  produit  des  dixaines 
par  les  unités  ,  comme  donné  par  la  même  opération  faite 
sur  les  chiffres  des  dixaines  et  des  unités ,  ce  produit  étant  suivi 
d'un  zéro.  Ces  observations  s'étendent  à  la  formation  du  cube 
d'un  nombre  de  deux  chiffres.  D'après  cela  >  dans  Ik  retour 
do  carré  et  du  oube  à  la  racine ,  il  ne  faudra  opérer  que  sur 
les  parties  significatives  des  termes  dont  se  composent  ces  pnis^^ 
tances,  et  on  connaît  d'avance  ies  places  qu'elles  occupent  dans 

i — — ^ — 

^  jEîi  mettant  n^^i  sous  la  forme /i-^a+i  ;  on  trouvera  facilement^  après  les 
/  rendions , 

uêt,  Bt9  Cl,  etc.  )  étant  tonjo,nr8  indëpendans de  n. Il  flic  visible qnc  le  terme 

prifcédent  a|*^j.  est  composé  en  n — aetn— 3,  eommeaj*^^  réiai^avanila 
réduction^  en  n — i  et  /i— a ,  qu'ainsi ,  pour  l'obtenir,  il  suffira  de  mettre  dans 

l'expression  réduite  de  ^[^^x  »  parjiout  n-^i  an  lien  dtn,ce  qui  ne  changera 

^   paê  les  ooéfficiens  A^Bx ,  etc.  :  on  aura  donc 

fl[;^3j=i::m.(ïit-.i)  (n— 3)"-»+-4i(n— 3)»^»H^JÎ,(n— 3)"- 4+. . .  «H-m. 

"    On  obtiendra  de  même  les  autres  différences  secoudes. 

On  voit  clairement  qu^une  opération  tonte  semblable  donnerait 

Cette  marche  étant  bien  saisie ,  on  en  conclut  que  le  terme 
^'    '«Îj2-ji  5^  ntim-^i)  (m-^i) ...  [m  — (^— i)]  («— a)'*-*-f--<^^«-*)(«^«)'""'~*  «te. 

^   le  second  membte  étant  toujours  terminé  au  terme  qtfi  a  m-^m  on  zéro  pour 
eSqKMantt  Donc  si  iS  =;:  m  ,  le  second  membre  deviendra 

a^^l^    scm{m^--^t)  (iii-^a)^ 3. 2.1(7* — m)o=;ié2.3 (111—2)  (m — i)m^ 

l'oute  autre  différence  de  même  ordre  sera  la  même  que  celle-ci ,  puisqu'il 
B'j^anra  jamais  de  variation  que  dans  le  dernier  facteur  qui  est  élevé  à  la 
j.paisiance  zéro.  Donc^etc^ 


tf  « 
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ces  puissances  ^  puisqu'on  sait  combien  elles  laissent  de  zéros  1 
leur  droite. 

i54*  Appli^ons  maintenant  ces  notions  préliminaires.  Les 
formules 

dans  lesquelles  a  représente  les  dixaînes  et  b  les  unités^  in- 
diquent clairement  la  suite  des  opérations  arithmétiques  à  faire 
sur  un  nombre  donné  comme  carré  ou  comme  cube ,  à  TeflFet 
d'en  extraire  les  racines  carrée  et  cubique.  Supposons  qu'on 
ait  à  extraire  la  racine  carrée  de  3481  :  ce  nombre  n'a3rant 
que  quatre  chiffres  ^  la  racine  n'en  aura  que  deux ,  savoir , 
des  dixaines  et  des  unités.  Le  carré  du  chiffre  des  dixaines, 
laisse  deux  zéros  à  sa  droite  ;  il  est  donc  dans  34  qui  peut 
renfermer  quelques  centaines  en  sus.  Le  plus  grand  carré 
compris  dans  34  fist  aS  dont  la  racine  est  5.  Soustrayant  a5^ 
ou  plutôt  â5oo  =  a*  du  carré  total ,  il  reste  981  qui  contient 
nab-^-l^,  ou  l'analogue. n  s'agit  de  trouver  b  -  ouïe  chiffre  des 
unités  :  comme  le  produit  Qab  est  terminé  par  un  zéro ,  on 
divisera  la  partie  g8  par  2. 5=  10,  ce  qui  revient  bien  à  la 
division  qu'on  devrait  faire  de  aab  par  2a ,  ou  de  g8o'  pat 

100^  €t  on  aura  le  quotient  g.  Faisant  la  somme 

sai+ô^^rgao  +81  z=:g8i ,  et  soustrayant,  on  aura  zéro  pour 
reste  ;  ce  qui  n'arrive  que  parce  que  le  nombre  proposé  est  un 
carré  pai^it  :  la  marche  serait  la  même  dans  le  cas  contraire. 
Nous  observerons  que  le  chiffre  des  dixaines ,  obtenu  comme 
nous  l'avons  dit ,  ne  peut  pas  être  trop  grand  :  autrement  un^ 
portion  d'un  carré  serait  plus  grandii  que  lé  carré  total. 

Soit  le  nombre  âoSSyg  dont  on  demande  la  racine  cu- 
bique :  cette  racine  ne  peut  avoir  que  deux  chiffres ,  puisque 
le  cube  proposé  est  entre  1000  et  loooooo  :  elle  n'a  donc 
que  des  dixaines  et  des  unités ,  que  nous  représentons  par  a 
et.b.  La  partie  significative  du  cube  des  dixaines  laisse  trois 
zéros  à  sa  droite;  on  prendra  donc  le  plus  grand  cube  coatena 
dans  ao5  ,  lequel  est  ia5 ,  dont  la  racine  cubique  est  5  ;  re^ 
tranchant  le  cube  de  5  dixaines ,  c'est-à-dire,  126000  ,  il  res« 
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fera  80579,  quî  renferme  3a*6+3a6»+&^.  Or  la  partie  signi- 
ficative de  5a*b  est  suivie  de  deux  zéros,  puisque  a  repré- 
sente des  dixaines  ;  elle  est  donc  dans  8o3.  Divisant  8o3 
par  3  fois  le  carré  du  clxiiFre  des  dixaines  ,  c'est-à-dire  par 
75  ^  ce  qui  revient  à  la  division  qu'on  devait  fai^e  de  8o3oo 
par  7600,  on  a  pour  quotient  6=9.  Or,  30*6=67600, 
5ab*=z  1 2i5o ,  &^^7a9>dont  la  somme  =: 80379.  Donc  lé  nom- 
bre proposé  est  un  cube  exact. 

Qu'on  ait  maintenant  à  extraire  la  racine  carrée  du  nombre 
1 88356  :  le  carré  des  dixaines  n'ayant  pas  d'unités  d'un  ordre 
inférieur'  aux  centaines ,  la  partie  significative  du  carré ,  est 
dans  i883;  mais  comme  i883a  plus  de  deux  et  moins  de  cinq 
chiffres ,  les  dixaines  a  dans  la  formule 

a»+aa6+6»..,.(i) 
auront  deus;  chiffres;  on  pourra  donc  poser 

azrzd'^'V (2), 

à!  étant  les  centaines  et  V  les  dixaines ,  et  on  aura 

fl»=z=a'»-f.2a'y4-y». . .  .(3). 

Mais  a'^  n'ayant  pas  d'unités  d'un  ordre  inférieur  aux  dixaines 
de  mille,  on  trouvera  le  chiffre  de  a',,  en  extrayant  la  racine 
carrée  de  18 1  laquelle  est  4  pour  16  ;  l'excédant  est  2  ,  à  côté 
duquel  on  abaissera  83,  ce  qui  donne  283,  et  il  faut  trouver 
V,  Mais  on  sait  que  âa'V  dans  (3)  ,  n'a  pas  d'unités  d'un  ordre 
inférieur .  aux  mille  ;  on  divisera  donc  28  qui  compte  des 
mille ,  par  le  double  du  chifîre  de  cl  ou  par  8  ;  et  on  trouvera 
3  pour  chiffre  des  dixaines.  On^  formera  aa'b'-^  U*,  et  cette 
6omme  24900  retranchée  de  28356 ,  donnera  le  reste  3456. 
On  a  donc  du  carré  total  retranché  a'*+2a'y+6'*;  c'est-à- 
dire  ,  a^  ;  donc  d'après  (1),  le  reste  3456  ne  renferme  plus 
que  f^ob+b^y  et  tout  est  réduit  à  découvrir  b  ,  ou  les  unités. 
Or  le  terme  206  ne  comporte  pas  d'unités  d'un  ordre  inférieur 
aux  dixaines  ;  divisant  donc  dans  le  reste  précédent  3456 , 
345  par  la  partie  significative  de  2a  ou  par  2X45  =  86^^ 
ion  trouve  i=:4.  I<a  racine  est  donc  ^J^. 

Que  le  nombre  dont  on  se  propose  d'extraire  la  racin^i 
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carrée  y  ait  huit  chiffires^  et  qu*il  soit^  par  exemple^  ^Sfl 
56  79  :  sa  racine  sera  toujours  ar{-b,  a  représentant  les  & 
xaines  et  b  les  unités  :  la  formule  du  carré  sera  donc 

Mais  a*  n'ayant  pas  d'unités  d'un  ordre  inférieur  au^  cen-f 
taines,  la  partie  significative  de  a*  sera  dans  a8  54  56  :<9 
ce  nombre  ayant  plus  de  deux  chiSres  ^  sa  rac}ne  a  sera  i» 
plus  d'un  chiffre  ;  ensorte  que 

a^  étant  les  dixaines  de  a ,  ou  les  centa,ines  de  la  racine  ^  et 
b'  les  unités  de  a^  ou  les  dixaines  de  la  racine.  Donc 

a»=a'«+aa'6'+^'^  /.  .(3), 

Mais  a'^  n'ayant  pas  d'unités  d'ui^  ordre  inférieur  auxcentainsi 

de  a8  34  56 ,  sa  partie   significative  sera  dans  a8  34  >  ^ 

.  comme  ce  c^rré  est  encore  de  plus  de  deux  chiffres  |  sa  racine 

qf  en  aura  plus  d'un ,  et  on  pourra  supposer  , 

,. /,  .       f^^^'+y ...(4), 

d  ou  resuite 

a''=:a''*+Qa''b'+b"\  .(5), 

a"  étant  les  mille  et  b"  les  centaines  de  la  racine  totale.  Qt 
d'^  n'ayant  pas  d'unités  d'un  ordre  inférieur  aux  centaines  de 
fiS  34 ,  sa  partie  significative  sera  dans  28  dont  la  racine  est 
5  pouraS  :  retranchant  aS  de  a8 34 > c'est-à-dire,  a** du  carré 
28  34,  on  aura  le  reste  3  Zj^  qui  contient  zafb^^b^^  Pour 
avoir  b",  on  divisera  2a*'è"  par  2a^,  ou  plus  brièvement  33  par 
10  ^  et  on  trouvera  le  quotient  3  qui  est  le  chiffre  des  oeih» 
taines  b"  de  la  racine  totale  :  puis  ayant  formé  2tf"i**+-d**  et 
retranché  >  on  obtiendra  le  reste  25.  On  a  donc  du  carré  é 
retranché  af^  (5).  Qu'à  la  dfcnte  du  reste  25  on  abaisse  56 ,  et 
on  aura  25  56,  c'est-à^re,  Qa'b'^'b'^,  La  partie  significative  de 
aa!b%  est  dans  255  qui  divisé  par  106,  partie  significative  de  aJ, 
donne  le  quotient  2,  ou  le  chiffre  des  dixaines  b'  de  la  racine 
totale.  Ayant  retranché  20^6' +6'*=  2124 >  on  aura  le  resta 
432,  et  le  reste  total  43279  qui  équivaut  à  raft+i*.  La  divi- 
sion de  4327  parla  partie  significative  de  2a,  qui  est  io64t 
donne  le  quotient  4  qui  est  i.  Or  2ai  +  i*=42576,  et  le  reste 
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^,«8t  7o3.  L'opération  est  terminée  ,  puisque  tous  les  chiffres 
i  du  carré  ont  été  successivement  abaissés.  On  étendra  facile- 
'^  ment  ces  consid&ratioiis  àtm  carré  composé  diin  nombre  quel- 
conque de  chiffres. 

Passons  à  l'extraction  de  la  racine  cubique ,  et  prenons  le 
nombre  378373  s^^  laS.  On  dira  :  la  racine  comporte  des 
dizaines  a  et  des  imités  b  :  donc  le  cube  est 

£^+3à^b^3ay+  S».  ....  (6). 

Mais  le  cube  desdixainee  n'ayant  pas -d'unités  d'un  ordre  infé- 
;.  jneur  aux  miUe ,  cette  partie  du  cube  des  dixaines^  sera  d«is  378 
-973  a4^*  O^  ^®  nomlNre  ayant  Iqi-même  plus  de  quatre  chiffre.^» 
rsa  racine  compensera  destKxainw  (/  qaï  seront  les  centaines  de 
la  racine  totde,  etdes'mâésyqai  ea  seront  les  ,«diyaines  :  on 
•aura  donc 

et  conséquemment 

û3  =  a'3+3a'»y  +  Zafl/^+i/K  . .  .(8). 

Le  cube  a'^  n'ayant  pas'd'uaités  d*nii  <Mrdre  inférieur  aux  cen- 
taines de  mille ,  cette  partie  de  tf^  eera  dans  378  973.  Mais  ce 
nombre  a  plus  de  quatre  chiffres  ^  donc  les  centaines  af  com- 
pœteront  des  miUe  a"  et  des  centaines  b'',  et  on  aura 

«'=a''+*^ (7)     • 

.    dont  le  cube  est 

a'3=a"M-5o"^i"+3«"4*'*  +  **^.  .  .  .{8), 

a^  n'ayant  pas  d'unités  d'un  ordre  inférieur  à  l'unité  suivie 
de  neuf  zéros ,  cette  partie  de  a!*^  sera  dans  la  tranche  378^  Il 
eera  bien  facile  maintenant  de  trouver  les  chiffres  successifs 
de  la  racine  ^  et  nous  laisserons  cette  opération  à  texminer 
par  l'élève. 

i55.  Si  Ton  désigne  par  N  le  carré  d'un  nombre ,  par  a  une 
partie  de  sa  racine ,  et  l'autre  par  b  ,  on  aura 

TV ;  a^  b^ 

iV=«»+fla&4-*%    d'où    -^ ^=6+^; 

..  JW-<c*  est  le  reste  qu'on  obtient  en  retranchant  du  nombre  donné 
le  carré  de  la  première  partie  de  la  racine  \  ainsi  la  division  d& 
ce  reste  par  le  double  de  cette  première  partie,  donnerait 
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la  seconde  partie  b ,  à  moins  de  la  plus  petite  unité  de  t^i 
fei  —  était  une  fraction  de  cette  plus  petite  unité  :  c*est  ce  qnr 


sa 


arriverait,  si  le  nombre  des  chiffres. de  a>  étant  an ,  celui  dfltj 
chiffres  de  b,  était  n— i  ;  car  alors  b^  aurait  au  plus  on— ^i 
chiffres  >  et  aa  aurait  au  moins  2n  chiffres  ,  de  serte.  qoej 

dans  le  cas  le  plus  défavorable  ^  la  fraction  -^  aurait   df 


2a 


chiffres  de  plus  au  dénominateur  qu'au  numérateur.  On  rei 
quera  que  le  ndmbre total  des  chiffres  delà  racine  est Sit—i^ 

Ainsi ,  lorsque  la  racine  carrée  d!un  nombre  N  doit  être  cùi 
posée  de  plusieurs  chiffres,  on  la  concevra  partagée  en 
parties  dont  la  première  a  ait  un  chiffre  de  plus  que  les  deux  tié 
de  la  totalité  des  chiffres  de  la  racine.  On  cherchera  laprèmièii\ 
partie  a.  de  la  racine  suivant  les  règles  ordinaires ,  et  onobtim^i 
dra  la  seconde  b  y  en  divisant  le  reste  N-^^a'  par  le  double  de  h\ 
première  partie  trouvée  :  le  quotient  sera  b ,  et  cette  partie\ 
sera  exacte  jusque  dans  la  plus  petite  unité  de  b. 

Supposons  i\^=:i5i4oioi5558i44  >  carré  dont  la  racine  est 
de  huit  chiffres  ;  ensorte  qu'il  suf&ra  de  trouver  par  TextractioB 
les  six  premiers  qui  sont  1 23o45=:a }  le  reste  iV-— a'*=i2953o8i44 
divisé  par  2a  =:  24^090  donne  12  pour  les  deux  derniers  chiSTrei^ 
et,  en  elfet,  la  racine  est  12S04512, 

Soit  N  Iç  cube  d'un  nombre  a+A  :  on  aura 


JV. 


a' 


63 


3a' 


a        oa*  • 

Désignons  toujours  par  2/1  le  nombre  des  chiiOFres  dea^el 
parn — i  celui  de  b  :  le  carrée*  aura,  au  plus,  au'^a  chiSteil 

par  conséquent  —  sera   une    fraction   vraie.    D'ailleurs  =4 

sera  une  traction  plus  petite  que  —  ,  pmsqu  on  a=-^==— .s-5  ] 

a  ocL       a  Oo 

b^  J3  Ja  JS 

on  aura  donc  —  <  1  et  =-^  <  1 ,  d'où  Ton  tire  ■-  +  r^  <  â, 

N—a^ 


a 


a 


3a' 


On  conclut  de  là  qu'en  prenant  --^  ^-   pour  valeur  dç  5» 


xemple  ,  étant  >  i  et  <  fl  ,  ne  peut  être  un  nombre 
• ,  et  si  l'on  suppose  y'z  z=  y  ,  tr  étant  une  fraction  ré- 

onaura2=:7j;  or  d'après  le  théorème  (m  ,  112)^  tj  ne 

être  un  nombre  entier  :  donc  v^a  ne  peut  être  une  frac- 
ni  une  fraction  décims^le  infinie  périodique  ;  |/â  ne 
ionc  être  qu'une  fraction  décimale  infinie  non  périodi- 
On  ferait  voir  de  la  même  manière  ,  que  n  n'étant  pas 

^  Cl 

uissance  exacte  de  l'ordre  m  ^  on  ne  peut  avoir  ^n  :=  ^, 

s    racines    des    puissances  imparfaites    sont  donc    des 
ons  décimales  infinies    et   non  périodiques  dont  nous 
ô  trouver  la  partie  entière  ;  le  surplus,  c'est- à-  dire 
ozimation^  est  renvoyé  au  chapitre  vingt^unième.  Ces 
de  nombres  sont  dits  irrationnels  ou  incommêiftsUrables , 
qu'ils  n'ont  pas  de  commune  mesure  avec  l'unité  (86, 1  â  1  ) . 
observerons  ici  qu'une  fraction  est  un  nombre  commen- 
te ^  car ,  que  l'unité  soit  divisée  en  *neuf  parties  égales^ 
l'on  prenne,  par  exemple,  cinq  de  ces  parties,  on  aura 
ction  I  qui  a  un  neuvième  pour  commune  mesure  avec 
é.  Telle  est  donc  la  notion  qu'on  doit  se  former  dei* 
res  commensurables  et  incommensurables. 
r.  Mais  on  peut  aussi  se  proposer  d'extraire  une  racine  à 
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Si  l'on  multiplie  le  nombre  n  par^M  ,  la  racine  m^' di 

produit  y  extraite   à  moins    d'une  unité ,   sera  multipliée  par 
2;  il  faudra  la  diviser  par  ^^  ou  la  multiplier  par-,  et  par 

r  r  .H 

là  on  ne  prendra  qu'une  partie  ~  de  Terreur  qm  est  plus  pe- 
tite que  l'unité. 

On  demande ,  par  exemple ,   la  racine  cubique  de  la  i 
moins  de  f  d'unité  près. 

Laracine  cubique  de  f  -  J  X  12  >  ou  de-^,  est  -  =  3 

divisé  par  |  ou  multiplié  par  ^  est  a.  En  effet,  le  cube 
2  est  8  plus  petit  que  la,  et  a  augmenté  de  |  est  f 
le  cube  ^f-  est  plus  grand  que  la.  Donc  la  véritable  racine 

entre  a  et  a  -H  f* 

On  trouvera  que  la  racine  carrée  de  1 145  »  à  moins  de 
d*unité  près,  est  ^rêê-  En  effet  cette  racine  est  trop 
mais  augmentée  de  ~r  ^U®  ^^  ^^^P   gi^ande. 

m  T)    m 

Soit  proposé  de  trouver  y/n  à  moins  de  -  \/n  près. 

On  calculera  d'abord  la  racine   m^*^'  de  n  à  moins  iCnm 
unité  près  :    désignant  cette  racine  approchée  par  i,  il 

8*agira  plus  que  de  prendre  \/n  à  moins  de  -  b  près ,  ce  qo'oi 

fera  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

Par  exemple ,  pour  obtenir  la  racine  carrée  de  ^^^àm 
des  1^  de  cette  racine  près ,  on  cherchera  à  moios 
unité  près ,  la  racine  carrée  de  -^-x^,  ou  de  ^^,  et  on  tto»- 
vera  18.  Il  restera  donc  a  extraire  la  racine  carrée  de^ 
moins  de-n-iSssf^.  On  trouvera  pour  réponse  -,^.  Eneffd 
•  cette  racine  est  trop  petite ,  et  augmentée  de  f^  ou  de  5, 3a, 
elle  est  trop  grande. 

Lorsqu'on  veut  prendre  à  moins  d*nn  sixième  d'unité  ptèi 
la  racine  d'une  fraction  dont    les  deux  termes  ne  sont 
des  puissances  de  Tordre  de  la  racine ,  il  faut  rendre  le  d 
nominateur  une  puissance  exacte ,  puis  multiplier  le  num< 
rateur  par  36. 


JLJans  le  chapitre  précédent  ^  nous  ayons  exposé  les 
lies  4es  carrés  et  des  cubes  des  binômes ,  et  nous  a?ona 
é  dans  ces  formules  les  règles  pour  repasser  d*an  nombre 
i  comme  carré  ou  comme  cube  ,  aux  racines  carrées 
biques  :  nous  nous  proposons  ici  de  les  étendre  aux  po- 
les.  Si  nous  avons  séparé  ces  opérations ,  c'est  parce  qu*eii 
it  des  nombres  aux  polynômes ,  on  est  indépendant  de 
lystème  de  numération,  ce  qui  fait  que  ,  par  rapport  à 
ci ,  on  n'est  pas  généralement  astreint  à  trouyer  les 
s  de  la  racine  dakis  un  ordre  déterminé^  conmie  il  arrive 
ipport  aux  nombres.  D'ailleurs  on  sentira  mieux  les 
s  qui  ont  déterminé  cette  coupure ,  lorsqu'on  aura  saisi 
Bible  de  cette  doctrine.. 

i.  Supposons,  pour  commencer  par  un  exemple  simple^ 
ait  à  extraire  la  racine  carrée  du  trinôme  •—4^^H~^* 

^:  comme  ce  polynôme  a  trois  termes,  SI  peut  être  le 
d'un  binôme ,  et  on  le  comparera  à  celui  de  a-f*&  ou 

-^  b  :  comme  Tun  des  termes  est  affecté  du  signe  — >|  il 

iturel  de  le  rapporter  au  carré  de  a— 6,  qiû  est 

Fet  de  trouver  la  règle  à  suivre  dafîs  l'extraction  de  la 
)  quarrée.  Mais  comme  les  termes  d^  cette  formule  sont 
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rentes  parties  de  la  règle.  On  écrira  donc  le  polynôme  pro; 

ainsi  qu'û  suit  :  • 

i^^  —  4ba  +  b\ 

Alors  on  peut  dire  que  4^^  est'  le  carré  du  premier  tei 
de  Ja  racine;  que  —  4ba  est  le  double  du  premier  tei 
par  le  second ,  et  que  b^  est  le  carré  du  second.  £xtra;y 
la  racine  carrée  de4a%  on  a  aa  pour  premier  terme  delà  rac 
cherchée  :  retranchant  son  carré  ^  on  trouve  pour  n 
—  4bci  +  i*.  Divisant  —4^^*  double  produit  du  premier  tei 
connu  de  \a  racine  par  le  second  qui  reste  à  découvrir^ 
le  premier  terme  de  la  racine^  on  aura  le  second. 

Mais  si  Ton  n'ordonne  pas  le  carré  ou  le  polynôme  j 
posé  9  ainsi  que  nous  venons  de  le  supposer  >  on  ne  doit  ] 
exécuter  ces  diverses  opérations  dans  Tordre  assigné  pré 
denmient.  Alors  ^  au  lieu  de  premier  et  second  termes 
faut  dire  :  termes  de  plus  haut  et  de  second  exposant.  A 
on  énoncera  la  règle  comme  il  suit  :  i°.  Extraire  taxai 
carrée  du  terme  de  plus  haut  exposant  d'une  lettre  pris 
volonté ,  en  faire  le  carre  et  le  retrancher  ;  diviser  le  te 
de  plus  haut  exposant  du  reste  par  le  double  de  ce  pren 
terme  de  la  racine  y  ce  qui  donne  le  second  terme  ;  puis  j^ 
le  double  produit  de  ces  termes  y  et  le  carré  du  second  j 
retrancher  cette  somme  :  telle  est  la  modi&cation  qu'on  • 
faire  subir  à  l'énoncé  de  la  règle,  lorsqu'on  n'ordonne  pa 
polynôme.  Cette  observation  est  faite  ici  une  fois  pour  tou 
et  on  trouvera  à  la  fin  de  ce  chapitre  (i68)  toute  cette  tl 
rie  déduite  uniquement  de  cette  considération. 

Nous  joindrons  ici  le  dispositif  de  lopération  que  nous  ai 
détaillée  plus  haut. 

Carré  donné.     (     racine. 


4a»  —/fia-^b''     )     2a  — b 


4a 


i"^  reste. ...  —  4^^  +  ^* 
+  4ba  +  i* 

a' reste o 
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Au  lien  de  âa  — &  pour  racine  ^  on  pourrait  prendre 
—  (a^  —  Â)  =  —  lia  +  6 ,  parce  que  le  carré  d'uoe  quan^- 
tè  négative  est  le  même  que  celui  de  la  même  quantité  prise 
Dfiitivement  (119).  ^ 

160.  Généralement^  op  peut  considérer  un  polynôme  dont 
a  demande  la  racine  carrée  ^  comme  un  dividende  dont  on 
Brait  à  trouver  à  la  fois  le  diviseur  et  le  quotient  ;  ensorte 
MM  si  le  diviseur  pouvait  être  donné  dans  cette  question ,  la 
iriierche  du  quotient  ne  serait  autre  que  celle  de  la  racine. 
m  cette  manière  d'envisager  la  chose,  il  résulte  qu*or<îonner 
t  une  opération  préliminaire  à  l'extraction  de  la  racine ,  ainsi 
relie  Test  à  la  division  :  c'est  ce  qu'on  verra  mieux  encore 
Iftqu'â  la  fin  de  ce  chapitre  nous  présenterons  cette  théorie 
iw  un  autre  point  de  vue. 

'161.  Soit,  pour  second  exemple,  à  extraire  la  racine  du 
jfeynome  9a*  —  i2ba  —  6ca  -^j^bc+^b*  +  c*,  déjà  tout  or- 
Hnné  par  rapport  à  la  lettre  a.  D'abord  ce  polynôme  ayant 
è  termes  ;  devient  comparable  à  la  formule. 

u..       (a  +  6  +  c)*  =  a^  +  aba  +  aie  +  i*  +  c»  , 

+  Sica 

bi  noii3  donnera  la  règle  à  suivre  pour  passer  du  carré  à  la 
Ifeine*»  en  observant  que  cette  règle  suppose  essentiellement 
kTon  ait  arrangé  les  termes  ainsi  qu'ils  le  sont  dans  la  for- 
pie  précédente  qui  sert  de  type.  £t  même,  pour  rendre  la 
lose  plus  claire ,  nous  opérerons  d'abord  sur  le  polynôme 

■^        :  a*  +  Qba  +  abc  -f-  3*  +  c*  , 

F''  -j-  Qca 

LAprèa  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  racine  qui  est 
îine  carrée  de  a* ,  et  soustrait  son   carré  a* ,  on  ren- 
e  pour  premiers  termes  du  reste  aia  +  Qca  qui ,   divisés 
le  double  de  a ,  donnent  l'un  le  quotient  b ,  et  l'autre  c  : 
5*est  b  qu'on  a  trouvé ,  on  reforme  ces  deux  termes  aia-J-fr» 
soustrait,   et  le  premier  terme  du  reste  est  aca,  qui, 
épar  aa,  donne  ç.  Ce  troisième  terme  obtenu,  on  fait 
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la  somme  du  double  produit  des  deux  premiers  terines  | 
le  troisième  et  le  carré  de  ce  troisième  tentre,  et  on  retrani 
lé  tout  du  reste  précédent.  Ensorte  qu'on  a  successiyem 
tté  de  la  formule  toutes  les  parties  dont  elle  se  compose. 
En  effet  la  formule 

(a  +  &  4- 0'  —  (û  +  by  +3  (tf +  6)  c  +  c*, 
fait  voir  qu'après  qu*on  a  soustrait  du  poljmome  propose 
carré  de  a^b,  ou  des  deux  premiers  termes  de  la  racîi 
le  reste  contient  encore  deux  fois  la  somme  des  deux  premi 
termes  de  la  racine  par  le  troisième ,  plus  le  carré  du  troisième 
Exécutons  maintenant  toutes  ces  opérations  et  dans  le  mê 
ordre  sur  le  poljmome  proposé  ,  après  avoir  eu  soin  de  Y 
donner  par  rapport  à  k  lettre  a,  par  exemple.  On  verra  ici 
dispositif  de  l'opération. 

Carré,  Ç    racine^ 

go* — 1  a6a+46*+4^c+c*/3a — 26 — c 

2f2 /60  double  du  premier  temn 

iTestel"' ^*^'^*'+^*''+**  ê^^doub.  des 2 prem. ter 


agreste...— 7  6 ta         +4bc+c^ 
—  6ca         -f-4ic+c^ 


S'reste o 


1°.  La  racine  du  premier  terme  est  3a,  dont  le  carré  j 
retranché  du  polynôme,  donne  le  premier  reste. 

a®.  Le  double  de  3a  est  6a ,  par  lequel  divisant  —  lal 
îl  vient  —  ab  pour  quotient,  ou  pour  second  terme  de  la  i 
cine.  Faisant  le  produit  de  deux  fois  3a  par  —  2b  et  le  ca 
de  —26,  puis  retranchant,  cette  somme  —  i2ia  +  4i* 
premier  reste,  on  trouve  le  second  reste. 
.  3».  Par  le  premier  terme  6a  du  double  6a  —  4b  de  la  rad 
obtenue,  on  divise  —  6ca,  et  il  vient  —  c  pour  troisième 
dernier  terme  de  la  racine ,  lequel  résulterait  encore  de  -{-  ^ 


+  2ca  +  zbd 
+  Sida  -f-  Qcd 

uîvra  dans  rextraction  de  sa  racine  la  règle  suivante 
lis  développerons  sur  1^  formule  elle-même, 
acine  cartée  de  a*  est  a  ;  retranchant  le  carré  a* , 
irisant  mba  par  2a ,  on  trouvera  b  pour  second  terme 
cine  :  si  on  eût  divisé  aca  ou  fkda  par  2a,  on  aurait  ob- 
troisième  ou  le  quatrième  terme  de  la  racine.  Suppo* 
ne  qu'on  ait  fait  la  première  division  :  on  formera  les 
arties  â6a+&^  qui  complètent  le  carré  de  a+&^ 
.  retranchera  ces  deux  termes.  Le  reste  renfermera 
deux  termes  de  plus  haut  exposant  de  a,  savoir  nca , 
3  premier  divisé  par  aa^  donnera  le  troisième  terme  c 
racine  :  faisant  alors  la  somme  ca+  abc  +  c*  qui 
:e  le  carré  de  a  +  &  -f- c ,  et  retranchant  cette  somme, 
a*  ada  pour  terme  dé  plus  haut  exposant  du  reste , 
divisé  par  22a ,  donnera  enfin  le  quatrième  et  dernier 
le  la-  racine.  5i  maintenant  on  fait  la  somme  ada^ 
:cî+^*  qui 'Complète  le  carré  de  l2-|-Z^^-c+c^,  et  qu*on 
nche,  on  effacera  tous  les  termes  reetans.  On  sera 
par  ce  dernier  reste  «zéro ,  que  le  polynov^e  proposé 
carré  parfait. 
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"'^  +  ^ X /o»^— 4a***+4a^  =  -^  X  VoJ , 


'^VsS^ 


a'é 


icV/a6 


=(^-'') 


i/ai 


•+6ac+3c*        a-f-c         \V^3  /ar\*c> 

m 

Nous  leur  conseillons  encore  d'effectuer  les  extractions 
racines    carrées    des  polynômes   suivans  quil  faudra  pi 
lablement  ordonner;  mais  pour  que  la  chose  soit  pins  £u 

par  rapport  aux  carrés  5"*.  et  4^. ,  on  multipliera  3®.  par  tr\ 

4**.  par  a*K*  :  les  racines  le  seront  par  a^et  aVl*  et  on  les  < 
visera  par  ces  facteurs.  Quant  à  6"^. ,  on  passera  d'abord 
radicaux  aux  exposans  fractionnaires ,  on  multipliera  ensuil 

par  a^'^f  puis  ayant  ramené  tous  les  exposans  11  une  mi 
dénomination^   on  pourra  ordonner,   et  enfin  on  divisera 

racine  par  a^".  Cette  préparation  est  analogue  à  celle 
nous  ayons  fait  usage  (75.),  et  nous  l'employons  par  la  mi 
raison.  , 

1* a  +  b  +2{/ai 

2*. . .  —  a  —  b  —2  V/ai 

3« a^+ai  rf-  — 


a^ 


4o_     _  3  ^  a^v^  + 


y/z 


a 


air» 


Après  lès   réductions ,  on  trouvera  que    la   racine  de  S^j 
^a  +  b,\/—i 

a-^by — 1 


•r 


carré  dont  la  racine  est 


J~    ./T 


Les 
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I«e8  institutenn  multiplieront  ces  exemples ,  en  les  yariant 
convenablement, 

i64.  Supposons  qu'on  ait  i  assigner  la  relation  qni  doit 
exister  entre  les  coei&ciens  A ,  B ,  C^  D ,  £  et  F*  pour 
gue  le  trinôme 

Kît  un  carré  parfait  (Géom.  analyt.)  :  pour  la  découvrir ,  il 
■st  tout  naturel  de  comparer  ce  trinôme  avec  la  formule 

iax+  by  =  a*jc»  +  ùabx  +  i*, 

lans  laquelle  on  lit  que  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient 
ke  a:,  qui  est  a^b^,  doit  être  égal  au  produit  du  coefficient  de  x*^ 
^jn  est  a*9  par  le  terme  sans  x ,  ou  par  b^.  Prenant  les  quan-* 
tités  analogues  dans  le  trinôme ,  on  trouvera  que  pour  que 
La  condition  énoncée  soit  remplie ,  il  £aut  que  Végalité 

(^BD  —  a^^*  =  iB^'^4AC)  {D*—4AF)  , 

qui  n*est  que  la  .suivante 

Bolt  satisfaite ,  ce  qui  peut  arriver  par  plusieurs  nombres  dif- 
Sérens  écrits  en  place  de  ces  lettres.  Dans  ce  cas ,  la  formule 
4ix  -f-  &  de  la  racine  ,  devient 

X  \/b^  —  4Jc  +  y/D^—4AF, 

«n    observant    de    remplacer    a    et    b  par    les  équivalens 

\/b*  —  4AC  et   V/Z>*  —  4JF. 

i65.  t)e  ce  que  les  carrés  d'un  monôme,  d*un  binôme  , 
J'on  trinôme^  etc. ,  renferment  un,  trois,  six,  etc.  termes^ 
Jl  ne  faut  pas  conclure  que  des  polynômes  donnés  comme 
*anrés,  et  dont  le  nombre  des  termes  n'est  pas  un  des  pré- 
l^édens,  ne  puissent  pas  être  dès  carrés  parfaits;  il  peut  j 
•«Voir  eu  réduction,  ainsi  qu'il  arrive  dans  le  carré  de 
^^ba  +i*,  qui  est  a^  +  260^  +  36V  +  ^b^a+b^.  Dans 
^s  cas ,  on  opère  encore  suivant  les  règles  posées  ci-dessus  , 
•près  avoir  préalablement  ordonné  le  polynôme ,  à  Teffet  de 
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favoriser  le  calcul.  On  étendra  ces  remarques  aux  polync 
donnés  comme  cubes.  Nous  exposerons  plus  loin  le  pro' 
pour  extraire  avec  approximation  les  racines  des  puissa 
imparfldtes 

iSfi.  De  la  formule  du  cube  d'un  binôme 

(a  +  by  =  aS  +  36a*  +  36*a  +  i' , 

on  peut  aisément  déduire  la  règle  pour  remonter  d*un  c 
parfait  à  sa  racine  ;  mais  pour  appliquer  les  parties  de  c 
règle  dans  l'ordre  suivant  lequel  elles  se  succèdent^  il  f 
dra  préalablement  ordonner  le  cube  proposé  suivant  les  pi 
sances  décroissantes  d'une  même  lettre.  Soit  donc  à-  extn 
la  racine  cubique  du  polynôme  270^ — 54ia*-+-36i*a — i 
tout  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  a  :  on  fera  lopérat. 
qui  suit  et  que  aotis  allons  détailler  :* 

Cube.  racine,  , 


s^ya^—b4ba'+56b^a—SbH  5a— ab 
+  270^  )      27a' 


%  \ 


V'  reste — 546a'»+366*a— Sè^ 

— 54ia^+366*a— 8i3 

2'  reste o 

1°.  Après  avoir  extrait  la  racine  cubique  de  270',  qui  est; 
on  en  forme  le  cube  qu'on  soustrait  du  polynôme  proposé, 
on  trouve  le  premier  reste  ;  a*,  on  fait  le  triple  carré  de 
f>remière  partie  de  la  racine ,  qui   est  27a* ,  par  lequel 
visant  — 54ia* r  premier  terme  du  reste,  il  vient  pour  q 
tient  — 26,  second  terme  de  la  racine;  puis  ajoutant  le  j 
duit  du  triple  carré  de  la  première  partie  de  la  racine 
la  seconde ,  à  celui  du  triple  carré  de  la  seconde  par  la  { 
mière  et  au  cube  de  la  seconde ,  on  retranche  cette  son 
du  premier  reste,    et  comme  on   trouve   zéro   pour  sec 
reste  ,  on  doit  conclure  que  le  polynôme  proposé  est  le  c 
de  3a —  ai. 

Nous  avons  vu  que  la  racine  étant  composée  de  trois  teri 
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1er  cube  en  avait  dix  au  plus;  réciproquement  donc ,  tout  poly*' 
nome  de  dix  termes >  donné  comme  un  cube,  en  a  trois  à  sa 
racine  cubique.  La  formule  suivante,  obtenue  en  considé- 
rant a  -f-  6  comme  un  seul  terme  , 

faitvoirqu'aprés  avoir  trouvé  ,  comme  on  Ta  dit  précédemment, 
les  deux  premiers  termes  «■+•  i  de  la  racine ,  et  soustrait  leur 
cube  du  polynôme  proposé,  il  faut,  pour  avoir  le  troisième 
terme  c,  prendre  dans  le  reste  le  terme  de  plusbaut  exposant, 
qui  sera  ici  5ca^^  et  le  diviser  par  le  triple  carré  du  premier 
terme  de  la  racine,  ou  par  3a*. 

Nous  proposerons  ici  Textraction  de  la  racine  cubique  du 
polynôme  27^^—  54&a*+  36i*a  —86^+  2'jca*—  36bca  + 1  a**c 
-f-  9C*a —  G6c*  +  c^,  laquelle  est  3a  —  afc  +  c. 

1G7.  Si  le  polynôme  proposé  n'est  pas  un  cube  parfait ,  ce 

qu  on  pourra  reconnaître  dans  plusieurs  cas  à  la  seule  inspection 

du  nombre  de  ses  termes ,  on  opérera  cependant  d'après  les 

règles  précédentes  ;  et  comme  alors  Topération  ne  s'arrêterait 

jamais ,  on  se  bornera  à  un  certain  nombre  des  premiers  termes 

de  la  racine  ,  lequel  sera  subordonné  au  degré  d'approximation 

déterminé  par  la  question-  Nous  ne  donnerons  pas  ici  d'exemple 

de  ce  cas  sur  lequel  nous  reviendrons  à  la  £n  de  ce  chapitre  et 

dans  le  dix-neuvième, 

1G8.  Nous  présenterons  sous  un  autre  point  de  vue  la  théorie 

de  Textraction  des  racines  carrées  et  cubiques  des  polynômes  , 

ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  (169,  iGo),  et  d'abord  nous 

commencerons  par  la  racine  carrée. 

Supposons  un  polynôme  tout  ordonné  suivant  les  puissances 

,  descendantes  d'une  même  lettre  ,  de  a ,  par  exemple  3  et  soit  ce 

;  polynôme 

jia"" + ^a"*-'  +  Ca'^"''  -^  e  te . , 

j4^  B,  c,  etc.  étant  des  coefficiens  en  nombres  et  en  lettres.  Pour 
rélever  soit  au  carré ,  soit  au  cube  ,  on  regardera  la  somme  de 
tous  les  termes  qui  suivent  le  premier  ,  comme  un  seul  terme  , 
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manière  d'opérer,  on  a  extrait  la  racine  du  plus  grand  carré  con« 
tenu  dans  le  trinôme ,  ou  la  racine  du  carré  inférieur  ;  diaprés  la 
seconde ,  on  a  pris  celle  du  carré  supérieur.  Dans  le  premier 
cas  ,  on  a  trouvé  un  reste  a  additif  au  quarré  de  la  racine 
&-(-3  *  dans  le  second,  le  reste  a  est  soustractif  du  carçé  de  h, 
racine  a  +  (  ft  -{- 1  ). 
Soit ,  en  second  lieu , 

(  a^ — 2a&  +  2i*)x^  +  2  (ac  —  ad —  bc)  x* 

-f-  (aam— 2t77t— sim  +  Qin  -f-ac*  — 2rfc  +</*)x* 
+  2  (c7?i  —  cnl-^dm^dn)  x  +  (m*  —  2771/1  +3/1*) , 

dont  on  demande  la  racine  carrée.  Il  fautd*abord  extraire  celU 
du  terme  de  plus  haut  exposant  de  a;  ;  mais  comme  son  coeffir 
cient  est  un  polynôme  ,  il  conviendra  d'extraire  séparément 
sa  racine 'carrée  qu'on  multipliera  par  celle  de  x^  :  on  trouTt 
aisément  qu'elle  est  (a  — i)  x*,  dont  le  carré  retranché  dormi 
le  reste 

i'*X^+2(ûC-od-ic)x'+(2a/7l-2a71-2i77l+2J7l+2C'-2e/<>+J*)X* 
+2(6*771 CTlp— J77l  +  C?/Z)a:+(771* — 277171 -f  371*). 

Il  faut  diviser  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ce  reste  par 
2  (a — è)  ar*  :  mais  b^oc^  n'est  pas  divisible  ;  on  essaiera  doDC, 
de  diviser  le  suivant  2  (  ac — ad  —  bc)  oc^  :  le 'quotient  de 
Q^ac^^-ad — bc)  par  2  (  a — A)  ,  est  c — d  avec  le  reste  — 2W; 
ainsi  le  second  terme  de  la  racine  sera  (c  —  d)  x.  Faisant 
maintenant  le^  double  produit  de  ces  deux  termes  ,  savoir, 
2  (ac  —  od —  bc'-^bd)  x"^  y  puis  le  carré  du  second,  qui  est 
(  c* —  Qc?c+  d^  )  X*,  et  retranchant  cette  somme  du  carré  donné, 
on  aura  ce  second  reste 

5»,  Wx''4-  (2am — 2a7i — 2im-|-2è/i-f-c^)x*4-2  (f  77i-C7i-c?77i+ J/ï)a; 

+772* Û  772  72-4-3/2*, 

I 

dont  le  terme  de  plus  haut  exposant  2Wx^  n*est  p^  divisible 
]iar  le  double  2  (  a  —  i  )  x*  du  premier  terme  de  la  racine. 
Ce  terme  doil  donc  aussi  faire  partie  du  reste  total  .  et  on 
essaiera  la  divi.-ion  du  suivant  par  2  (  a —  Z))  x*  *  à  cet  effet 
ou  diviàfera  le'  coelRcient  aam  —  naît  —  ai/zi  -f-  2bn  -J-  c*  par 
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1  (a— i)  ,  et  on  trouvera  le  quotient  m  '^  n  avec  le  reste  c*. 

iïnsi  on  aura  déjà  ces  trois  termes  de  la  racine 

a  — £)  x^^(c — d)  a;-f^r/i  —  n).  Mais  on  a  jusqu'ici  retranché 
lu  carré  proposé,  celui  de(a— 6)a;*  +  (<^  —  d)  x;  reste 
lonc  à  faire  le  double  produit  de  ces  deux  premiers  termes 
>ar  le  troisième ,  plus  le  carré  de  ce  troisième  terme ,  somme 
[ui  sera  (aam — aan— aèni+ai/i)  x*+ a  (cm — en— dm+J'O -^ 
■f.  (  7n*  — -  Qmn  -J-  n*  )  ,  laquelle  retranchée  ,  donne  le  reste 
:*x^  +  371*.  Ensorte  que  la  somme  des  restes  est 

i'jc^  +  abdx^+c*x^+  an*. 

Supposons  enfin  qu'on  ait  à  extraire  la  racine  carrée  de 
2=  -f-  3^  qui  ne  peut  être  un  carré  parfait  ;  on  aura  ce  tableau 
Topérations 


carré. 

racine  approchée. 

b^       b^        bs 
a-i 5-5  H — 2?3 — etc. 

1"  reste 

1     La 

aa.    ..divis. 

\ 

.  •  •  < 
•  >  •  • 

b* 

8a4 

— i»- 

a*  reste. 

"4a" 
64o« 

aa. . .  .divis. 

5*re8te 

8a4 

-J                                        1                       r 

64a« 

aa. . .  .divis. 

< 

ibV^64a« 

aSSa'" 

4*  reste 

«.*.•- 

5i«       è" 

64a«"*'6'4a« 

etc. 

è'" 

aa . . . .  divis. 

aSba'" 

Cette  extraction  se  fait  suivant  les  règles  prescrites,  c'est-à- 
dire,  qu'après  avoir  extrait  la  racine  du  terme  du  plus  haut 
exposant  a*,  laquelle  est  a  ,  et  retranché  son  carré  a^,  on  divise 
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le  terme  de  plus  haat  exposant  de  a  dans  le  reste  ;y  ou  b^a^  qd.i 

est  b^  par  sa  ,  et  le  quotient  est  le  second  terme  de  la  racine; 

puis  faisant  le  double  produit  des  dgux  premiers  termes  et  le 

•    *♦    - 
carré  du  second  ,  et  retranchant,  on  a  le  second  reste—  -7- î 

divisant  par  le  double  sa  du  premier  terme  de  la  racine ,  Il 

quotient  —  ^-3  est  le  troisième  terme  cherché  :  on  &it  b 

double  produit  des  deux  premiers  termes  par  ce  troisième ,  =€t 
le  carré  de  delai-ci,  et  retranchant  cette  somme,  on  a  le  troi^ 
sième  reste ,  et  ainsi  de  suite. 

Dans  les  troisième  et  quatrième  restes ,  les  exposansde  lalettnj 
a  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne,  sontsoustractifs  ou  négi 
et  comme  jusqu'ici  on  n*a  ordonné  que  par  rapport  aux  expoiaol] 
absolus  f  il  est  nécessaire  de  s'expliquer  sur  le  cas  de  l'exempli] 
précédent.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'on  ne  poi 
la  racine  que  jusqu'au  cinquième  terme  inclusivement  ;  on  poani] 
multiplier  le  carré  par  a'®,  et  alors  la  racine  étant  multipliée| 
par  a^,  on  la  divisera  par  a?  :  dans  ce  cas,  on  aura  à  opérer 
sur  le  binôme  a*®  +  6*a*,  et  on  rencontrera  ces  restes  suc- 
cessifs , 

8  ^* 


mr  U    Cl 

3*.  -^ 


4^- 


5b^a^ 


.lo^a 


+  -FT-  — 


a56 


64      •      64 

qui  ne  sont  qne  les  restes  obtenus  précédemment ,  multipfiâ 
par  a**  ;  on  reconnaît  alors  facilement  les  plus  grands  termes 
en  a ,  et  en  les  divisant  par  Qa^  qui  est  celui  de  plus  haof  j 
exposant  de  la  racine ,  on  obtient  ces  termes  successifs , 


aa 


6    * 


6W      !r,      .     *"«« 
}  O  .  -f- 


8a 


i6a^' 


4^- 


m 


i2Sa^ 


tnsorte  qu'on  a  pour  racine 


^aa« 


Ma»        i«a« 
8a*   + 


5b^a^ 


16^        i28a«  ' 


K 
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•t  apr^t  la  dinsion  par  a',  on  retroure  la  racine  obteniw 

,    i»        M    ,     i«  56»     , 

"  "*"  iï  ""  8:^3  +  76?  -  7;i8^  +  «c- 

Ainsi  i/a7i^  un  polynôme  qui  ne  renferme  que  des  exposons  né^ 
gatifs  d*une  lettre  y  on  doit  regarder  comme  terme  déplus  haut 
exposant  de  cette  lettre  y  celui  dans  lequel  V exposant  est  le  plus 
petit ,  numériquement  parlant ,  c'est-à-dire,  abstraction  faite 
.  du  signe.  En  effet ,  que  de  Tunité  ,  par  exemple ,  on  retranche 
snccessiveinent  les  nombres  4  et  9 ,  on  aura  les  deux  restes  —3 
et — 8  ;  or  ,  lorsque  le  nombre  dont  on  soustrait  ne  cbange  pas , 
le  plus  grand  reste  est  donné  par  la  soustraction  du  plus  petit 
nombre  (chap.  a).  D*oû  Ton  peut  conclure  que  des  deux  termes 
a"^  et  a"^,  le  premier  est  le  terme  de  plus  haut  exposant. 

La  suite  qui  exprime  la  racine  carrée  de  a*  +  6*  ne  se  ter- 
mine pas;  car  ,  quelque  loin  qu'on  pousse  Fopération  ,  on  a 
toujours  un  reste  ;  et  conséquemment  on  peut  toujours  ajouter 
un  nouveau  terme  à  la  portion  de  la  racine  déjà  obtenue. 

Pour  approprier  la  suite  ® 

û  j _  ---  a.  .^-j.  j-  etc. 

aux  applications  numériques  ,  faisons 

a'^'=:zm,     b^=n,    d'où    0=1/7715 
elle  deviendra ,  par  ces  substitutions , 

K  771 4-  /i  =  Y  m  + —  = f — ;; 7-  —  etc.* 

l      f       ,    n         n""     ^      n^  1 

=yïîrr  +  â-8;^  +  T6;;?-"'"-}' 

en  observant  que  —; —  =  ^/tti.  Plus  généralement  encore  e» 
posant 

on  a 
On  aura  donc  attention  ^  eu  comparait  avec  la  formule  7n4ll 


c! 
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le  nombre  dont  on  veut  extraire  la  racine  ,  de  prendre  ponrffc 
le  carré  immédiatement  supérieur  ou  inférieur  au  nombre 
donné  ,  de  manière  à  avoir  la  plus  petite  différence  n  entre  le 
carré  m  et  le  nombre  proposé.  En  effet,  les  termes  de  lasnite 
précédente,  diminuent  d'autant  plus  rapidement,  que  le  nombre 
n  est  plus  petit  par  rapport  au  nombre  m  ;  car  alors  la  série  est 
la  plus  convergente  possible  ,  et  il  faut  (96)  employer  un  moini 
grand  nombre  des  premiers  termes  pour  avoir  une  approxinÙHj 
tion  suffisante. 

Qu'on  ait  donc  à  extraire  la  racine  carrée  du  nombre  i5o  :j 
on   décomposera  ce   nombre  en  i44quiestun  carré  exactij 
plus  G  ,  excès  de  i5o  sur  i44;  alors  m  =  i44  >  ti  =  -f  6 
ensorte  que 

V/l44+G=  12  H r  ô jr  +  -^ 7q5= etc.   . 

et  réduisant  les  fractions,  on  trouve 

Les  trois  premiers  termes  de  cette  série  très-convergente , 
Talent  12,2474  >  nombre  qui  ne  diffère  de  la  vraie  racine  que 
de  7^^^  ,  puisque  dans  le  terme  suivant  on  trouve  quatre  zéros 
immédiatement  à  la  droite  de  la  virgule. 

On  se  dirigera  d'après  les  mêmes  considérations  dans  l'extrac- 
tion de  la  racine  cubique  :  ainsi  on  prendra  ppur  dividende  le 
terme  de  plus  haut  exposant  dans  chacun  des  restes  ,  et  pour 
diviseur,  le  triple  carré  du  premier  terme  de  la  racine  ;  pois 
lorsqu*on  aura  ajouté  un  terme  à  cette  Micine  y  on  fera  le  triple 
carré  de  la  partie  de  la  racine  déjà  obtenue ,  par  le  nouveau 
terme  ,  le  triple  produit  de  ce  nouveau  terme  par  la  portion 
antécédente  de  la  racine ,  le  cube  du  nouveau  terme^,  et  ou 
soustraira  cette  somme  du  reste  correspondant.  De  cette  ma- 
nière, on  trouvera 


t/a^^  -f  i^  =  a  +  ^— .  +  0—5  —  «te 
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et  en  faisant  i^=:m,  b^=sn,  puis  multipliant  par  a  les  deux 
terrae&de  chaque  fraction  ,  on  obtiendra  cette  formule 

•  3  3  3 

// *,      .  71 1/m       n*i/7n  .   5n^{/m 

\/m  +  n=  î/m  +  -= =^-  +  IT^ 

dans  laquelle  on  remplacera  m  par  le  cube  le  plus  approchant 
en  dessus  ou  en  dessous  du  nombre  dont  on  se  propose  d'assi- 
gner la  racine  cubique  ,  et  n  par  la  différence  en  plus  ou  en 
moins  entre  ce  nombre  et  m  :  alors  la  racine  cubique  sera  de^ 
veloppée  en  une  suite  convergente  (cjS).  Dans  le  vingt-unième 
chapitre  ;  nous  reviendrons  sur  l'extraction  des  racines  par  les 
iséries. 

169.  On  voit  bien  clairement  qu'orJonner  n'est  que  disposer 
les  termes  de  la  racine  ,  de  manière  que  celui  de  plus  haut  ex- 
posant dans  chacun  des  restes ,  lequel  doit  servir  de  dividende, 
se  présente  le  premier.  Cette  préparation  n'est  pas  indispen- 
sable ,  elle  sert  à  éviter  des  recherches,  et  conséquemment  i 
économiser  le  temps. 

Nous  observerons  en  terminant  ,  qu'il  sera  nécessaire  d'ex- 
poser d'abord  la  théorie  (168),  en  partant  d'un  polynôme 
défini ,  tel  que  u4a^+  Bé  +  Ca'  +  Da  +  E  ,et  en  repassant 
de  son  carré  et  de  son  cube  à  la  racine.  Ainsi- préparé  ,  l'élève 
saisira  mieux  la  méthode  ^épérale^ 


^     >'■■  *      m       f 
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CHAPITRE    XII. 

Démonstration  du  binôme  dans  le  cas  de  Vexposi 

entier  positif. 


4> 


170.  lious  avons  annoncé  (i45)  une  formule  générale  qm 
doit  comprendre  tous  les  développemens  particuliers  des  pui 
sauces  successives  ,  entières  et  positives  d*un  binôme  a:-|- 
Nous  ferons  précéder  la  recherche  de  cette  formule  ,  de  quel-^ 
ques  notions  qui  d'ailleurs  trouveront  leur  application  par 
suite. 

171 .  Deux  lettres  a  et  &  ne  peuvent  être  disposées  ou 
gées  que  de  ces  deux  manières  \ 

ab  y  ba\ 

€t  ces  deux  arrangemens  ne  donnent  qu'un  produit.  Pour  a| 
déduire  tous  les  arrangemens  de  trois  lettres  a  ,  b ,  é ,  il 
faut  que  donnera  la  troisième  lettre  c  ,  toutes  les  places  po^ 
sibles  dans  chacun  de  ces  deux  arrangemens;  d*où  résultent cei 
six  arrangemens  de  trois  lettres  : 

abc  ,  acb  ,  cab ,  bac  ,  bca ,  cba. 

Pour  passer  aux  arrangemens  de  quatre  lettres  a,  b ,c,d, 
.il  faut ,  dans  chacun  des  précédens  ,  écrire  la  quatrième  lettre, 
à  toutes  les  places  possibles  ;  ce  qui  donnera  quatre  arran- 
gemens pour  un  ,  et  4  X  6  ,  ou  24  pour  quatre  lettres- 
Cinq  lettres  admettraient  5  X  24  >  ou  120  arrangemens  ,  e^ 
ainsi  de  suite. 

172.  Passons  à  une  autre  question,  et  supposons ,  par  exempkr 
qu'on  ait  à  arranger  quatre  lettres  a,  b ,  c ,  d,  trois  à  trois r  c 
de  toutes  les  manières  possibles  :  on  peut  distraire  la  premièrt  q 
lettre  a ,  arranger  les  trois  suivantes  b  ,  c ,  d  ,  deux  à  deux» 
de  toutes  les  manières  possibles  ,  ce  <jui  donne  pour  6 ,  des 
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leu%  arrangetnens  bc ,  cb ;  pour  b ,  d\tB  deux  arrangemens 
^dy  db,  et  enfin  pour  c^d  les  deux  arrangemens  cd ,  cfc;  puis 
crire  la  lettre  a  en  tête  de  tous  ces  arrangemens ,  ce  qui  en 
onnera  six  qui  sont 

abc,  acb ,  abd,  adb,  acd,  adc, 

t  qui  commencent  tous  par  la  lettre  a  :  on  arrangera  les  trois 
ntres  lettres  ^  deux  à  deux,  de  toutes  les  maniérés  possibles  » 
uis  oh  écrira  6  à  la  première  place  de  tous  ces  arrangemens , 
t  ou  trouvera 

bac  y  bca ,  bad ,  hda  ,  bcd ,  bdc  •* 

-x  obtiendra  de  ta  même  même  manière  ces  deux  autres  lignes 
arrangemens  qui  commencent  par  les  lettres  c  et  d, 

caby  cba,  cad,  cda,  cbd,  cdb, 
daby  dba,  dac^  dca,  dbc,  dcb  : 

e  qui  fait  en  total  a4  arrangemens.  Si  Ton  propose  d'arranger 
inq  lettres  a  ^  b,c,  d,  6,  trois  à  trois,  on  verra  que,  pour 
hadune  d^ elles  écrite  à  la  première  place  ,  les  quatre  autres 
oivent  être  arrangées  deux  à  deux  :  or  pour  obtenir  ces  ar- 
angemens^  deux  à  deux,  de  quatre  lettres,  il  faut  arranger 
rois  de  ces  lettres  une  à  une  ,  ce  qui  donne  trois  arrangemens  , 
t  écrire  ^n  avant  de  chacun ,  la  lettre  distraite  ,  ce  qui  donne 
'.  X  3  arrangemens  de  quatre  lettres ,  deux  à  deux  ,  en  tête 
lesquels  on  rétablit  la  lettre  distraite.  D'après  cela,  le  nombre 
otal  des  arrangemens  sera  donc  5x4x5. 

173.  Lorsqu'on  veut  passer  du  produit  de  deux  lettres 
^ ,  & ,  à  la  somme  des  produits  différées  a  à  2  qu'on  peut 
aire  avec  trois  lettres  a  ,  ft  ,  c ,  il  ne  faut  que  multiplier  cba- 
Une  des  deux  premières  lettres,  par  la  nouvelle  lettre  intro- 
luite,  et  ajouter  ces,  produits  ac  ,  bc  au  premier  ab ,  ce  qui 
lonne  ab  ,ac  ,  bc.  Pour  passer  de  ceux-ci  aux  produits  diffé- 
ens  deux  à  deux  de  quatre  lettres  ,  on  ajoutera  aux  produits 
leux  à  deux  des  trois  premières  lettres ,  qui  sont  ab  ,  ac ,  bc , 
^eux  de  chacune  de  ces  trois  lettres  par  la  nouvelle  lettre  d ,  et 
^n  aura  ab ,  ac,  bc  ,  ad ,  bd ,  cd. 

Généralement  ^  ayant  déjà  la  somme  des  produits  deux  à  deux 
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« 

qu'on  peut  faire  avec  m  •—  i  lettres  ,  pour  avoir  la  somme  ana-* 
logue  pour  m  lettres ,  il  ne  faut  qu'ajouter  à  la  première  somme 
celles  des  produits  des  m  ^^  i  premières  lettres  ,  par  la  nouvelle 
ou  par  la  m'^""  lettre.  De  même^  pour  passer  ^e  la  somme dei 
produits  différens  qu'on  peut  faire  avec  trois  lettres  multipliéei 
3  à  5  (et  elles  ne  peuvent  fournir  qu'un  de  ces  produits)  a  II 
somme  analogue  pour  quatre  lettres,  il  faut  à  la   première 
somme  ajouter  celle  des  produits  a  à  a  des  trois  premières  lettM 
par  la  nouvelle  lettre  introduite  ;  et  pour  obtenir  les  proJ 
analogues  pour  cinq  lettres  ,  il  faut  augmenter  les  précédene 
des  produits  2  à  a  des  quatre  premières  lettres  par  la  nouve 
lettre  introduite.  En  général ,  pour  passer  des  produits différ 
de  m —  1  lettres  ,n  k  n,  aux  produits  analogues  pour  m  lettre! 
il  faut  faire  les  produits  n  —  i  à  n  — 1  des  m  -—  1  premiè! 
lettres ,  les  multiplier  par  la  nouvelle  lettre,  et  ajouter  ces 
duits  aux  précédens. 

174.  Ce  qui  précède  sera  une  introduction  suffisante  à  h 
démonstration  de  la  formule  du  binôme.  Nous  obscrveroiil 
qu^on  pourra,  si  l'on  veut,  omettre  le  problème  i**.  dontk 
solution  est  comprise  dans  celle  du  problème  2^. ,  et  que  nom 
n'avons  traité  à  part  que  pour  familiariser  les  élèves  avec 
genre  de  considérations. 

Supposons  donc  qu'on  ait  effectué  les  produits  des  fac- 
teurs binômes  (or+a)  (x-f-è);  (x+a)  (x+6)  (x+^)i 
{x+a)  (a;  +  Z>)(j:-|-  c){x+d)  ,  etc.,  lesquels  sont 

i*» x''+(a+b)X'+-ab 

a» x^+(a+b+c)x^+(ab+ac'\-4)c)x+abc 

3*» x^+la+b-\^c+d)  x^+Çab+aC'i-^d+b<>+'bd-+<(fy( 

+(abc+abd+acdr^bcd)x+abcd. 

etc. 

On  fera  sur  ces  produits  les  remarques  suivantes  : 
1®.  Le  plus  haut  exposant  de  x  dans  un  produit ,  est 
au  nombre  des  facteurs  binômes  multipliés  ,  et  il  diminue  coni 
tamment  d'une  unité  en  passant  d'un  terme  à  l'autre ,  jusq»^ 
deveair  zéro. 
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^^,  Les  coefficiens  de  xsont,  pour  ]e  premier  terme  ^runlté  ; 
>ur  le  second  y  la  somme  des  seconds  termes  des  binômes; 
>ur  le  troisième  ^  la  somme  des  produits  diiFérens  deux  à  deux 
i  ces  seconds  termes }  pour  le  quatrième  ,  la  somme  des  pro- 
fits difiPérens  trois  à  trois  de  ces  termes .  etc.  ;  enfin ,  le  dernier 
irœe  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes. 
Xj 'analogie  conduirait  à  dire  que  ces  remarques  s'étendent 
a  produit  d'un  nombre  quelconque  de  binômes;  mais  une 
jlle  induction  •doit  être  écartée  (50).  Nous  allons  prouver 
ue  les  lois  observées  ont  lieu ,  quel  que  soit  le  nombre  des 
Lcteurs  binômes. 
Si  on  représente  par 

x'"^-  Px"'-'+  Qx^-*+  /îx^-'-f- -+-  r 

î  produit  d  un  nombre  quelconque  ni  de  facteurs  a:  +  a , 
:-+-i  ,  x  +  c ,  x+d,  etc. ,  et  qu'on  les  multiplie  par  un  nou- 
eau  facteur  x-4-^>  il  viendra 


+  1 


+pi\      +Ç/ 

Il  est  évident  que  ^  1^.  si  jP  est  la  somme  des  m  seconds  termes 
es  facteurs  binômes  a,  i  ,  c ,  d ,  etc. ,  JP+  /  sera  celle  des  m 

Bconds  termes  a ,  b  ,  c ,  d 1}  par  conséquent  la  compo- 

ition  assignée  à  ce  coeflicient ,  sera  vraie  pour  le  produit  du 
egré  m+i ,  comme  elle  l'est  pour  celui  du  degré  m. 

22®.  Si  Q  est  la  somme  des  produits  difTérens  a  à  ^  des  m 
sconds  termes  a  ,  i  ,  c,  etc.,  Q'-^Pl  exprimera  la  somme 
es  produits  analogues  des  m-rf- 1  lettres  a,  ù  ,  c, ,  ,1  (lyS)  , 
ar  P  étant  la  somme  des  m  premiers  seconds  termes  a  ,  & ,  c  , 
l ,  etc. ,  PI  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nouvelle  lettfe 
Qtroduite  ;  donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le, 
legré  771  -f-  1  ,  si  elle  Test  pour  le  degré  m, 

3*.  Si  R  est  la  somme  des  produits  différens^  des  tti  lettres 
a,  6,  c ,  d,  etc.  prise  3  à  3 ,  71+  Q/  sera  celle  des  produits 

analogues  des  7n  +  i  lettres  a,  b  ,  c,  d /,  prises  aussi 

■8  à  3  ,  puisque  Ql ,  d'après  ce  qui  précède  ,  exprime  la  somme 

^cs  produits  différens  Qcs  m  premières  lettres  prises  a  à  a  par  la 
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nouvelle  lettre  introduite ,  somme  à  ajouter  à  R  pour  passer 
aux  produits  difFérens  de  m-f- 1  lettres  prises  3  à  3  (173).  Donc 
la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le  degré  77t-f-i  ^  si  elle 
l'est  pour  le  degré  m. 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonner  s'étend  à  tous  les 
termes ,  d'après  leur  mode  de  composition ,  et  qu'enfin  le  der- 
nier terme  IV  sera  le  produit  des  m  -f- 1  seconds  termes  des 
facteurs  binômes. 

Les  remarques  énoncées  étant  vraies  pour  le  produit  Ai 
quatrième  degré  ,  le  seront ,  suivant  ce  qu'on  vient  de  voir, 
pour  celui  du  cinquième ,  pour  celui  du  sixième;  et  puisqu'elles 
auront  lieu  en  passant  d'un  produit  au  suivant ,  elles  seront  donc 
toujours  vraies. 

£n  supposant  le?  m  seconds  termes  des  facteurs  égaux  entre' 
eux  y  le  produit  devient  la  puissance  m  du  binôme  x+a;  il 
prend  alors  la  forme 

les  coefficiens  A ,  B  y  C X  ,  Y  représentant  les  nombres 

des  produits  différens  que  Ton  peut  former  avec  m  lettres  priiei 
deux  à  deux ,  trois  à  trois,  quatre  à  quatre  ,  etc. 

La  recherche  des  coefficiens  du  développement  du  binoBi' 
(^x^  a)"*  se  réduit  donc  à  la  solution  de  cette  question  : 

Étant  données  des  lettres  en  nombre  m ,  déterminer  combint 
il  peut  en  résulter  de  produits  différens  composés  de  n  \eitns* 

La  solution  de  cet  énoncé  est  comprise  dans  celle  des  troif 
problèmes  qui  survent ,  problèmes  dont  le  premier  n'est  qu'm'  ^ 
cas  particulier  du  second  ,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit. 

1*.  Déterminer  combien  avec  m  lettres  ,  on  peut  former  (f< 
rangemens  différens  m  à  m. 

Si  l'on  avait  formé  tous  les  arrangemens  possibles  de  7»  —  *j 
lettres ,  il  faudrait ,  pour  obtenir  ceux  de  m  lettres ,  introdiii 
dans  chacun  des  premiers  arrangemens,  la  nouvelle  lettre 
toutes  les  places  possibles  :  on  pourrait  la  placer  à  gauche 
entre  la  première  et  la  seconde  lettre  -  entre  la  seconde  et 
troisième^  etc. ,  ayant  et  après  la  dernière  lettre  :  un  te 

compo^ 
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}é  de  m—  1  lettres,  en  donnerait  donc  m  compoflét  d« 
gs;  ainsi  en  représentant  par  x  le  nombre  des  arrange-* 
ue  donnent  m  lettres ,  et  par  x'  celui  de»  anangemeni 
1  lettres  ,  oh  aura  la  relation 

X  =  mx  f 

i  reste   de  même  forme  pour   m— *  i  ,  nt -^  2,  etc. 

ainsi ,  en  représentant  par   x^^x" x*^"*"')  les 

s  d'avrangeraens  de  m-^a ,  m-^3. ....  .m*—  (  m  — i) 

,  on  aura 

x'  =  (  m  —  i)  x" 

x"=:(77i  — a)x*; 

x^^-O  z=zTn  —  (m  —  0=  1  : 

—  (m —  1  )  ou  une  lettre  ne  peut  donner  qu'un  seul 
ment.  En  substituant  dans  x  pour  x'  sa  valeur,  dafis  Ig 
pour  %x"  la  sienne  ,  et  ainbi  de  suite  ,  on  trouvera 

r  =  m(/ïi —  i)(  m-^a)  (m  —  3)..  .,3.a.i. 

^,tant  données  m  lettres  a ,  b  ,  c  ,  d  ,  etc, ,  déterminer  le 
des  arrangemens  qui  en  peuvent  résulter ,  en  ne  faisant 
fwe  n  lettres  dans  chaque  arrangement.  * 

y  le  nombre  des  arrangemens  de  m  lettres  n  k  n:  soit 
des  arrangemens  de  m —  i  lettres  prises  ti-^— i  à  n — i  : 
lercherons,  comme  dans  la  question  précédente,  â  faire 
re  j-  dey\  En  plaçant  la  lettre  a  en  avant  de  chacun  des 
mens  des  m  —  i  autres  lettres  prises  n— i  à/i-^i  ,  on 
us  les  arrangemens  de  n  lettres  ,  dans  lesquels  la  lettre  a 
ra  la  première  place  ;  et  leur  nombre  sera  y'  ;  de  mêiue 
pant  la  lettre  b  en  ayant  de  chacun  des  arrangement 
avec  les  m  —  i  lettres  a ,  c  ,  d,  etc.  prises  aussi  n— i 
:  ,  on  aura  tous  les  arrangemens  possibles  de  n  lettres  , 
squels  b  occupera  la  première  place ,  ce  qui  donnera  le 
nombre  j/'  d'àrrangemens.  En  faisant  le  même  raisonne- 
)our  chacune  des  lettres  c  ^  d,  etc.  successivement  dis- 
,  on  obtiendrait  à  chaque  foisy  termes  ou  arrangemens. 

9 
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Donc ,  pnisque  le  nombre  total  des  lettres  est  m ,  on  aura  e 
my'  arrangemens ,  et  conséquemment  la  relation 

y  =  ^y- 

En  représentant  par  y",  y,  etc.  les  nombres  d'arrang 

de  m  —  fl  lettres  prises  /i  —  aà/i-^a,  de  zn— 3 

prises  n  —  3  in —  3,  etc. ,  on  aura  ces  autres  relations 

•écutiyes^ 

y  =  (7n-i)/ 

y=  (m-3)y\ 

etc. 

En  passant  de  la  première  relation  à  la  seconde  ,  de  ce 
à  la  troisième ,  la  difiicuité  se  réduit  continuellement  ;  ( 
nombrç  total  des  lettres  à  arranger ,  ainsi  que  celui  des  I 
qui  entrent  aans  les  arrangemens  ,  vont  toujours  en  dimin 
mais  comme  le  nombre  n  est  <^  m ,  ce  nombre  n  sera  : 
à  l'unité  plutôt  que  m  ,  ce  qui  arrivera  lorsque  de  n  1 
on  en  aura  retranché  n  —  i  ;  alors  m  sera  réduit  à  m — (r 
^Si  donc  on  représente  par  ^C«— 0  [  parce  que  dans  la  no 
employée  le  nombre  des  accens  de  y  est  toujours  ég 
;iombre  retranché  de  77i]|>  le  nombre  des  arrangeme 
m —  (ti— T  1  )  lettres  prises  n  —  (zi —  i  )  à  n — (/i  —  i] 
une  à  une ,  on  aura 

y'-OrrrTn— (71—  l)  , 

^uîsqu* alors  le  nombre  des  arrangemens  est  précisément 
celui  des  lettres  à  arranger.  Ensorte  que 

j^  =  my'  =  m  (m —  i)y  =  m(m —  i)  (m  —  a)y 

=  111  (tti —  1  )  (m— a)  (m — 3)  j^*^ 

rzt  m  (m — i  )  (m  —  a)  (m — a). .  .[m — (n — 1)3( 

*>i       ■     '  .-1  ■  ri. 

(♦)  On  peut  encore  parvenir  au  nombre  d'arrangemens  de  m  lettn 
jik  n,  en  suivant  une  marche  inverse  de  colle  du  texte  ^  et ,  pour  no 
mieux  entendre,  nous  nous  proposerons  quatre  lettres  à  arranger  deux 
Supposons  qn^on  ait  arrange  ces  quatre  lettres  une  h  une  ,  ce  qui  doi 
demment  quatre  arrangemens  :  pour  passer  an  nombre  cherche  d**; 
menf  >  on  placera  chacune  lie  oç»  lettres  i^  droite  ou  à  gauche  de  chac 
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v)q  peut  dédoirê  de  cette  formule  le  nombre  des  arrangemens 
de  m  lettres  ,  en  les  faisant  entrer  toutes  dans  chaque  arrange- 
ment :  il-sufEt  d'y  faire  n  =  m^  ce  qui  donne 

.  jf  =07 1=  m  (  m  —  i  )  (  m— 3  ) . .-. . 3 .  a .  I . 

*    On  voit  donc  que  la  question  précédente  est  comprise  dans 

telle-ci  : 
3*.  Etant  données  m  lettres ,  trouver  le  nombre  des  produits 

-dijférens  entre  n  de  ces  lettres. 

Si  ces  produits  de  n  lettres  étaient  connus ,  en  donnant  aux 

îttres  qui  entrent  dans  chacun  d'eux ,  toutes  les  dispositions 

^ssibles  ,  on  aurait  encore  tous  les  arrangemens  de  m  lettres 

rises  n  à  n.  Puisque  chaque  produit  est  composé  de  n  lettres, 

ir  un  produit  on  aurait ,  d'après  ce  qui  yient  d'être .  démontré, 

.â.3. .  .* « n  arrangemens  :  donc  si  l'on  représente  par  P 

nombre  de  ces  produits  différens  nk  n,  on  aura  l'égalité 

PX  1.3*3. 4*  ../i=m(m — i)(m — a) [tu— J(7i— i)]; 


)is  antres  ^  ce  qtii  donnera ,  en  total ,  douze  arrangemens  de  quatre  lettres 

ït  à  deux.  Généralisons ,  et  supposons  qu^on  ait  k  assigner  k  nombre 

arrangemens  de  m  lettres  deux  à  deux  ;  en  les  prenant  d^ abord  nne  à  nne  « 

nombre  d'arrangemen»  sera  m  ;  en  écrivant  chacune  de  ers  lettres  suc- 

ÎTement  à  droite  ou  à  gauche  des  m  —  i  autres  ,  on  passera  aux  arran- 

iras  de  m  lettres  deux  h  deux,  dont  le  nombre  scra^m  (m  —  i).  Pour 

de  ceux-ci  aux  arrangemens  de  m  lettres  trois  h  trois  ,  on  écrira  cha- 

des  m  {m  —  i  )  arrangemens  de  deux  lettres ,  à  droite  ou  k  gauche  des 

antres  lettres  restantes  ,  et  on  aura  ceux  de  trois  lettres  ''qui  seront  eu 

ibre  m(m  —  i)(m  —  a).  Pour  avoir  ceux  de  m  lettres  quatre  h  quatre  : 

écrira  encore  chacun   de    ces    drmiers    arrangemens  successivement  h 

ite  ou  à  gauche  des  m '-*-  3   autres  lettres  restantes  .  ce  qni  donnera  en 

m  (  m  -«  1  )  (m  — Q )  (  m  — 3  )  arrangemens  de  m  lettres  prises  quatre 

itre,  et  ainsi  de  suite.  On  aperçoit  aisément  que  le  nombre  de  ceux  qu'on 

foncier  atec  m  lettres  prises  n  h  n  ,  est 

^(iïSjn)=sm(m— i)(to  —  2)(m  —  3) [w  — (n  — i)], 

»tant  par  ^{m  ,  n)  ce  nombre  chercfbé  d'arrangemeus ,  et  observant  que 
■nier  facteur  est  toujours  w,  moins  le  nombre  des  lettres  qu'on  arrange  , 
mé  d'une  unité.  On  pourra  substituer  ces  considérations ,  si  on  les  trouve 
simples ,  K  celles  sur  lesquelles  on  s'est  appuyé  dans  le  texte  pour  ré- 
:c  le  problème  a**. 
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vailes  du  dernier,  et  conséquemment  à  m—  h  intervàQes  Ai 

{premier^  aura  pour  coelHcient  numérique 

7/1  (m —  1  )  (m — a) .    ...  [m — (m — /i^—  i  )] 

i.a.3 V (m— Ti) 

m  {m —  i)(m— a) Çn  +  i  ) 

i.a.3 (;» — n)  * 

en  observant  que  le  nombre  des  intervalles  ^   diminué  d'i 
unité  ,  est  ce  qu*il  £aut  retrancher  de  m  dans  le  dernier  facteir 
du  numérateur  ,  et  que  le  dernier  facteur  du  dénominateur  ei|f 
ce  nombre  même  d'intervalles.  Il  s*agit  donc  de  démontrée  i 
qu*on  doit  avoir  cette  identité , 

m(m —  1  )  (m — a) . . .  [m — (ra — i)] m  (m —  i  )  (m— a) . . .  (n-f-Q 

i.a.3 n  i.a.3 (tîi^— »)%? 

ou,  après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs,  U 

1.2.3 (jn-r^n)  m  (m — i)(ni-^2) [m  —  («—"01 

=  1 .2.3.. .  ' n.m  (m — i)(m — a) (n-f-i). 

Or  le  premier  membre  est  le  produit  de  la  suite  des  nombi 
naturels  depuis  m  jusqu'à  m  —  (  n-^  i  ) ,  multiplié  par  la  soi 
des  nombres  naturels  ,  depuis  m— zi  jusqu'à  i ,  ou  le  produit i 
tou$  les  nombres  naturels  depuis  i  jusqu'à  m  inclusivementj 
le  second  membre  offre  également  le  produit  des  nombr 
depuis  1  jusqu'à  n,  par  celui  des  nombres  depuis  n-^i  jusqu'à] 

■ 

Donc,  etc. 

On  serait  parvenu  plus  brièvement  à  cette  conclusion  » 
observant  que  la  formule 

m  (m— i) (m— fl) [m  —  (n — i)] 

1 .3.3 n 

peut  être  mise  sous  la  forme  » 

1 .  a  .3 • m 

1 .2.3».  ..nX  1  »2.3. .  .  .(m — /i)* 

en  multipliant  les  deux  termes  de  la  première  par  i  .a.  3...  (m—*] 
et,  sous  cette  forme ,  on  voit  qu'elle  restera  la  même  ,  si  » 
exprime  le  lîombre  des  intervalles  entre  le  premier  terme 
celui  que  l'on  considère  ;,  se  change  en  m— n^  substitution 
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laquelle  ce  coefficient  se  rapporte  au  ternie  im~^  n  intervalle 
du  premier,  et  conséquemment  à  n  intervalles  du  dernier. 

Autrement  encore,  on  remarquera  qu'on  peut  du  troisième 
terme ,  par  exemple  ,'  lequel  compte  le  nombre  des  produits 
différeiis  de  m  lettres  prises  deux  à  deux  ,  déduire  celui  de 
l'antépénultième  qui  compte  le  nombre  des  produits  difFêrens 
deux  à  deux  de  m  -—  a  lettres  ,  en  divisant  le  produit  des  m 
Itttres  par  chacun  des  produits  a  à  a  de  ces  m  lettres  ;  d'où  il 
s'ensuit  que  le  nombre  des  produits  de  m  lettres  a  à  a  ,  est  le 
même  que  celui  de  m  lettres  m— -a  à  m— -a:  on  prouvera  do 
la  même  manière  que  les  nombres  de  produits  de  m  lettres 
S  à  3  et  de  m  lettres  m— -S  à  m-^S,  de  m  Iettres4à4et 
de  m  lettres  m — 4^  '^'^4»  e^c- ,8ont  les  mêmes.  Donc,  etc. 

178.  Le  terme  général  des  coefEciens ,  savoir  : 

« m(^m  —  i)(7n — a.) [m — (n — 1)] 

1 .3.3 n 

est  essentiellement  un  nombre  entier  ,  propriété  qui  résulte  de 
sa  signiEcation ,  et  qu'on  peut^ démontrer  ainsi  qu'il  suit.  Tous 
les  nombres  pris  à  compter  de  zéro  inclusivement ,  de  deux 
en  deùx^  sont  exactement  divisibles  par  deux  ;  de  trois  en  trois , 
sont  divisibles  par  trois;  de  quatre  en  quatre  ,  le  sont  par 
quatre  ,  et  ainsi  de  suite.  Conséquemment  le  nombre  i  a  ,  par 
exemple,  qui  se  trouve  en  même  temps  parmi  les  nombres 
de  a  en  a  ^  de  3  en  3  ,  de  4  en  4  1  ^  pour  diviseurs  3,5, 
4,  3X5,  3x4-  L^  nombre  14  qui  est  l'un  des  nombres  de  a  en  » 
et  de  7  en  7  ,  est  divisible  par  a ,  par  7  et  par  2  X7.  Or  qu*on 
prenne ,  quelque  part  que  ce  soit  dans  la  suite  des  nombres 
Naturels,  cinq  nombres  consécutifs  ,par  exemple,  17,  16* ,  i5  ^ 
i4i  i3,  je  dis  que  le  produit  17.  i6.i5.  i4.i3  sera  exacte- 
ment divisible  par  1 .2.3.4.5.  En  effet ,  lun  des  facteurs  du 
premier  produit  sera  nécessairement  de  la  série  des  nombres 
pris  de  a  en  a  ,  un  autre  sera  de  celle  des  nombres  de  3  en  3 , 
Un  autre  de  celle  des  nombres  de  4  en  4  >  et:  enGn  un  autre  de  la 
•érie  des  nombres  de  5  en  5.  Un  même  facteur  peut ,  comme 
xious  Tavons  déjà  observé,  faire  partie  de  plusieurs  séries. Donc 
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le  produit  i  .2. 3.4 «5  sera  facteur  du  numératcnr,  et  le  quo- 
tient sera  un  nombre  entier.  Ce  raisonnement  appliqué  au  termt 
général ,  démontre  la  proposition  énoncée, 

179.  Si  dans  le  développement 

^  1.2 

,    7n(m— -OCm — 2)   ,  «  o  ,      , 

j b i.\, ia?x'^''^+  etc.  , 

1.2.3 

on  fait  «  -=  a:  =  1  ,   on  trouvera ,  en  observant  que  toutei  | 
les  puissances  de  Tunité  sont  Tunité , 

^v  "  ^  m  (m  —  1).   m(m — i)(m — 2)   . 

c*est-à-dire  que  la  somme  des  coefficiens  du  binôme  élevée 
une  puissance  entière  et  positi\/t ,  est  constamment  égale  à  h 
même  puissance  du  nombre  2. 

■ 

Or  nous  avons  trouvé  (174)  que  les  nombres  des  produits 
différens  2à2,3à3,4^4*-**^^^  qu*on  pouvait  former  avec 
m  lettres,  étaient  exprimés  par 

m  (m — •  1  )  ^      m  (m —  OC'^ —  ^) 
1.2           '*                   1 .2.3 
m  (^m  —  i)(m  —  2 ).,,.[ m  —  (n — 1)"] 
1 .2.0 n  ' 

donc  la  «i>omme  de  tows  les  produits  différens  que  Ton  pent 
former  avec  m  lettres  prises  2à2,  5à3,  ^^^^4 mà7îi,eit 

m(m — 1)      7n(yyt  — i)(m — 9,)      m(m-i)(m-2)(m"?:) 

1.2      ■*"  1.2.3  "*  7.2.3.4  *"••••+'» 

mais  d'une  autre  part,  nous  avons  la  propriété 

d'où  Ton  tire 

(2)".-  (  m  +  O  =  îlfcll^  +  ""  im-rXm-^  _^ ^^^ 

Ainsi  avec  un  seul  nombre,  et  alors  m=i  ,  on  peut  former 
2  —  1  —  i ,  ou  zéro  produit  ;  avec  deux  nombres  ,  et  alors 
j7iiz=2  ,  on  peut  en  former  2^^ — 2 — 1  ;  avec  trois  nombres  qui 


3s  d'un  nombre  ,  lorsqu'on  connaît  le  nombre  de  ses 
3  premiers. 

Nous  observerons  en  passant,  à  l*égard  des  arrangemens 
ettres  telles  que  les  suivantes^  aaabbc,  dont  le  nombre 
)  1X2X3x4x5x6,  que  si  oii  ne  veut  retenir  qu» 
n  sont  différens ,  ou  qui  ne  sont  pas  semblables ,  il  faut 
e  produit  ci-dessus  par  le  nombre  i  X  a  X  3  des  arran- 
des  trois  lettres  aaa ,  multiplié  par  le  nombre  i  X  s  dea 
nens  des  deux  lettres  bh,  ensortc  qu'il  restera 

1.2.3.4*5.6       4-5. '6       ^ 
= =  -i =:  6o 

1  .2.0. 1.2  1.2 

lombre  des  arrangemens  dissemblables. 
Les  principes  posés  précédemment  ont  des  applications 
ises  et  fort  intéressantes ,  surtout  dans  le  calcul  des  pro- 
.  Nous  les  appliquerons  à  la  solution  de  deux  questions. 
X  personnes  doivent  se  placer  autour  d'une  table ,  et 
s  doivent  être  tirées  au  sort  ;  deux  amis  qui  font  partie 
ives  désireraient  être  à  côté  l'un  de  l'autre  :  combien  y 
î  chances  pour  y  et  combien  y  en  a-t-il  contre  ? 
rsonnes  peuvent  être  arrangées  de  1X2  X3x4x5x^, 
10  manières  différentes.  Cela  po^é  ,  désignons  l'un  des 
is  par  A ,  et  J'autre  par -5;  en  supposant  udf  à  la  droite 
ji  l'on  considère  ces  deux"  oersomies  comme  n'en  fai- 
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«ix  personnes  étaient  sur  iine  même  ligne  :  mais  A  étant  à  n 
des  extrémités  ^  eX  B  k  Vautre ,  si  les  deux  extrémités  se  ré 
Dissent  ^  ainsi  qu'il  arrive  à  table  y  les  deux  amis  seront  encc 
voisins;  et,  sans  changer  cette  disposition  ,  les  quatre  auti 
personnes  pourront  s'arranger  de  1X^X3X4=^^4™ 
nières  différentes.  £t  comme  il  en  sera  de  même  en  supposa 
B  c«  la  place  de  -<^ ,  et  réciproquement ,  aux  extrémités  de 
ligne  droite  ^  on  aura  encore  24  dispositions  favorables  a' 
deux  amis.  Les  chances  pour  seront  donc  au  nombre  ( 
120  +  120+  24+  24  =  288  ,  et  les  chances  contre,  i 
nombre  de  720  —  288  =  432.  Il  y  aura  donc  à  parier  4^ 
coiitre  288  ,  ou  1  ^  contre  1  que  les  amis  seront  séparés. 

2®.  On  demande  les  rapports  entre  les  nombres  d^extraiti 
d'anibes  ,  de  ternes  ,  de  quaternes  et  de  quines  que  peuve 
donner  cinq  numéros  sortons  ,  et  ceux  quon  peut  faire  av\ 
les  90  numéros  de  la  loterie. 

Désignons  par  E ,  A  ,  T ^  Q  et,q  les  nombres  d'extraiti 

ambes quines  qu'on  peut  faire  avec  cihq  numéros; 

par  E\  A\  T\  ÇY  et  q'  ceux  qu'on  peut  faire  avec  90  m 

iijéros.  En  observant  que  les  ambes,  ternes quines  qu'c 

peut  faire  soit  avec  5  ,  soit  avec  90  numéros  sont  en  mén: 
nombre  que  les  produits  différens  2à2,3à5,4^4 
5  à  5  qu'on  peut  faire  avec  5  ou  avec  90  lettres  ^  on  aura 


^=5 

M 
2 
—  5-4»5 
2.3 
5.4*3.2 

2.3.4 
5.4«3.2, 1 

2.3*4*^ 

Donc  E 

A 
T 

Q 


A  — 

Q  = 

9 


E' 
A' 
T 

9' 


•  • 


£'=  90 

2 
,      90.89.88 

^-     "2.3 

90.89.88.87 

^  ~        2.3.4 

,  _  90.89.88.87.8g 

^   ~  '       2.3.4.5       ' 

400,5 
11748 
5iio38 
43949268 
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Pour  un  extrait  gagnant,  on  reçoit  i5  fois  la  mise^ 

un  ambe ajo 

un  terne 55oo 

un  quateme 76000 

un  quiae locpooo. 

182.  On  peut  encore  présenter  la  formule  du  binôme  sous 
une  forme  très-simple ,  en  partant  de  ce  développement 

1  •  ^ 


_^m(m=0^i)p„Ç3+etc. 


1  .2.3 

Maintenant  si  on  dé^jigne  par  A  le  premier  terme ,  le  second 
sera  mAQ)  si  celui-ci  est  représenté  par  B  ,  le  troisième  sera 

B(^'y  celui-ci  étant  C,  le  quatrième  sera — = —  CÇ ,  et 

ainsi  de  suite  ^  ensorte  qu'on  aura 

2  o 

•  ni— 3  -.^   . 
-A —  DÇ  +  etc. 

Soit,  pour  application  de  cette  formule  ,(20  +  3z)<  \  en 
comparant  cette  puissance  avec  la  formule  (P  +  Z'Ç)"*,  on 
trouvera  que  leur  identité  suppose 

m-=i^^     P  =  2a.     jPÇ=aK3z;     d'où     Q  =  —  ; 


2a 

faisant  ces  substitutions  dans  le  développement  général ,  il  se 
changera  dans  celui  de  (2a  +  3z  )^,  c'est-à-dire  qup 

(2a-H3zy  =:  i6a4-|.qGa''z+  2iGa^z*  +  2160^2  4.812*. 

i83.  Nous  déduirons  encore  de  la  formule  générale  du 
Linonie  ,  cette  proposition  déjà  démontrée  (note ,  117),  savoir  : 
x"*  —  a"*  est  exactement  divisihle  par  x  —  a ,  m  désignant  un 
nombre  entier  positif .  En  effet,  qu'on  pose 

X  —  0  =  5,     d'où    a:  =  a  -f-  a  ^ 
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on  obtiendra^  en  élevant  ces  deux  membres  à  la  puissance  m, 

1.2 
+  Tna'"""'^  +  a"*: 

d'où  Ton  déduit ,  en  retranchant  de  part  et  d'autre  a"*,  seul 
terme  du  développement  qui  n'est  pas  multiplié  par  z , 

x"  —  a"  =  a"»  +  maz"^-'  +  ^  ^^~  ^  û'»2'"'-*+  . . .  +7na"-»«; 

1.2 

et  détachant  en  facteur  commun  du  développement  2  ou  x— a 
qui  en  multipUe  tous  les  termes  ,  il  viendra 

a;"» — aî»=  (x — à)  [(x — a)'"~'+77ia  (x — u]  •""*. .  .+7na"^*],; 

et  comme  ce  développement  de  .r"*  —  a*"  a  pour  facteur 
X  —  a ,  la  proposition  est  démontrée  pour  tout  nombre  m 
entier  et  positif. 

Que  l'on  divise  de  part  et  d'autre  par  x— o ,  et  il  viendflr 
'  =  (x— a)"*-»  +  ma  (x — a)"*"^ 

X— a  V  y  I  \  ^ 

1.2  ■ 

Qu'on  suppose  maintenant  x  =  a  ,  ce  qui  est  permis, 
puisque  x  est  un  nombre  quelconque  ainsi  que  a,  on  trouvera 

O 

en  observant  que,  pour  cette  hypothèse,  tous  les  terme»  du 
quotient  s'évanouissent,  a  Texception  du  dernier  mcf'''^.  Ainsi 
la  fraction  non  développée  qui  se  produit  sous  la  forme  |, 
a  cependant  une  valeur  vraie  ma^'^^.  Nous  avons  déjà  ren- 
contré (57,77)  un  tel  résultat  qui  se  présentera  assez  souvent 
par  la  suite;  il  sera  l'objet  d'une  théorie  particulière  exposée 
(chap.  22). 

184.  Nous  étendrons  (chap.  21)  la  formule  du  binôme  t 
l'exposant  entier  négatif,  aux  exposans  fractionnaires  positif > 
négatif^  et  même  à  l'exposant  incommensurable. 
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CHAPITRE   XIII. 

7es  propriétés  de  V équi-^difference ,  de  Véqui'-quotieutj 
et  de  la  suite  de  rapports  égaux. 

■65.  VJONNAISSANT  trois  grandeurs  ou  trois  nombres  a,b, 
*t  c,  on  veut  trouver  une  quatrième  grandeur  ou  un  qua^ 
riéme  nombre  x  ,  d'après  Vune  et  l'autre  de  ces  conditions  ; 
.*.  que  la  différence  entre  c  et  x  soit  la  même  que  la  diffc^ 
*ence  entre  a  ef  b  y  ^°,  que  a  contienne  b  autant  de  fois  que  c 
*ontient  x. 
Ces  ^eux  énoncés  se  traduisent  dans  les  égalités 

,  a        c 

'     b       x' 

ju'on  note  encore  assez  souvent  de  cefte  manière 

a.b  l  ex  \     a  \  b  II  c  \  X. 

Ces  traductions  sont  nommées  proportions  arithmétique  et  géo-^ 
métrique,  La  dénomination  à'équi-différence  est  préférable  à 
-elle  de  proportion  arithmétique ,  parce  qu'elle  énonce  correc- 
lement  cette  relation  entre  les  quantités 

a  —  i  =  c —  d  , 

tandis  que  l'autre  dénomination  ne  rappelle  rien  ;  la  notation 

Correspondante 

a.b  l  c.d 

^  le  double  inconvénient  d'exiger  ,  i".  lés  deux  point»  !  qui  sont 
Souvent  employés  à  indiquer  la  division  de  deux  quantités , 
lovsqu*ici  ils  tiennent  lieu  du  signe  = ,  ce  qui  fait  double  em-^ 
ploi  et  ambiguité  ;  a*,  le  point  entre  deux  lettres  pour  indiquer 
Uur  dififérencé  ,  lorsqu'il  est  souvent  employé  à  désigner  une 
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multiplication.  Des  raisons  analogues  ont  déterminé  à  ctiangi 
la  dénomination  de  proportion  géométrique  en  celle  éCé^ii^ 
-  quotient  y  et  de  substituer  le  signe  =  aux  quatre  points  qui, 
séparent  les  rapports  ou  les  quotiens  égaux  :  cependant  comme 
les  notations  et  dénominations  anciennes  sont  toujours  nsitéeii 
dans  la  Géométrie,  nous  nous  en  servirons  pour  écrire  et  énoii-| 
cer  les  propriétés  que  nous  aurons  découvertes  en  employait 
Talgorithme  plus  commode  de  Tégalité. 

i8G.  Nous  observerons  que  les  propriétés  de  l'équi-diiTérenM 
sont  autant  de  conséquences  de  ce  principe  déjà  posé  (i3,  64)  •*■ 
^z^' on  peut ,  ^uins  altérer  une  égalité ,  opérer  de  la  même  manièn 
sur  lun  et  sur  t autre  membre. 

Ainsi  toute  opération  par  voie  d'addition ,  de  soustraction 

de  multiplication  et  de  division,  faite  sur  Tun  et  l'autre  me 

de  l'égalité  a  — i=c—d,  donnera  une  nouvelle  prop: 

de  la  proportion  arithmétique.  Parmi  celles  de  la  propo 

géométrique ,  nous  ne  ferons  connaître  que  tes  plus  usitées. 

a        c 
187.  Reprenons  l'égalité  entre  .deux  quotiens  -  =  -j ,  q« 

correspond  à  la  proportion 

a\b\\c\d 

si  on  multiplie  de  part  et  d'autre  par  le  produit  hd  des.déno- 

minateurs ,  on  aura 

ad  =  cb. 

Donc  ,  dans  toute  proportion  géométrique  ,  le  produit  ad  it$ 
termes  extrêmes  ,  est  égal  à  celui  bc  des  termes  moyens. 
Réciproquement ,  qu'on  ait 

b>   °**    <5* 

et  alors  il  n'y  a  pas  proportion  (i  85)  ,  puisque  lun  des  quotieni 
est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'autre  ;  en  multipliant  par  (&ij 
le  plus  grand  produit  sera  donné  par  le  plus  grand  quotient ,  ^ 
vice  versa  ;  ensorte  gu'on  aura  '  ' 

ad  >•     ou     •<  bc  , 

ç'est-à-dire  4  le  produit  des  extrêmes  pins  grand  ou  pluspent] 


a_b  (proportions  j  a  le  II  b  :  d 
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ui  des  moyens.  L'égalité  de  ces  produits  suppose  dono 
tion  entre  les  quatre  nombres  a,b;  c  et  d. 

Si  l'on  part  de  l'égalité 

ad  •=>  bc  ^ 

e  correspond  à  une  proportion ,  et  qu*on  «n  divise  les 
lembres 

^_£  1  fa  :  i  ::  c  :  rf, 

l~d'\      et  les      \b\aV.d\c, 
onaura<  _    V ..__<     .  ,      / 

\a  :  c  ::  bid, 
\c  :  a  ::  rf:  é, 

voit  donc  y  i^.  que  quatre  nombres  ^  tels  que  le  produit 
IX  d^entre  eux  soit  égal  au  produit  des  deux  autres , 
ropres  à  former  différentes  proportions  qui  ont  lieu  en 
temps  ;  »•.  qu'on  peut ,  sans  altérer  une  proportion  , 
er  les  moyens  de  place ,  conclusion  qui  résulte  de  la  troi- 

proportioB  rapprodhée  de  la  première;  3^  qu* on  peut 
les  conséquens  en  place  des  antécédent ,  et  réciproque^ 

ainsi  que  le  montrent  les  seconde  et  quatrième  propor- 
approchées  de  la  première  et  de  la  troisième.  On  voit 
avantage  ces  considérations  ont  sur  celles  qu'on  emploie 
tbmétique. 

|.  Nous  n'avons  pris  pour  diviseurs  «des  deux  membres 

^alité  ad  -=.  bc  y  que  deux  des  six  produits  deux  à  deux 

peut  faire  avec  les  quatre  lettres  a^b  y  cet  d*/\\  restç-* 

onc  encore  à  diviser  par  les  produits  ab  ^  ac,ad  y  bcy  ce 

>urnirait  autant  de  propriétés  de  la  proportion  y  que  nous 

dispenserons  de  consigner  ici. 

a       c 
).  De  r équi-quo tient  T  ^= -^  >  on  déduit  les  égalités  sui- 

s  : 

ma       pc         ma        me 

mb       p3  '       pb        pd  * 

,  p  ,  9  étant  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires  :  elfël 
ent  ces  proportions 

ma  :  mb  II  pc  :  pd;    ma  l  pb  II  mclpd, 
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lesquelles  ,  suivant  les  valeurs  numériques    qu'on  attrîBu 
m^  n,  p   et  ^  ,  fournissent  des  propriétés  différentes  di 
proportion  a  l  b  il  cl  d  :  on  en  obtiendrait  d^autres  en 
.sant  subir  aux  quatre  termes  de    ces  deux  proportions^ 
changemens  de  place  qui  n'altèrent  pas  la  proportion. 

191*  L'égalité  t  =  t  élevée    à  la  puissance  m  entière 

fractionnaire  ^  donne   encore  une  égalité  qui  fournit  la  f 
portion 


igs.  Enfin  les  égalités 


al  b  II  cl  d 


qui  correspondent  )  f  l  g  II  hl  k 
aux  proportions 

l  l  mlln  l  p 

m 

etc. 
tnultipliées  l'une  par  Tautre  ,  donnent  les  produits  égaut 

ttfl  etc.         chn  etc. 

bgm  etc.        dkp  etc.  ^ 
et  la  proportion    • 

cf/etc.  :  bgm  etCi  ::  chn  etc.  l  dkp  etc.  ^ 

qui  rapprochée  des  précédentes  ,  fournit  cette  conclusio 
si  Von  multiplie  autant  quon  voudra  de  proportions  par  cri 
*ou  terme  à  terme ,  les  produits  resultans  seront  en  proportio 

igS.  On  a  toujours  en  même  temps  les  deujc  égalités 

a        c  ^  Ç  a  .  c  , 

a        c  )  [a  c         ' 

réduisant  l'unité  aux  dénominateurs  b  yd^  a ,  c ,  on  trouve 
a±b        c±d       b±a        d±c 


t 
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La  première  de  ces  égalitëa  donne 

on  conclut 

a+b        a^-b  a-f-^ c  +  ^ 

Qsécjuemmeût ,  cette  proportion  fort  usitée 

a4-i:a— 6  ::  c  +  d:  c  — rf. 
La  seconde  revient  à  celle-ci 

a±b       cdtd       -,  ,     a±:b       a  ■ 

= i     d'où     --r-%=-, 

a  c  c  nia       c 

lie  rapprochée  de  la  précédente  ^  donne 

a±:b  Z  a  on  b  II  c±id  l  c  on  d* 

roportion  al  b  H  c  l  d  jouit  donc  encore  de  ces  deux 
'iétés  :  1*^.  la  somme  des  deux  termes  du  premier  rapport 

leur  differejfce ,  comme  la  somme  des  deux  termes  du 
d  rapport  esp  à  la  différence  des  mêmes  termes  ;  a',  la 
le  ou  la  différence  des  deux  termes  du  premier  rapport 

t antécédent  ou  au  conséquent  de  ce  rapport ,  comme  la 
le  ou  la  différence  des  deux  termes  du  second  rapport 

l'antécédent  ou  au  conséquent  de  ce  rapport. 

a       c 
4^  En  supposant  toujours  t  =k,  on  a  en  même  temps 

ma me       pa pc  ^ 

nb         nd^     qb       qd' 

résultent,  d'après  la  propriété  a"*. ,  ces  deux  proportions 

ma  di  nb  l  ma  ou  n6  : 1  m^  àznd  l  me  on  nd  \ 
pa±iqb  :  pa  ou  qb  ::  pc  *±:  qd  l  pc  ou  qd  : 

n  change  les  moyens  de  place,  on  obtient  les  deux  suivantes  : 

ma  ±:  ni  !  me  ^nd  :  :  ma  ou  nb  l  me  ou  nd , 
pa±qb  l  pç  zLqd  ;;  pa  ou  qb  ;  pc  ou  qd, 

19 
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Or  ces  detix  proportions  ont  le  dernier  rapport  commun  ^  piurj 

ma       nb      va       qb    j        ,      , 
que  —  ou  -j=^  ou-2-j:  donc  les  "deux  premiers  rappoi 
^       me       nd      pc      tjd'  ^  ^^ 

seront  égaux  et  donneront 

m>a±:nb  lpa±:qb  ::  mc±  ndl  pcdtqd..  .«.(i). 

Des  égdités  -^  =:  — j  ;  2-.  =  c-  qui  dérivent   de  oelI< 


ne 


nd 


n 


f 


-  =  -j^  laquelle   a  lien  en  même  temps  ^e   7  =c  ^ , 

déduit  de  la  même  manière 

madznc  IpadLqcll  mb  ±:  ndl  pb  ±.  qd, . .  .(2). 

Ces  deux  proportions  sont  des  formules  générales  de  e 
mens  ou  de  transformations  qu'on  peut  faire  subir  aux 
termes  de  la  proportion  albll  cld. 

Qu'on  suppose  7n=it=p=9=i  dans  les  proportions.( 
«t  (2)  ,  on  aura,  &a,  prenant  les  antécédens  avec  les  Oj 
supérieurs  et  les  conséquens  avec  les  signes  inférieurs , 

a  +  b  :  a  —  b  ::  c  +  rf:  c  —  d^ 
a'\'C\a'^c\\  6  +  d:  i— ci, 

propriétés  usitées.  Dans  les  hjrpotfaèses  m'=:in':=i  i;  fsO 
p  ^zb ,  les  mêmes  proportions  deviennent 

^±.b  :  ba  ::  c±,d:  bc, 
a±,c  :  ba  ::  b±.d:  bb, 

et  celle&-<;i  ont  lieu  en  efifet ,  puisque ,  pour  chacune  d' 
le  produit  des  termes  extrêmes,  est  égal  à  celui  des  moyens | 
observant  d'ailleurs  qu'on  a  ad  =s:  bc. 

195.  Enfin,  supposons  cette  suite  d'égalités  entre de| 

ports 

a      c      €      se 

^  —  ^—jE—^  —  etc, 

qu'on  nomme  suites  de  rapports  égaux ,  et  qu'en  nots 
aément  de  cette  manière 

a:b::c:4:ieif;:s:h:ietci 
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^es^ractiûQS  étant  toutes  égales  ^  on  a  nécessairement 

a  c  e  £  . 

^^q,    3=9,    ^^q,    1  =  9, etc.; 

'où  résttltent  cas  égaUtés 

a=b(f,    c=zdq,    ^•=^fq%    g  =  fiq>^tc., 
ont  la  somme  est 

a+c  +  e+g+etc.  =î:(ft+rf+/4-ft  +  ctc09; 
»n  déduit  de  là 

a-f-.c+e+fi:4-etc.       ^       a      a+c  _a+c+e 

t  cette  propriété  :  dans  toute  suite  de  rapports  égaux  ^  la  somme 
le  tous  les  anîécédens  a  ^  c^  e  ^  g ,  etc.  est  à  celle  de  tous  les 
nnséquens  b ,  d  ^  f ,  h  ^  etc, ,  comme  un  antécédent  a  est  d  son 
^nséquent  b ,  jou  comme  une  somrne  éPantécéàens  est  à  pareille 
omme  de  c&nsétfuens  correspondans, 

136.  On  axLTÊL  sans  doute  remarqué  qu'on  est  parvenu  à  toutes 
^e8propriétésde  la  proportion  géométrique^  en  combinant  celles 
les  fractions  avec  les  propriétés  de  Tégalité  :  cette  marche 
'emplace  ayantageusement  tous  les  raisonnemens  qa'on  est 
>bligé  de  faire  lorsqu'on  veut  conserver  l'ancienne  notation  ^ 
>u  traiter  cette  théorie  dans  1*  Arithmétique  ;  ce  qu'il  est  néan- 
iQoins  convenable  de  faire  ,  d'une  part  pour  exercer  de  bonne 
aenre  la  logique  des  élèves  qui  ne  s'accoutument  que  trop  à 
le  voir  dans  FÀlgèbre  que  des  jeux  de  calcul  ;  et  de  l'autre 
}out  lent  offrir ,  sans  double  emploi,  deux  moyens  bien  dis- 
àncts  de  parvenir  aux  mêmes  conclusions.  Nons  ferons  encore 
observer  que  nous  avons  suivi  dans  ces  treize  chapitres  Tordra 
les  matières  généralement  adopté  dans  les  Traités  d'Arith- 
nétique  5  c'est-à^iire  que  nous  avons  présenté  successivement 
es  opéra^QS  de  l'addition  ,  soustraction  ,  multiplication  , 
division  ,  formation  des  puissances  et  extraction  des  racines  , 
la  théorie  des  proportions  arithmétique  et  géométrique ,  afin 
3a  facilita  aux  commençans  des  rapprochemens  propres  i 
i«ar  bien  fair«  saisir  les  caractères  distinctifs  de  ces  deux 
branches  da  «alcuU 


M^  éléMêns 


= 


CHAPITRE  X|y|r 

Résolution  des  équations  du  premier  degré  à  u 

>seule  inconnue. 

197.  iS  OUS  ferons  précéder  cette  théorie  de'  quelques  c 
dérations  sur  les  signes  et  sur  les  quantités  négatives  is 

138.  Les  quantités  absolues  sont  les  seules  dont  on  ] 
se  faire  une  idée  nette  :  les  signes  +  et  — «-  dont  elle 
précédées ,  indiquent  seulement  les  opérations  qu*on  doit 
sur  elles;  +  et  —  sont  des  signes  de  corrélation»  Ainsi 
«•«  b  -sent  des  formes  algébriques  complexes  qui  n'expr 
ni  simplement  une  quantité,  ni  simplement  une  opéra 
suais  bien  la  réunion  de  Fune  et  de  l'autre. 

Les  quantités  négatives  y  ainsi  qu'on  Ta  remarqué  (17^ 
tirent  leur  origine  de  la  soustraction  :  elles  se  présentent  1 
les  fois  que  par  une  suite  d'opérations  nécessaires  pour  < 
miner  la  valeur  d'une  grandeur  y  on  est  conduit  à  retra 
une  quantité  d'une  autre  plus  petite  :  la  soustraction  étan 
possible,  le  signe  —  qui  affecte  le  reste^  exprime  cette  imj 
bilité,  en  indiquant  ce  qui  manque  à  la  plus  petite  qu« 
pour  qu'on  puisse  en  ôter  la  plus  grande  :  ce  reste  ,  en  c 
géant  son  signe,  est  par  conséquent  la  différence,  que 
obtient  en  diminuant  la  plus  grande  de  la  plus  petite.  A  m 
qu'une  grandeur  diminue  ^  elle  approche  de  zéro  ;  lorsqu' 
atteint  ce  terme ,  elle  cesse  d'être  une  quantité  ;  au-del 
soustraction  ne  peut  plus  se  faire ,  et  on  dit  que  \q  resl 
négatif  ,  pour  exprimer  que  les  valeurs  absolues  des 
grandeurs  sur  lesquelles  on  doit  opérer  par  soustraction  ,  : 
posent  à  ce  que  cette  opération  puisse  s'effectuer.  Tell 
ridée  qu'on  à^ït  se  former  de9  quantité^  fiég^tives  'm\^ 
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^  On.  démontre  dans  làmultîplicatioa  qoe— par  «—  donze 
3  qui  est,  comme  on  le  sait,  nne  manière  abrégée  de  s*ez- 
r  :  pour  cela ,  on  part  (3g ,  4^)  de  dcnz  facteurs  tels  qne 
par  c  —  d^  dans  lesquels  les  quantités  b  et  d  sont  re- 
ées  des  quantités  a  et  c  respectivement  plus  grandes  : 
n  ne  prouve  pas  directement  que  — &X  —  ^=  +  ^^» 
'  ("~*  byz=zb^.  Cependant  la  première  règle  nne  fois  éta* 
[u'on  pose 

a— j7=:6,    d'où    «  — a=  — 6, 

on  élève  chacune  de  ces  égalités  an  carré;  comme  le 
it  de  a, — x  par  a —  x  est  le  même  que  celui  de  or—  a 
—  a^  puisqu'ils  sont  l'un  et  Tautre  a*— flox+j:*,  on  anni 

règle  algébrique  se  trouve  donc  ainsi  étendue  à  toute 
sion  complexe.. 

Les  mêmes  principes  serviront  à  expliquer  la'signification 
::ines  imaginaires.  Posons  de  suite  cette  question  :  trou-' 
nombre  dont  le  carré  soustrait  dfi  3 ,  donne  7  pour 
On  a  pour  traduction 

3  —  X*  =  7 ,    d'où.    a:*3=3  —  7=  —  4- 

mue  X  est  donc  la  racine  carrée  du  nombre  —  4  , 
qui  est  imaginaire  (i37)-;  et  en  effet,  l'énoncé  ren-» 
une  impossibilité.  Si  on  avait  ainsi  posé  la  question  : 

/er   le  nombre  dont  le  carré  ajouté  à  3  donné  7 ,  on 

eu  pour  traduction  la  racine  réelle 

aî^  +  3  =  7,     d'où    x*=:4    et    a?=a. 

les  résultats  négatifs  içolés  viennent  de  ce  qu'on  est  con- 
L  soustraire  un  nombre  plus  grand  d'un  plus  petit ,  et  les 
laires  sont  données  par  une  nouvelle  opération  à  exé-« 
sur- ces  sortes  de  restes.  C'est  effectivement  de  cette 
re  que  nous  avons  introduit  l'ipiaginaire  (142)  pour  dé- 
rer  deux  transformations  très-usitées.  Par  là  nous  donnons 


t6é  1  i  i  M.  E  il  s 

mt  otîffhé  péOùmmt  hak  testes ,  aux  exposant  négatifs 

âblt  taèdré  ptcpàtè  Si  trmnér  ééaà  canés^iam  la  ; 
s(dt  iai  tdM.  0a  stutà  réqaaticfà 

tt^+y  =  a\    d'oà    a;" »5  V^a^--y . 

La  qnaitkm  A'Aflbiet  da  aotatlon  qii'fnlaat  qa*ôn  a^< 
mais  sous  la  relation  ^  ^  a*^  l'énoncé  renferme  yisibl 
une  impo8sibiIif6,al:  oa.n'a  pas  besdin  d'6n  être  averti  par 
ginaire  qui  est  le  résolut  dn  calcul. 

SOI.  llràtair  pàiHfàtâ  mtantéBOàt  délliôntréf  ces  dcruj 

][MMR10i!fS>4l 

1*.  TotOe  quantiU  qàl  de  pàsiAvê  qiCeUe  était ,  c 
négative ,  et  r^ctproquemeni  ,  passe  nécessairement  pa 
ou  par  caÇinfini). 

.  En  effets  jfoiœjtfOB  dé  deux  ^antités  m  et  i» ^  la  plus  { 

^e  nous  supposerbns  être  m ,  devienne  la  plus  petite  n , 

nécessairement  que  m  pass^  par  n ,  c^est-à-dire  que  la  difF< 

m  — -  n  devienne  nulle  ;  donc  p  étant  cette  différence  ,  i 

quefy  passe  par  zéro  pour  devenir  négative  ou  — p.  Mai 

f  1 

devient  -«^  p  ,  la  fraction  -*  deviendra  —  ;  donc   elle 

P  —P 

par  -  ov  par  oo.  No«s  avons   rencontré  ces  deux  ci 

tances  (^7).  Dans  les  Logarithmes  ,  et  dans  quet(ïuc 
des  lignes  trigonométriqties ,  le  passage  dn  positif  au  t 
se  fait  par  zéro  ;  pour  d'autres  de  ces  lignes ,  là  transi 
lieu  par  l'infini  :  c'est  seulement  daiis  le  premier  cas ,  q 
pu  regarder  les  nombres  négatifs  comme  plus  petits  que 
d'^où  il  résàhe  que  le  plus  petit  des  deux  nombres  né{ 
èit  ië  plus  graxid ,  abstraction  faite  du  signe ,  comme  s 
faiit  davantage  du  point  de  passage  zéro,  et  a^.  qus 
tiWibrâ  négatif  est  ^  à  fortioti  ;  moindre  qu'un  nombre  î 
on  poâtif  quelconque.  Qu'on  ajoute  successivement 
l'entes  quantités  négatives  à  une  même  grandeur  pos 


D*  A  L  G  i  B  R  e:  »5f 

e  résoltat  sera  d'autant  plus  petit  que  la  quaotiti  négatiyâ- 
era  plus  grande,  abstraction  faite  de  son  signe.  Par  exemple  ^ 

8  — 1>8— a>8  — 3,  etc.  : 

:*e8t  dans  ee  sens  que  l'on  dit  que  de  deux  quantités  négatives; 
a  plus  grande  est  la  plus  petite  »  abstraction  faite  du  signe  : 
:*est  pour  cette  raison  qu'on  est  convenu  de  noter  un» 
fuantité  négative  >  telle  que  —  a,  de  cette  numière  :  a  <  o. 
iinsi  tout  nombre  négatif  est  plus  petit  que  zéro  et  que  tout 
lombre  absolu ,  pourvu  qu'on  entende  par  cette  proportion,  que 
i  on  ajoute  successivement  zéro  et  un  nombre  négatif  i  un 
lombre  absolu ,  le  premier  résultat  sera  plus  grand  que  le- 
•econd. 


I 


a\  Toute  quantité  qui  de  téeUe  desfiemi  imaginaire,  otk 
réciproquement ,  passe  par  zéro  ou  par  l'infini,  ' 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  conclure  de  ces  expressions- 
Considérées  dans  ces  trois  relations 

y<«*>  y  =  «*>  y>ûV 

~  doa.  1^  Des  inégalités  continuent  à  avoir  lieu  dam  le  Tnéme- 
sens ,  lorsqu'on  ajoute  départ  et  d autre  des  nombres  absolus  oU' 
négatifs,  et  lorsqu'on  multiplie  ou  lorsqu'on  divise  de  part  et 
Vautre  par  un  nombre  sans  signe;  s*,  elles  ont  lieuensens  con^ 
traire  ,  lorsque  le  facteur  ouïe  diviseur  est  négatif  ou  lors^ 
gif  on  change  les  signes  de  part  et  d'autre,  La  démonstra-^ 
tion  de  ces  propositions  est  une  conséquence  des  notioni. 
établies  précédemment. 


M'  A 


•M 


ao3.  Considérons  deux  points  M  et  ilf  '  rapportés  successive- 
fenentaux  points  A  et  A' ,  origines  communes  des  diltances,  et 
ijésigixons  par  x  celles  des  points  M  et  M'  au  point  ^^  par  x' 


C//  ..  A/C  v/i 


«^ 
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celles  des  mêmef  points  au  point  A\  et  par  A  la  distanet 

:rjf^'  :  on  aura 

AM'=  AjT  —  A'M'=  A-^  x'  =  x 

On  voit  donc  que  ai  Ton  veut  rendre  la  même  formule  ana* 
lytique 

•  ■ 

applicables  aux  points  M  et  M'  situés  à  droite  et  à  gancha 
du  point  A\  il  faut  regarder  pour  celui-ci ,  la  valeur  de  oi 
comme  négative  ;  ensorte  que  le  changement  de  signe  de  st 
.répond  au  changement  de  position  du  point  par  rapport  i 
Torigine  A'  des  distances  x\ 

]Liorsque  les  deux  origines  ^  et  ^  se  confondent  au  pointai 
on  a 

AA'=^A  =  o    et    A'M-oçf,    A'M'^^af, 

Ainsi  deux  distinces  comptées  à  droite  et  à  gauche  d*une  même 
origine  A\  et  sur  une  même  droite ,  doivent  être  affectées  Tune 
du  signe  -{-  ,  Tautre  du  sigi^e  — -.  Si  de  plu?  on  suppose  le  point 
A'  en  M\  on  trouve 

A'M=zM'M=i+x^ 

et  si  on  transporte  A'  en  M  y  on  trouvé 

A!M'  =  MM'  zn^x. 

Donc  encore  4eux  distances  M' M,  MM'  comptées  des  deux  ori- 
gines M  et  M\  sur  la  ligne  qui  les  joint ,  et  en  allant  de  Tune 
vers,  Tautre,  prennent  des  aignes  différens.  Les  signes  -4^  et-;» 
indiquent  donc  dans  la  Géométrie ,  deux  sens  absolument 
opposés  par  rapport  à  un  point ,  unç  ligne  ou  un  plan  \ 
d'où  il  résulte  que  si  ayant  porté  ,  conformément  à  cette 
acception  des  signes  +  et  — ,  les  deux  longueur?  -{-d  et-^i% 
perpendiculairement  à  une  ligne  et  à  partir  d'un  même  point, 
lune  au-dessus ,  l'autre  au-dessous ,  on  transporte  cette  ligne 
parallèlement  à  elle-même  ,  de  manière  qu'elle  passe  par  l'ex* 
trémité  àtr^d,  la  longueur -?- cî  rapportée  à  cette  nouyçUô 
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position  de  la  droite ,  deviendra  zéro  ;  on  pourra  même  la 
rendre  positive ,  en  éloignant  encore  Taxe  dans  le  même  sens. 

Voyez  sur  cette  matière,  le  Traité  du  Calcul  des  Jnéqua^ 
tionsy  parN.^F.  Canard,  professeur  de  Mathématiques  trans-. 
cendantes  au  Lycée  de  Moulins  ,  et  les  excellens  ouvrages  de 
M.  Carnot.  membre  de  Tlnstitut  national  de  France. 

ao4'  Nous  avons  donné  dans  les  préliminaires  (lo) ,  quelques 
préceptes  généraux  dont  on  pourra  s'aider  dans  la  traduction 
algébrique  d*une  question  proposée  ,  préceptes  dont  l'applica- 
tion est  plus  ou  moins  facile ,  suivant  la  nature  des  questions  » 
la  capacité  et  l'exercice  de  celui  qui  entreprend  de  les  résoudre. 
Nous  avons  dit  que  l'expression  en  symboles  algébriqiitts  ,  des 
deux  phrases  équivalentes  contenues  d$Êt  l'énoncé  de  la  ques- 
tion^ est  ce  qu'on  nomme  une  équation,  laquelle  diffère  de 
y  égalité  en  ce  que  la  première  renferme  un  nombre  inconnu 
combiné  avec  des  nombres  donnés ,  tandis  que  la  seconde  n'a 
lien  qu'entre  des  pombres  connus. 

On  distingue  deux  sortes  de  questions,  les  unes  détermi^ 
nées,  et  les  autres  indéterminées;  les  premières  sont  celles  qui 
fournissent  une  équation  à  une  inconnue  ,  ou ,  plus  générale- 
ment f  plusieurs  équations  entre  le  même  nombre  d'inconnues  ^ 
et  alors  on  peut  évaluer  toutes  ces  inconnues ,  ainsi  qu*on  le 
Terra  dans  la  suite  de  ce  Traité  ;  les  secondes  comprennent 
plus  d'inconnues  qu'elles  ne  fournissent  d'équations  :  dans  ce 
cas  ,  une  ou  plusieurs  de  ces  inconnues  restent  indéterminées 
ou  arbitraires;  cependant  on  peut  être  assujéti  à  certaines  con- 
ditions qui  restreignent  le  nombre  de  leurs  valeurs ,  comme 
on  le- verra  dans  l'un  des  chapitres  suivans. 

Les  équations  déterminées  à  une  inconnue ,  sont  de  dîffé- 
rensdegrés/^du  premier ,  du  second,  du  troisième,  etc.,  selon  que 
la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  est,  un  ,  deux,  trois,  etc. 
Les  puissances  de  l'inconnue  ,  subordonnées  à  la  plus  haute  ^ 
lï'entrent  pour  rien  dans  le  degré  de  l'équation. 
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Dans  la  solution  d'une  question,  il  y  a  quatre  clioseï 
à  distinguer  :  i*.  les  données  ;  c'est-à-dire,  les  nombres  connus 
énoncés  dans  la  question ,  et  le  nombre  qu'il  s'agit  de  décou- 
rrir.  Il  importe  en  effet  de  bien  examiner  d'avance  si  on  a  tout 
ce  qu'il  faut  pour  parvenir  à  la  connaissance  dn  nombre  in- 
connu :  ces  élémens  nécessaires  sont  les  nombres  qui  influent 
sur  la  grandeur  du  nombre  cherché  ,  ou  qui  le  font  varitr 
lorsqu'ils  varient  ;  fi^.  la  traduction  de  la  question  en  langage 
algél:)rique ,  laquelle  se  compose  des  traductions  des  deux  phrases 
équivalentes,  séparées  Tune  de  l'autre  par  le  signe  =  ;  3°.  la  ré^ 
solution  de  Téquation ,  c'est-à-dire ,  la  suite  des  transformations 
a  faire  subir  à  la  traduction  immédiate,  à  l'effet  d'arriver  inné 
équatiojB  qui  contienne  dans  un  membre  l'inconnue  seule  élevée  ! 
à  la  première  puissanct^  et  dans  l'autre  la  formule  d'opérations 
à  faire  sur  les  représentations  des  nombres  donnés  ;  4^.  enfin 
l'évaluation  niuuérique  ou  la  constructipn  géométrique  de  cette 
formule. 

âo5.  Pour  ne  parler  que  des  équations  du  premier  degré  à 
une  seule  inconnue,  on  suivra  dans  leur  résolution,  les  règles 
suivantes  :  i^.  on  fera  disparaître  les  dénominateurs ,  s'il  s'en 
trouve  dans  l'équation  ,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  le 
produit  de  ces  dénominateurs  ;  a*,  on  transposera  tous  les 
termes  sans  x  dans  un  membre ,  et  tous  ceux  affectés  de  x 
dans  l'autre  ;  5'^.  on  rassemblera  les  coefficiens  de  x  ,  qa*on 
écrira  en  facteur  de  cette  inconnue ,  puis  on  divisera  de  part  et 
d'autre  par  ce  facteur.  Après  toutes  ces  opérations  qui  n'ont  pas 
altéré  l'équation ,  et  qui  correspondent  aux  différentes  parties 
^'un  raisonnement  dii&ciieàfaire  et  à  suivre,  on  parvient  enfin 
à  la  conclusion 

n  étant  un  nombre  ou  une  formule  d'opérations  connues  i 
exécuter  sur  ces  nombres.  Ce  nombre  n  étant  substitué  pour  j: 
dans  l'équation  primitive  ,  a  la  propriété  de  rendre  le  premier 
membre  égal  au  second.  Cette  valeur  de  l'inconnue  est  dite 
racine  de  V équation ,  ce  mot  n'ayant  pas  même  acception  qu'an 
chapitre  neuvième. 
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ao6.  H  est  essentiel  d*obsenrer  qu'une  équation  n'exprimant 
{u'nne  relation  entre  des  nombres  ou  des  quantités  abstraites  ^ 
peut  convenir  i  plusieurs  questions  dont  les  énoncés  diffère-*, 
raient  de  celui  de  la  proposée  :  or ,  les  principes  sur  la  réso-- 
lution  des  équations  étant  indépendans  de  toute  hypothèse  sur 
la  nature  et  la  grandeur  des  quantités ,  il  en  résulte  que  la 
valeur  de  Tinconnue  reportée  dans  Féquation,  la  réduira  tou- 
jours à  o  =3  o  ^  quoique  cependant  elle  puisse  ne  pas  convenir 
i  la  question  particuCère.  C'est  ce  qui  arrivera  lorsque  la  con- 
dition du  problème  sera  telle  que  la  valeur  de  Tinconnue' 
doive  être  entière ,  tandis  que  les  quantités  connues  et  incon-» 
lues  seront  combinées  de  manière  à  ne  donner  pour  l'incon-' 
Bue  qu'un  nombre  fractionnaire,  ce  qui  est  un  cas  d'impossi- 
bilité ;  2^.  lorsque  1&  valeur  de  l'inconnue  sera  négative  ;  car  il 
est  clair  que  lorsqu'il  s'agit  d'une  question  concrète  ,  ce  n'est 
pas  une  quantité  négative  qui  doit  être  la  valeur  de  l'inconnue, 
ou  qui  peut  satisfaire  à  la  question  dans  le  sens  direct  do 
l'énoncé.  La  racine  négative  ne  pourra  vériEer  l'équation  pri- 
mitive d'un  problème ,  qu'en  j  changeant  le  signe  de  l'incon-^ 
nue;  cette  équation  conviendra  donc  alors  à  une  question 
dans  laquelle  lej  rapport  de  l'inconnue  avec  les  quantités  cou- 
nae8>  serait  différent  de  celui  qu'on  avait  supposé  dans  le 
premier  énoncé,  puisque  les  termes  où  se  trouve  l'inconnu» 
ont  tous  changé  de  signes.  On  voit  donc  que  les  racines  négatives 
n'indiquent  point  une  impossibilité  absolue ,  mais  seulement 
relative  à  l'énoncé  actuel  de  la  question  qu'elles  avertissent  de 
rectifier ,  de  manière  à  ce  qu'il  puisse  être  traduit  algébrique- 
ment par  l'équation  que  Ton  obtient  après  avoir  changé  dans 
la  première ,  le  signe  de  l'inconnue  x.  On  peut  observer  aussi 
que  l'inconnue  ne  prend  une  valeur  négative  que  parce  que 
dans  la  succession  des  valeurs  qu'on  peut  attribuer  aux  quan- 
tités connues  qui  entrent  dans  la  formule  des  racines ,  il  s  en 
trouve  qui  rendent  plusieurs  de  ces  quantités  moindres  ou  plus 
grandes  que  d'autres  ,  ou  égales  à  celles-ci ,  tandis  que  la  ques- 
tion supposait  implicitement  des  rapports  diiférens.  La  solu- 
tion actuelle  ne  peut  donc  plus  convenir  à  l'énoncé  primitif , 
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et  il  faut  lui  faire  subir  quelques  môdiCcations.  Les  règTes  de 
l'Algèbre  ne  sont  point  en  défaut ,  car  elles  servent  à  faire 
trouver  la  valeur  de  l'inconnue  qui  vérifie  Téquation  du  pro- 
blème, et  une  racine  négative  satinait  à  cette  équation.  En 
général ,  si  on  change  non-seulement  le  signe  de  l'inconnue , 
mais  encore  celui  d*une  ou  de  plusieurs  quantités  connues  qui 
composent  son  expression ,  il  sera  toujours  facile  de  reconn^tre 
les  modifications  que  ces  changemens  introduisent  dans  F  énoncé- 
primitif  de  la  question ,  en  les  effectuant  dans  la  première  équa 
tion  et  la  comparant  à  cet  énoncé.  II  faut  néanmoins  obser-^ 
ver  que  Ton  peut  faire  sur  les  signes  et  les  valeurs  des  termes 
d'une  équation  ,  des  hypothèses  qui  ne  s'accordent  plus  a?e& 
l'énoncé  de  la  question  concrète  ,  au  lieu  que  le»  changement 
que  l'on  fera  dans  cet  énoncé,  pourront  toujours  être  repré- 
sentés par  l'équation.  Ces  principes  que  nous  allons  éclaircir  par 
des  exemples  ,  sont  applicables  aux  équations  de  tous  leâ 
degrés ,  et  aux  équations  déterminées'^  entre  plusieurs  ia^^ 
connues. 

La  question  qui  conduit  à  l'équation 

ax  -f-  ft  =  cjc  +  cZ 

n'est  pas  bien   énoncée   pour  tf  >  c    et  ft  >  J ,  .puisque  li 
premier  membre  est  plus  grand  que  le  second.  Aussi  la  formuIe^ 

_d  —  b  • 

a —  c 

donne-t-elle  pour  a:  une  valeur  négative  ;  mais  en  rendant  Tin-* 
connue  x  négative  ,  l'équation  se  change  dans  la  suivante 

b  —  or  =  cZ  —  ex 

qui  est  possible  sous  les  relations  ci-dessus  entre  a  et  c,  b  etdy 
et  qui  donne  alors  pour  x  une  valeur  absolue. 

Si  l'on  a  ft  >  d  et  c  >•  a ,  les  deux  soustractions  devienneat 
impossibles  dans  la  formule 

X  = ; 

a —  c 

mais  pour  résoudre  l'équation  ^  nous  ayons  retranché  ex  +  6 
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de  deux  membres ,  ce  qui  était  impossible ,  à  cause  àe  cx-^b 
pins  grand  que  chacun  des  deux  membres  :  il  faut  donc ,  aa 
contraire^  ôter  ax  ^d  de  part  et  d'autre  ,  et  il  vient 

b  —  d  ss  ex  —  ox  ; 
d*où  Ton  déduit 

6— J 


a 


Cette  formule  comparée  à  la  précédente ,  n'en  diffère  qu*cn 
ce  que  les  signes  se  trouvent  changés  dans  les  deux  termes  de 
la  fraction.  On  peut  donc  convenir  d* opérer  sur  les  quantités 
négatives  isolées  ,  comme  on  le  ferait  si  elles  étaient  absolues. 

S07.  Nous  allons  résoudre  une  suite  de  questions  qui  jet- 
teront le  plus  grand  jour  sur  les  principes  que  nous  venons 
de  poser. 

1^.  Soit  X  une  somme  à  payer  ou  à  recevoir  par  une  per- 
sonne ;  soit  ^  la  fortune  absolue  de  cette  personne  ^  B  celle 
qu  elle  possède ,  abstraction  faite  de  la  dette  à  payer  ou  de 
la  créance  à  recouvrer.  Si  cette  somme  x  est  une  créance ,  on 
aura 

ji^zB-^X  i     d'où    07=^—5; 

ii  X  ^st  une  dette ,  on  aura 

A^B  —  x,     d'où     x  =  B  —  A, 

iDonc  si  l'on  a  supposé  une  créance  au  lieu  d'une  dette ,  ou 
réciproquement^  on  aura  introduit  dans  le  calcul  A — ^5  au 
lieu  de  -ô  —  ^oude  —  {^A  —  i?),ou-f"^2u  lieu  de  —  a?  ; 
c'est— à-dire  que  la"  quantité  x  sera  affectée  du  signe  contraire 
à  celui  qu'elle  devrait  comporter  ;  elle  sera  une  quantité  inverse. 
On  doit  remarquer  encore  qu'en  prenant  x  pour  une  créance  ,' 
lorsque  cette  lettre  représente  une  dette ,  on  supposerait  A'^B, 
tandis  qu'au  contraire  A<^B. 

a*^.  Trouver  un  nombre  qui ,  soustrait  de-SL,  laisseh  pour  reste. 
Û44gnant  ce  nombre   inconnu  par  :c,  on  a  cette  traduction. 

a — «=6,    d'où    a:=a  — ô (i), 


y' 


au  lieu  de 
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en  ajoutant  x  et  retranchant  b  de  part  et  d'autre.  Qa*on  supp» 
a=io,&s=4}On  aura  x = 6  :  alors  la  souâtraction  est  aritln 
métiquement  exécutable.  Mais  qu'on  ait  a-^zio,  &==^i4»3 
faut  de  10  retrancher  i4>  ce  qu'on  ne  peut  faire  qa*enpartie| 
ou  que  par  rapport  à  la  portion  de  i4>  égale  à  lo.  L'excédant 
en  tant  qu'il  existe  soustractivement,  indiquera  que -le  ndmbri 
X  dont  il  est  la  représentation ,  doit  entrer  soustractiveneat 
dans  renoncé  où  il  est  déjà  retranché  du  nombre  a  j  emorH 
que  par  là  l'énoncé  se  trouve  corrigé  et  ramené  à  ces  termei: 
trouver  un  nombre  qui,  ajouté  à  lo^  donne  i4  pour  sommi 
question  qui  a  pour  traduction 

x=i4 — lo, 

a*  7=  10  -—  i4« 

La  racine  négative  — -  4  ramène  donc  à  la  véritable 

de  la  question  ;  elle  avertit  que  l'énoncé   doit  être  pris  dÉi| 

un  sens  opposé^  elle  le  redresse  dans  ce  qui  est  iuexact. 

3°.  Un  homme  place  pour  une  année  un  capital  à 
de  V^ pour  loo^'  ^intérêt  ;  au  bout  de  l'année^  en  susia. 
pital  et  des  intérêts,  on  doit  lui  remfitprjB,  par  convention  fiiit 
une  somme  h,  et  le  tout  doit  faire  le  capital  •*  çn  deniàfiffi^ 
qu^est  ce  capital? 

Soit  X  le  capital  :  puisque  loof^'  deviennent  au  bout 
Tannée  loS^'"*,  on  aura  le  capital  à  la  niême  époque^  p«! 
piToportion 

100  :  loSll  xlyz 


•100 


La  somme 


lOO 


+  b  doit  être  a?;  on  a  donc  Ykq/mûm 
io5a? 


100 


+  6  =  ^:: 


prenant  loo  fois  l'un  et  l'autre  membres  ^  on  aura  encon 
équation  qui  sera 

loSo;  4*  loob  =:  iqçx  ; 
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lèt  retrancbant  de  part  et  d*autre  loox  et  loob,  on  obtiendra 

les  différences  égales 

5a;=  — looi, 
et  divisant  par  5 , 

j:  s=  —  206. 

Ainsi  le  capital  serait  —  ao&.  Cette  réponse  ne  convient  pas  i 
la  question ,  et  cependant  si  on  reporte  cette  valeur  —  aofr  de  x 
clans  l'équation  trouvée ,  on  obtient 

io5  X  2oi    ,    ,  , 

100 

et  faisant  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  membre  ^ 

il  vient 

— ao6  =  —  floi  , 

ce  qui  est  vrai.  Cette  valeur  de  x ,  toute  négative  qu'elle  est , 
Mtisfait  donc  à  Téquation ,  puisque  ses  deux  membres  de- 
*viennent  identiquement  égaux  par  le  fait  de  la  substitution^ 
£n  remontant  à  l'énoncé ,  on  découvre  qu'il  est  impossible 
qu'un  capital  augmenté  d'un  intérêt  >  reste  égal  a  lui-même  , 
«t  qu'à  plus  forte  raison ,  cette  impossibilité  a  lieu  si ,  outre  les 
intéirêts  »  on  lui  ajoute  une  somme  b  ^  il  faut  donc  que  de  ces 
deux  parties,  savoir  :  l'intérêt  à  raison  de  5  pour  100,  et  b , 
Tune  soit  soustraite.  En  effet ,  si  on  reporte  dans  la  première 
équation  cette  circonstance  -— x,  qui  n'est  quea;  =  —-  un 
sombre,  on  trouve 

100 
«t  changeant  les  signes  de  part  et  d'autre , 

loSo*       , 

100 

traductioii  de  Fénoncé,  en  supposant  l'intérêt  additif  au  capital^ 
Auquel  cas  la  somme  b  doit  être  retranchée,  Cette  équation , 
traitée  comme  la  précédente ,  donnerait 

X  =  ao6. 

Si  l'intérêt  de  5  pour  cent  est  soustrjûtde  100 /auquel  cas 


+  6  =  0?  • 
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loo  se  réduit  igS ,  on  aie  capital  x  au  bout  de  Vannée  ^  ptf 
la  proportion 

100  :  q5  :ix:  v  =  2-^; 

^  -^        xoo  ' 

coaséquemmeiit 

lOO 

multipliant  par  loo  >  retranchant  de  part  et  diantre  g5:D  j  - 
il  vient  I 

lOOb  S=:5x  ,      ou      07=  SkOb. 

Lé  résultat  négatif  isolé  ^  valeur  de  j? ,  annonçait  une  rec« 
tification  ou  une  correction  dans  les  termes  de  Ténoncé^  et  là 
question  proposée  pouvait  être  rétablie  de  deux  manières.  U 
résolution  des  questions  dont  nous  nous  occuperons  plus  parti* 
culièrement  dans  la  suite^  nous  fournira  de  fréquentes  occaskul 
de  révenir  sur  ces  considérations  et  de  les  compléter* 

4*.  Le  nombre  des  soldats  d^une  carmée  est  tel ,  (fue  so% 
triple  diminué  de  1000^  est  égal  à  son  quadruple  augmaùi 
de  20ÛO  .•  quel  est  ce  nombre  ? 

On  est  conduit  à-  l'équation 

3x— 1000  =  4^  +  2000  ,  d*où  d:=:i— Sooô,  * 
qui  donne  une  réponse  absurde  par  rapport  aux  termes  de  h 
question ,  puisqu'un  nombre  de  soldats  ne  peut  être  négatif* 
On  se  rendra  raison  de  cette  impossibilité  ^  en  observant  que  le 
triple  d'un  nombre  étant  moindre  que  le  quadruple  dil  même 
nombre,  le  triple  diminué  de  1000  est  plus  petit  que  le  qua» 
druple  augmenté  de  aooo.  Mais  en  écrivant  —  a?  au  lieu  de 
+  07  dans  l'équation , du  problème  ^  puis  changeant  les  signa 
de  part  et  d'autre ,  on  trouve 

3x  +  1000  =  4^ —  aooo ,    d'où    X  =  3ooo* 
On  peut ,  d'après  l'équation 

Sx  +  1000  =  42:—  2000 , 

rétablir  l'énoncé  de  manière  qu'il  en  résulte  la  solution  en 

nombre  absolu 

X  =s  3ooQ* 

Si 
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i  lien  àe  prendre  x  pour  représentation  d*uQ  sombre 
mu ,  on  eût  pris  3/  —  Sooo  ^  ou  supposé  x  =  x'  —  6000 , 
irait  trouvé  pour  équation 

3j/  — 19000  =  4^  —  aacco  ; 

>rte  qu'après  avoir  retranché  de  part  et  d'autre  5x\  et 
é  22000 1  en  aurait  eu  comme  plus  haut , 

af  =  3ooo. 

—1^1 —M r 

.  la  valeur  x  =  —  5ooo  étant  représentée  ,  en  ligne ,  par 
igueur  ui'M,  comptée  de  ji^  vers  M,  ou  à  gauche  de  A\ 
asse  par  la  substitution  x  ^=  x'  —  60000  de  Torigiae  A' 
igine  A,  à  gauche  de  A',  et  distante  de  A'  àe6ooo-=L2A^M} 
la  longueur  A  M  =:  x'  est  positive. 

On  a  fait  partir  de  Dreux  pour  Brest ,  un  courier  qui 
huit  kilomètres  par  heure;  huit  heures  après  son  départ , 
i  a  fait  partir  un  autre  de  Paris  pour  Brest ,  et  celui' 
ircourt  douze  kilomètres  par  heure  .•  on  demande  où  il  ren^ 
era  le  premier,  sachant  d'ailleurs  quily  a  soixante-hmi 
riètres  de  Paris  à  Dreux. 
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7ec  un  peu  d'attention^  on  découvre  de  suite  que  la  distance 
aris  au  point  de  rencontre  R  ,  ou  PR ,  est  la  ^omme  des 
iDces  PD  -f-  DR  de  Paris  à  Dreux  et  de  Dreux  au  point  de 
Dntre.  Qu'on  désignç  PR  par  x  ;  il  s'agira  de  traduire  les 
:  parties  dont  x  se  compose  :  or  x  contient  déjà  la  distance 
aris  à  Dreux, ou  PZ>j=S8  kilomètres,  plus  le  chemin  DM 
fait  le  premier  courier ,  celui  qui  part  de  Dreux ,  pendant 
uit  heures  dont  son  départ  précède  celui  du  second  ,  plus 
i  le  chemin  MR  parcouru  par  ce  premier  courier ,  pen- 
le  temps  qu'emploie  le  second  à  aller  de  Paris  au  point 
încontre  R.  Traduisons  ces  deux  distances.  D'abord  per- 
.  huit  heures ,  le  premier  courier  fait  8x8  kilomètrei 

11 
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r:=  64*''==  ^^\  puis ,  pour  traduire  MR  ,  on  dira  :  les  ehelnirti 
des  deux  couriers^  pendant  une  heure  ,  étant  comme  8  à  12, 
ou  comme  a  :  3 ,  on  a  la  proportion  2 : 3  t  !  MR  :  a? ,  et  consé- 

qu crament  MZÎ=-=-,  Ensorte  qu'on  obtient  pour  traductioi 
de  renoncé ,« 

a:=  G8  +  64 +-g- =  i3^  + -^. 

Pour  avoir  x ,  on  fera  disparaître  Je  dénominateur  3 ,  et  passer 
•àx  dans  le  premier  membre ,  ce  qui  donnera 

xz=:5qS  , 

G*estr-à-dire.  que  les  deux  couriers  se  rencontreront  lorsqae  le 
second  aura  fait  396  kilovnètres. 

Efi  effet ,  pendant  que  le  second  Courier  parcout  396  Idlo- 
mètres ,  le  premier  en  parcourt  264  >  puisqu'il  fait  deux  kilo- 
mètres  pendant  que  le  second  en  fait  trois  ^  or  il  a  64  kilo' 
mètres  d'avance,  à  raison  des  huit  heures  dont  son  départ 
précède  celui  du  second  courier ,  et  de  plus  il  a  un  avantage 
de  68  kilomètres ,  comme  partant  de  Dreux  ,  ce  qui  fait  en 
total  396  kilomètres.  On  voit  ici  un  exemple  de  véri&catioB 
de  la  valeur  de  l'inconnue  ;  c'est  une  preuve  qu'on  peut  et 
qu'on  doit  toujours  faire. 

On  sent  bien  que  quand  on  changerait  les  nombres  de 
la  question  ,  la  manière  de  raisonner  et  d^ opérer  n'en  serait 
pas  pour  cela  différente.  Représentons  donc  ,  en  général,  partf 
l'intervalle  entre  l«s  deux  lieux  de  départ ,  qui  était  68*  kilo- 
mètres dans  la  question  précédente  ;  par  b  Je  nombre  d'heurtf^ 
dont  le  départ  du  premier  courier  (celui  qui  est  le  plus  près  Al 
point  de  rencontre)  précède  celui  du  second,  par  cle  nombre 
de  kilomètres- que  le  premier  courier  fait  par  heure,  et  par  il 
le  nombre  de  kilomètres  que  fait  le  second.  EnGn  désigno; 
toujours  par  x  le  nombre  de  kilomètres  que  doit  faire  le  se 
courier  pour  atteindre  le  premier  ;  x  sera  encore  composé 
l'intervalle  des  deux  lieux  de  départ,  du  chemin  que  lepremi' 
peut  faire  pendant  &  heures^  et  en£n  du  chemin  que  fera 
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er  pendant  tout  le  temps  de  la  marche  du  second.  Pour 
niner  ce  dernier  chemin ,  on  observera  que  les  deux  cou- 
narchant  alors  pendant  le  même  temps  ^  et  x  étant  le 
n  fait  par  le  second^  on  aura  celui  que  fait  le  pre- 
pendant  ce   temps  ,  en    calculant  4e  quatrième  terme 

proportion  qui  commence   ainsi  \à\  o  \\  x  \  — -^ —  ^ 

.  Or  y  puisque  ce  premier  courier  fait  c  Idlomètres  par 

,  il  a  dû ,  dans  le  nombre  h  d'heures  pendant  lesquelles  il 

bait ,  lorsque  le  second  était  en  repos ,  en  faire  h  fois 

it ,  c'est-àrdire  8  fois  si  h  est  8.,  3o  fois  si  b  vaut  3o , 

général j  &Xcfois  autant;  il  a  donc  parcouru  6xc 

lètres.  Réunissant  ces  nombres  de^kilomètres  "-r^  6c  et  a^ 

ex 
nme  —  '^hc'^  a  sera  le  chemin  du  second  courier  ;  or 

représenté  le  même  chemin  par  x  ;  donc  on  a 

pliant  de  part  et  d* autre  par  le  dénominateur  d ,  on  trouve 
première  transformation 

dx  =  ex  -f-  dbc  +  Ai  ; 

posant  ex  dans  le  premier  membre  ^  on  a 

dx-'^cXzszdbc  ^  da-y 

vat  par  d — c,  coefficient  de  x  ^  On  obtient  enfin  cette  ré* 
3  à  la  question  généralisée 

dbcAr  da 

i  peut  écrire  de  cette  manière  i 

d(cb^a^  ^ 

ù  donse  la  lolution  de  toutes  les  questions  de  même  genre.: 


»» 


0?  = 


r=53?- 
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Nous  verrons  mêmejquje  cette  réponse  convient  encore  au  cas 
où  les  couriers  ^  au  lieu  d'aile^  dans  le  même  sens  |  viendr^ent 
à  la  rencontre  l'un  de  l'autre  ^  et  même  partiraient  en  même 
temps.  Ces  ^eux  circonstance?  sur  lesquelles  nous  revien* 
droiîs ,  peuvent  être  introduites  jians  la  fomjule  générale  qm 
exprinie  x. 

Pour  montrer  Tusage  de  cette  formule ,  reprenons  Ténoncé 
précédent ,  et  rappelons-nous  qu'il  faut  remplacer^a  par  £8  f 
b  par  8^  c  par  8  et  J  par  id.  Alors  la  valeur  de  or 'devient 

ifl(644-68)_  is  X  i5a  _ 
ia_8    :    ~,        4 

Tel  est  donc  l'usage  de  ces  solutions  générales ,  qu'en  snb*- 
tltuant  à  la  place  des  lettres  les  nombres  qu'elles'  'sont  dee^ 
tiné^s  à  repréfjenter  ^  et  %is^t  \^^  opérations  igdîqué^s  pao:  Isf 
signes ,  on  a  la  réponse  à  l'énoncé  particulier.  Par  exemple ,  à 
4  PQ  £ri^f ^t  cett^  mtff^  quMti0A  :  L'êiguHk  dfis  heures  Jiak 
montre  répond  à  17  minutes ,  et  celle  des  rninfites  r^ond  à  è^  I 
minutes,  cest-^-dirè,  qU  il  est  if^  214';  on  demandée  quel  nomfas'j 
d'heures  et  de  minutes  çgs  de^ps  aigfiiUes  seront  tune  siff 
Vautre  ? 

Pnistqnç  l'aiguille  djes  heures  et  celle  des  minutes  partent 
en  même  temps  ,  la  quantité  h ,  par  laquelle  nous  avons  repié* 
sente  ce  dont  le  départ  de  l'un  4es  couriefs  précède  celui  à$ 
l'autre  ^  est  ici  zéro  ;  Tiatervalle  des  deux  lieux  de  départ  eit 
le  chemin  que  l'aiguille  des  minutes  doit  faire  pour  arrivera 
la  vingt-quatrième  division  4u-  icadraft  à  la  dix-septième ,  j 
c'est7^-<iir^  que  a  =  53  divisions  ;  or  pendant  qye  l'aignilii; 
dés  ininutes  parcourt  les  60  divisions  du  cadran ,  celle  d^ii 
heures  n'en  parcourt  que  5  j  on  a  donc 

c  t=  5>     dz=i  60. 
Puisque  6  =  0,  il  faut  rejeter  de   la  formule  le  terme 
qui  devient  zéro  ,  et  il  reste,  pour  réponse  à  cette  quel 
particulière  ^ 

ad    _'  55  X  6q SiSo  _  ^       9 

""55 


a;= 


<i  —  c        60  i—  5 


==57..-^. 
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Il  faudra  donc  que  Taiguille  des  minutes  parcoure  encore 
67  divisions  et  -^^  ainsi  puisqu'elle  répond  à  la  a4"*  division, 
elle  sera  à  81  7^  divisions  ;  mais  60  divisions  faisant  un  tour» 
les  deux  aiguilles  seront  l'ane  sur  l'autre  à  ai'^  de  l'heure 
suivante ,  ou  à  4*  ai'  77. 

Revenons  sur  le  problème  des  couriers  ,  et  proposons-nous 
de  calculer  Tinteryalle  PM  •=^y  qui  les  sépare  à  une  époque 
quelconque  de  leur  marche. 


'B 


P        P'    D    M    M'  R 

Lorsque  le  second  courier  est  encore  en  P,  le  premier  est 
en  M^  et  lorsque  le  second  est  en  JP',  le  premier  est  en  M'  ; 
ensorte  qu'on  a 

y=  P'D  +DM+  MM'  =  PD-^PP'  +DM+  MM  ; 

mais  les  espaces  MM\  PP'  que  nous  désignerons  par  x* y  sont 
parcourus  dans  le  même  temps  \  donc 

MM'lPP"    ou     a/y.cld,    d'où    MM' =''4-'. 

d'ailleurs     DP  —  PP"  z=za  — af  ,    DM==  bc, 

j                                  d(a+bc)  —  o[^  (d — c) 
donc  y  =  — i — ■ ^ ^i ^. 

Eneffetf  si  dans  cette  formule  on  substitue  pour  x'ia  distança 
fle  P  au  point  de  rencontre  R ,  on  trouve 

y=  (a  +  ^c)— (a+ic)=o. 

De  qui  doit  arriver.    L'hypothèse  jf  =  o  qui  correspond  au 
point  de  rencontre,  donne 

y d  (a  +  Se) 

a  —  c 

Ainsi  le  problème  précédemment  résolu  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier de  celui-ci.  Si  dans  la  valeur  de^  on  veut  faire  rentrer 

:c  =  —- ^ ^  ,  d'où  X  Çd — c)=Éi  {a^bc)  ,  on  trouvera 

{d  —  c){x  —  x') 

y-- — —d ^ 
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formule  trèf-aimple; 
Noos  Qzamineroçs  la  formule 

^-       d-c      ' 

dans  les  diverses  hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  les  données 
de  la  question  a ,  b  '^  c  et  d.  Une  telle  discussion  sert  à  ftire 
mieux  connaître  toute  l'étendue  de  la  signification  d'une  for- 
mule ,  et  à  s*assurer  de  son  exactitude  y  en  prenant  pour  les 
données ,  des  valeurs  telles  qu'on  connaisse  d'avance  la  réponse 
qu'elle  doit  fournir.  Si  l'on  suppose  que  les  deux  courien 
aillent  avec  la  même  vîtesse  ^  ou  qu'ils  fassent  des  chemins 
égaux  dans  des  temps  égaux  ^  alors  c=:<{ ,  et  la  formule  gêné* 

raie  devient 

rf(a+  bd) 
ar= ^_, 

ee  qui  signifie  (93)  que  les  deux  couriers  se  rencontreront  à 
une  distance  du  point  de  départ ,  plus  grande  qutaucune  quari* 
tité  donnée  ;  cette  distance  ne  peut  se  construire ,  et  on  eit 
averti  par  cet  infini ,  de  l'impossibilité  de  résoudre  la  question. 
Cette  impossibilité  n'est  pas  relative  à  la  position  de  la  ques- 
tion ,  comme  il  arrive  lorsque  la  valeur  de  x  est  négative  (2206)» 
elle  est  absolue.  Alors  la  valeur  de  y  devient  U'^bcy  c'est-à- 
dire  .  Imtervalle  entre  les  deux  couriers  au  moment  où. Fim 
est  en  R  et  l'autre  en  M. 

Mais  si,  en  même  temps  que  c=:  d ,  on  suppose  a=:o ,  i=o, 
e'est-^-dire  >  si  lés  couriers  partent  ensemble  dirmême  fifiu  1 
et  marchent  avec  la  même  vitesse ,  on  trouvera 

comme  ici  le  résultat  est  donné  par  trois  h}^othèses ,  3 
annonce  une  indétermination- (  chap.  âo  )  :  ainsi  la  distance 
du  point  de  départ  au  point  de  rencontre ,  est  quelconqae  t 
ou  ,  en  d'autres  termes  ,  x  admet  une  infinité  de  valenn- 
Il  est  clair  ^  en  effet  |  que  les  deux  couriers  seront  toujonlt 
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ensemble  :  aussi  trouve-t-on 

(d— c)  (a:— a/) 


y  = 


o. 


Jusqu'ici  les  deux  couriers  ont  été  supposés  aller  dans  Te 
même  sens  ;  qu'ils  viennent  maintenant  à  la.  rencontre  Y  un 
de  l'autre.  En  conservant  les  mêmes  dénominations ,  on 
tiendra  compte  de  cette  circonstance  (  2o3  ) ,  en  changeant 
le  signe  de  c  dans  la  formule  ,  ce  qui  résulte  encore  de  ce 
que  le  chemin  du  premier  courier  diminue  celui  du  second. 
On  a  donc 

^—        d+c     • 

Soient ,  pour  vérifier  cette  formule  ,d  =  c^  ft  =  o  ;  alors  les 
^eux  couriers  partent  en  même  temps  et  marchent  avec  la  même 
vitesse  :  on  trouve ,  dans  ce  cas  , 


0?=  -, 


a 


ce  qui  indique  que  les  deux  couriers  doivent  se  rencontrer 
à  moitié  de  la  distance  entre  les  points  de  départ ,  résultat 
qu'on  pouvait  prévoir  d'avauce.  Nous  reviendrons  encore  sur 
ce  problème  dans  l'un  des  chapitres  suivans. 

6*.  On  a  placé  un  capital  de  loc^^  d  5  pour  loo  d'intérêt  par 
an/ ce  qu'on  note  de  cette  manière  :  5 pour  f ,  et  on  demanda 
quel  sera  ce  capital  au  bout  de  Z  ans  ?  . 

Nous  rechercherons  ce  que  devient  cette  somme  à  ta  fin 
de  chacune  des   trois  années.  A  la  fin  de  la  première  ,  ella 
e6t  io5  :   tel  est  le  nouveau  capital  dont  il  faut  déterminer 
1  Intérêt  pendant  la  seconde   année.  A  cet  effet ,  on  fera  la. 
proportion 

100  : 5  ;:  io5  :  x  ==  5,25. 

Ce  quatrième  terme  qui  est  Tintérêt  de  io5-^%  ajouté  à  lo5^ 
^onne- 110,25  ,  capital  à  la  fin  de  la  seconde  année;  mais  il" 
wtplu3  expéditif  dç  calculer  la  somme  augnientée  de  L'intérêt  ;^ 


l 


•  1 
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ce  qa*on  fera  par  la  proportion 

c         c  .  (io5)»  /io5\ 

100 :  io5::  io5  :xz=^ — ^  =ioof  —  ) 

loo  \ioo/        .     . 

=  loo  (i,o5).*=  100(1 +i^,j^5■)^ 

Pour  trouver  Tétat  de  la  somme  i  la  fin  de  la  trobièitia. 
amnée^  on  dira 

loo:  io5  ::  ^^ — ^  :  x=^ — f  =s loof — Y 

100  100'  voo/. 

=  100  (i,o5)'=  ioo(i-fo^o5)'. 

Maid  la  première  somme  io5  peut  se  décomposer  eu 

100  (  1  ,o5  )  =  100  (  1  +  o,o5  ). 

On  a  donc  ces  états  successifs  du  capital  après  les  années 

!'• 100  (  1  -+•  o,o5  y 

fl* 100  (  1  +  o,o5  )•         • 

3* loo  (  1  +  o,o5 )\ 

et  consécpemment  ^  après  lés  années^ 

4' 100  (1  4-o,o5)< 

5* 100  (1  4-  o,o5)5 

n"*' 100  (1  +  o,o5  )*. 

Pour  donner  à  la  question  toute  la  généralité  possible-,  rem- 
plaçons le  capital  100  par  c ,  ou  plutôt  représentons  par  c  le 
capital  proposé,  et  par  i  le  taux  de  Tintérêt^  qui  était  pré-" 
cédemraent  7^  =  î^  ,  et  qui  peut  être  rb  ,  jj^ ,  etc.  :  on  aura, 
en  remplaçant  100  par  c ,  o^o5  par  i  ^  et  désignant  par  5  l'état 
du  ^capital ,  après  n  années , 

5  =  c(i+0». 

De  ces  quatre  quantités  S  ,c,  i  et  n ,  trois  étant  données, 
on  peut  par  cette  équation  déterminer  la  quatrième.  Si  les 
données  sont  «S,  c  et  n^  auquel  cas   il  s*agit  de  trouver  i, 
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*éqftatioir  est  da  degré  1  ou  d  ou  3. .  .ou  n  (so^)  >  sniyant  le 
lomhre  des  années,  fixé  par  l'état  de  la  qnestion. 

Dans  qe  chapitre^  nous  nous  élèverons  toujouTsr  du  problème 
particulier  au  problème  général  ;  cette  marche  nous  a  paru 
nieux  convenir  ici  que  le  procédé  inverse  auquel  elle  prépare  ^ 
it  qu'il  faudra  lui  préférer  dans  la  suite. 

7*.  Un  particulier  a  placé  un  capital  de  20000^'  à  5  pour  ^ 
mr  an,  à  condition  que  dans  trois  ans  ,  on  lui  payera  le 
^apital  et  les  intérêts  par  trois  paiemens  égaux  faits  à  lajin 
le  chacune  des  trois  années  .*  on  demande  quel  sera  le  paie^ 
fient  annuel  ? 

.  Pour  résoudre  cette  question ,  désignons  par  x  le  paiement 
mnuel,  et  observons  que  le  dernier  paiement  qlii  est  x,  et  ce 
{ue  devient  la  somme  après-  trois  années ,  sont  les  deux  quan- 
rités  équivalentes  qu'il  s'agit  de  traduire.  A  cet  eiFet ,  suivons 
.*état  de  la  somme  à  la  fin  de  chaque  année  :  il  est  évident 
c{a'à  la  fin  de  la  première  année  il  sera  dû^  outre  Te  capital 
de  aoooc'^'^^  l'intérêt  de  ce  capital^  à  raison  de  5  pour  |,  lequel  » 
ajouté  au  capital ,  fera  a  1 000^**  dus  à  la  fin  de  la  première 
année  ;  mais  on  rembourse  x^^,  il  restera  donc  fliooo  —  x 
dont  l'intérêt  ou  le  ao™*  est 

mm  «A^ 

io5o  —  —  ; 

flO 

^nsorte  qu'à  la  fin  de  la  seconde  année  ^  la  somme  sera 

*  X  21 

21000  —  a;  4- io5o ,     ou     22060 x: 

'  20  20 

Hinsàjaifin  de  cette  secondé  année  ^  le  débiteur  rembourse  x/'; 
<3onc  il  r^oit' 

22o5o  — l^-x — o;,    ou    22o5o-- l^x 

âont  l'intérêt  ou  le  20"®  est 

1 102,5  rT-;^a?^ 

«]onc  à  la  fin  de  la  troisième  année,  la  somme  placée  est 

*2ao5o  —  i|x+ 1102,5— -^o:,    ou    23i52,5  — Hi  x: 
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or  le  débiteur  doit  la  restituer  eh  totalité»  et  d*ailleiirs  ce  diT' 

jiier  paiement  doit  être  égal  à  chacun  des  précédens;  Oonco» 

a  cette  é^ation 

a:  =  a3i5a,5  —  îfè  a;  : 

on  en  déduira  »  d'après  les  préceptes  donnés , 

.x=7344»i7i3. 

En  effet,  i  la  fin  de  la  première  année ,  il  est  dû  âiooo,ooeo. 

On  paie. 7344>i7i3f 

il  reste  dû i3655,8a87, 

dont  l'intérêt  ou  le  ao^^*  est 68a,7gi4f 

donc  il  est  dû  i  la  fin  de  la  seconde  année.  • .  i4338,6sûiJ 

On  rembourse.^ 7344#ï7ï3i* 

il  reste  dû • 69944488»:) 

dont  l'intérêt  ou  le  ao"»  est 349j7aa4/ 

Il  reste  donc  dû  à  la  fin  de  la  troisième  année  •  • .  7344f  ^7^3* 

C'est  le'dernier  paiement  qui  est  égal  à  chacun  des  deux 
autres.  Il  est  essentiel ,  comme  nous  l'ayons  déjà  obseryé ,  da 
yérifier  ainsi  la  valeur  de  l'inconnue. 

Il  ser^t  très-avantageux ,  sans  contredît,  de  pouvoir  supprimer 
les  calculs  des  années  précédentes ,  et  de  trouver  de  suite  b 
paiement  pour  une  année  quelconque  :  c'est  ce  qu'il  serait  £sc3a 
de  faire ,  si  les  sommes  dues  à  la  fin  de  chaque  année ,  suivaieat 
dans  leur  expression  une  loi  constante,  car  il  ne  s'agirait  plus 
alors  que  de  découvrir  cette  loi.  * 

A  cet  effet ,  généralisons  l'expression  de  chacune  des  sommes 
dues  à  la  fin  de  chacune  des  trois  premières  années  ,  et  fiûsoni 
le  capital  =  c ,  l'intérêt  pour  |  =  / ,  et  le  remboursement 
annuel  =  x.  Cela  posé  ,  la  somme  due  à  la  fin  de  la  première 
année ,  sera  c  -f-  i  X  c  ,  puisqu'elle  était  numériquement 
aoooo  -4-  Yô  •  aoooo  :  ainsi  on  aura 

c  (1  +0 (i*.)  : 

on  rembourse  x,  il  restera  donc  c(i+i)  —  x ,  dont  l'intéil^ 
est  c  (  1  -)-  0  ^'~~  ^  7  ^0°^  à  la  fin  de  la  seconde  année  il  eit 


D' À  L  G  £  B  m  e;  171: 

Tedû  c(i  +  0+^(^  +  0^""?"""^  ;  ®*>  apris  lesridae-* 

c(i  -!-£)•— (x  -f-  i)x (a*.)* 

C'est,  ce  qu'on  aurait  tronyé  de  suite  en  remplaçant  dans  (1^.)  ^ 
par  c(i-|--0 — ^  >  capital  au  commencement  de  la  seconde  année. 
On  paie  x  et  il  reste  c  (i  +  i)**"  (i-f-t)x — x  ,  dont  l'in- 
térêt pour  l'année  suivante  est  c  (1  +  i  )*  i—  (  i  +  i  )  ix  —  fx  ; 
donc  la  somme  due  à  la  fin  de  la  troisième  année  est,  après  les 
^réductions  faites , 

c(i+i)3—(i  +  i)'^—(i4.£>a;....(3«.)  , 

expression  qu'on  obtiendrait  plus   brièvement ,   en  rempla* 

çant   c  dans    (  i*».  )    par   c  (  1  -f-  i  )*  —  (  1  +  0  *  —  ^• 
^Ainsi ,  suivant  que  le  capital  devra  être  remboursé  au  bout 
d'une^  de  deux,  de  trois ^  etc.  années^  le  paiement  annuel  qu'on 
nomme  annuité ,  sera 

x=:c(i+0, 

etc. 
d'où  Ton  déduit 

1 

cji  +  iy 


etc. 


Four  un  nombre  n  d'années ,  on  aura  donc  cette  équation 

Si  pendant  les  n  —  1  premières  années  on  n'eût  pas  fait  de 
paiemens ,  le  paiement  final  eût  été  égal  au  dernier  état  du  ca^ 
pital;  il  aurait  représenté  le  capital  c  placé  à  l'intérêt  i,  pendant 
n  années.  Dans  cette  hypothèse,  il  faut  faire  x=o  dans  le 
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donne 

sorulidii  dé  lâ'^estton^  précéâcfno» ,  ^'  t^riffcatiôii  dé-âéSe^ 
De  bdeitaiètieé^aaiiôki  6)â;  déduit  ^tMtiàlèin'  Aex, 

^  *~i +(1+0+0+0^+ +ci+o*-'*' 

Toutee  les  questions  particulières  qu*on  peut  proposer  sur  hi 
annuités  ^  sont  renfermées  dans  cette  question  générale  :  ds 
ces  quatre  choses  ^  ?an7iuîté ,  le  capital ,  l'intàrêtetlk  nombn 
dés  ûnnée},- trois  éUMt  données^  tfoSliver  ta  qnàtrièniè\  Si  i^ttà 
»  qu'ion  doit  dalèiiler^  Téquàtiôn^énéitile  devient,  itj^ëimS 
déreloppe  lfesîiri6iiie^(t  +'£)*,  (i  -f  £)»^*.. .  .,^  et  brdonàj 
Vés  téhùliit^  sM Va^  Ftènr  pâissàSceii  djpcroisi^âiités'de  l'inconnàtf  î» 
en  commençant  par  la  plus  haute  qui  est  i^ , 

8^.  Trouver  un  nomhïe'  tet ,  qùési  de  son  double  on  sous* 
trait  1  y  qtl'ifjt  thubje-  h'  restée  et  qu'on  sàastraie  a ,  puisqu^on 
divise  le  reste  par  4>  l^  résultât  soit  plus  petit  de  1  que  h 
nombre  cherchS, 

Soit  X  ce  nombre  ;  le  doubib  est  àx  :  soustrayant  1  ,  6 
reste  est  âx-—  1  ^  qui  doublé  ^  donné  4^  —  2  ;  soustrayants, 
il  vient   4^  —  4  qui  >   divisé  par  4 ,   donne  pour  quotient 
X  —  1  :  or  ce  résultat  est ,  d'après  Ténoncé  ,  l'équivalent  da  ] 
a?  —  1  ;  donc  ^ 

X'^lZ^  x—  1. 

Cette  équation  qu'on  nomme  ideirtique  y  parce  que  ses  denz 
membres  se  répètent  exactement ,  se  réduit ,  en  ajoutant  H^i' 
de  part  et  d'autre  ,  à  la  suivante 

qui  est' saiîsfkltè  paf  tout  nombre  pris'poiii*  x\  La  quesf^ 
admet  donc  un'  nombre  illimité'  de  solutions  >  ainsi  qu'il' ^'. 
facile  de  s*éri  assurer  envéïifiant  l'énoncé  sur  un  nombre  quét 
conque' pris  poùf  X. 


D*  A   L  G  É  B   R   E.  IJ^ 

208.  Nous  observerons  que  Féquatioii  du  premier  degré  à  une 
seule  ioçoBnue ,  étapt  4ç  b  forme 

cuc-f-6  =2  0 , 

son  premier  membre  ne  '  peut  devenir  nul  que  par  x  =  — -  - 

qui  est  co&aéquemmept  la  racine  (9o5)»  MaU  qu'on  suppose 
successivement 

et  on. aura  les  résultats 

6 ,  a  -{-  &  »  aa  +  i  >  etc. , 
m  .progr^essiba  arithmétique  ,  dus  anx  fausses  positiom  qti^ofi 
I  faites  :  la  première  erreur  b  est  le  terme  tout  connu  de 
l'équation ,  et  la  diiTérence  entrç  ^  première  et  la  seconde  , 
est  0  y  coefficient  de  x.  Qu'on  demande ,  par  exemple ,  deux 
^inp^  dçnt  fa  sornJfi^  fioU  %$  e$  dopl  la  différence  des 
carrés  soit  5^°.  Soit  if.  l'un  des  nombr|ps  o^  l'autre  serais, 
la  différence  des  carrés  sera  i6gi  et  l'erreur  16g  — Sg  =  iSo. 
Soit  a^.  l'un  des  nombres  =:  1  ,  l'autre  sera  la  ;  la  différence 
des  carrés  sera  144 —  1  =  ^43»  ^^  Terreur  i43— -3g  =io4- 
Soit  3?.  Y  un  des  nombres  sa  a ,  L'antre  e^ra  1 1  »  la  différence 

desisarrésss  iai->M4'^='  **7>  et  rerr^ur^aa:!  17*^^-59  =:7& 
Ces  trois  erreurs  i3o  ,  104  et  78  sont  'en  pilogresston  atitbmé- 
tiqpe;  onadonb  ' 

6=i3o^    a-t-iîs  104,  *  d*6ù    b=t— aS. 

Ainsi  cette  question  est  traduite  par 

slÇx — i3o='b.  ^  „^ 

En  effet ,  l'un  des  nombres  étant  rr  ^J'autre  sera  i3—x,  et  la 
différence  des  carrés  sera  (^i^- —  x)*  —  .x^^^ensorte  que 

'  16g  — 2607+0;* — o;*=og, 
tfoà  afix. —  i3o=HO,  :      • 

Ration  trouvée  pl/s  haut.  Ces  fausses  positions  peuvent  donc 
A)nner  l'équation  du  problème  ,  lorsque  la  question  ^st  du 
premfer  degré.  Mais  si  les  erreurs  î^e  sont  pas  eh  progression 
ttithmétique ,  on  est  assuré  que  l-éq^atio^  (ipit  être  d^H^eçré 
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supérieur  au  premier.  Dans  ce  dernier  cas,  lorsqu'on  a  ofatav 
d'une  manière  quelconque  une  première  yaleur  approciféed» 
l'inconnue  »  on  peut ,  par  ces  fausses  positions ,  en  trouyer  use 
iuite  d'autres  rapidement  convergentes  vers  la  véritable  rarins, 
ainsi  que  nous  le  verrons  par  la  suite. 

Nous  appliquerons  encore  le  principe  des  fausses  porithMsi 
la  traduction  en  équation  du  problème  des  couriers.  Si  ron  àk^ 
signe  par  x  un  chemin  quelconque  fait  par  le  second  conxîtf, 
pour  a;=3  0|  les  deux  couriers  seront  distans  Tun  de  Tautn  cb 

pour  xz=zi ,  c'e8t-i-£te  brsque  le  second  courier  aura  £4 
1^'^  le  premier  aura  fiût 

a  +  bc'^-^i 

m  observant  qu'il  parcourt  ^  >  lorsque  le  second  parcourt  i*} 
la  distance  entre  les  depx  couriers  sera  donc 

c  -4-  bc  -4-  -3  —  1  • 

a        .  - 

En  calculapt  un  pluft^grand  nombre  de  résultats^  on  Init 
ime  suite  par  différences  égales.  .Ces  deux  résultats  sont  b 
erreurs*  dues  aux  hypothèses  a;  =  o  et  a;  =  1  ,  puisque  ai  01 
attribuait  à  x  la  valeur  qui  convient  au  point  de  rencont|re,  il 
distance  entre  les  deux  ^couriers ,  serait  AuUe.  L'équation  étint 
donc  du  premier  degré ,  c'est-à-dire  ,  de  la  forme 

on  a 


.9 


ih+ii=c+  ic-f-^— i; 


d'où 
cônséiquèmment 


c 
d 


m  =  -i—  1 


—  d 


c^d 


a:  +  «  -f-  Se  =2  o    d'où    x  =5 


d(a+bc}j 


équation  trouvée  directement^ 


d^ç    1 
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V 


CHAPITRE  XV. 

nmation  des  suites  par  équi-diffèrences  et  par 
juotiens  égaû^ ,  et  de  quelques  autres  suites  qui 
w  rapportent  à  celles-ci. 

).   O^  on  se  rapporte  à  réqai-diff(érence(i85) 

qu'on  la  suppose  indéfiniment  prolongée  suivant  la  même 

y  on  aura  une  suite  à  laquelle  conviendra  la  dénomina- 

a  de  suites  par  équir-différences ,  et  quon  notera  comme 

suit  : 

a  —  6=c— iî  =  e— y=etc. 

Nous  co&sidérerons  cette  suite  dans  le  cas  particulier  de 
=  c,  ci  =  e,y=g,  etc. ,  c'est-à-dire  que  nous  suppose- 
ns  la  suivante 

I      a  — 6  ==  6  — c:=:  c— d  ==cf— e=etc. 

3U8  cette  restriction ,  elle  était  nommée  progression  arithmé^ 
(jue,  et  on  la  notait  ainsi  : 

V  a  •  6  .  c  .  rf  .  etc. 

âio.  Il  résulte  de  la  nature  même  de  cette  dernière  suite  , 
ue  ^  étant  la  différence  additive  ,  si  la  suite  est  croissante , 
>ustractive  y  si  elle  est  décroissante ,  on  aura  dans  le  pre- 
ûer  cas , 

J=:a+^,      cJ=6  +  <^,      d=c+^,     etc. 

onc 

c=a-}-ai^>    d=a+3<^,     e=a+4^,    etc.; 

isorte  que  /  étant  un  terme  dont  le  rang  est  n ,  on  aura , 
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diaprés  la  loi  de  composition  des  termes  auccesnËi  au  itioyefl 
du  premier  et  de  la  différepce.^. 

Comme  ce  terme  se  change  dans  le  premier ',  dans  le  second, 
dans  le  troisième ,  etc. ,  en  j  faisant  n=  1,^=9^  =3,  etc. , 
on  l'a  appelé  terme  général.  En  remplaçant  +^  pv  "^-^  dasi 
i,  on  a  poar  terme  général  de  la  suite  décroissante 

/=  a-— (  n— 1  )  J*. . . . (fl). 

Un  terme  quelconque  tTune  suite  par  équl^fférences ,  «ft, 
donc  égal  au  premier ,  plus  ou  moins  la  différence  de  la  suiki 
répétée  autant  de  fois  qu*ily  a  de  termes,  à  partir  du  premier  \ 
inclusivement ,  jusqu* à  celui  qjiCon  considère  exclusivemenL 

ail.  Passolis  i  la  aommatioii  d'un  nombre  quelooxfqM» 
de  termes  consécutifs  de  la  même  suite.  Soit  i  cet  effet  ^ 

S  désignant  la  collection*  de»  tftrmes  qu*on  veut  sommer  : 
écrivant  la  suite  dans  un  ordr^  inverse  au-dessous  d'elle-m^ti 
on  aura 

et  ajoutant  l'une  et  l'autre  suites»  il  vient 

Or  * 

<i4-jjc=o4-3/4"' — 5^:3=a+/,  etc.  , 

'donc 

fl5•=n(<^+-/),  d'où  5=:ii^2±5=5/2c+(n— 1)>}..:.(5); 

en  rem|daçant  /  par  sa  valeur  (1).  Pçur  la  progressioA  dèoaii'j 
santé  composée  de  n  termes  ^  on  aurait 
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On  voit  donô  qne ,  quoiqu'on  n*ait  en  vue  qile  la  progres- 
sion croissante ,  néanmoins  la  solution  s'approprie ,  moyennant 
le  changement  d'un  signe ,  à  la  progression  décroissante. 

a  12.  Les  équations  (1)  et  ^)  fournissent  le  moyen  de  trouver 
deux  ipielconques  des  cinq  quantités a^  S ,  n,  letS ,  lorsque 
trois  sont  connues.      ^ 

Qu'on  ait^  par  exemple ,  les  données 

a  =  3,    i=ia,    5=  3a, 

auquel  cas  il  reste  à  évaluer  ^  et  n  ^  on  aura  recours  aux 
formules 

mm 

qui  donnent 

on  déduit  de  la  secondé 

6.3a 


n 


■  37  • 

or  un  nombre  de  termes  ne  peut  être  ni  fractionnaire  ,  ni  né- 
gatif \  donc  ,  sous  ces  données ,  la  suite  gar  différences  égales 
est  impossible ,  et  conséquemment  nous  n'aurons  pas  besoin 
de  calculer  la  différence  i".  Nous  nous  bornerons  à  cette  re- 
marque sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin. 

ai 3.  La  suite  par  quotiens  égaux ^  est  celle  dans  laquelle  le 
quotient  d'un  terme  divisé  par  le  précédent  ou  par  le  suivant , 
est  toujours  le  même.  Il  résulte  de  cette  définition  ^  que  chacun 
des  termes  est  égal  au  précédent  multiplié  par  un  même  nom- 
bre ;  lorsque  ce  facteur  constant  est  plus  grand  que  l'unité ,  la 
mite  est  croissante  ,  s'il  est  compris  entre  zéro  et  l'unité,  la  suite 
eit  décroissante.  Ces  suites  étaient  nommées  progressions  géo^ 
métriques .-  nous  préférerons  la  dénomination  précédente ,  parce 
^' elle  énonce  une  définition. 

ai4-  En  désignant  le  premier  terme  par  a  ^et  par  q  le  facteur 
Constant,  cette  suite  sera 

a,     aq\     aq^,     aq^,     aq^,     aq^,     etc. 

12 
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D*apiés  la  loi  de  composition  des  termes ,  celui  dont  le  rang 
est  71  sera ,  en  le  désignant  par  u , 

u=:arf^^ (5); 

faisant  successivement  n=i,  =3,  =3,  =4>  etc. ,  il  se 

change  dans  le  premier,  dans  le  second ,  dans  le  troisiènfe,  etc. 
terme  de  la  suite  ^  et  par  cette  propriété  il  a  été  nommé  terme 
général. 

Il  est  facile  de  démontrer  cette  propriété  de  la  progression 
géométrique  :  la  puissance  m""*'  du  premier  terme  ,  la  même 
puissance  du  second ,  le  premier  terme  et  celui  du  rang  m-+-i  ; 
forment  une  proportion  géométrique, 

21 5.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  somme  de 
n  termes  de  la  suite  par  quotiens  égaux ,  à  partir  du  premier 
inclusivement  :  S  désignant  cette  somme  ,  nous  aurons 

5  =  a  +  09+  aq^  +  aqf^+  aq^-\-. . . .+  aç»-^-!-  a^«*"*; 

multipliant  de  part  et  d*autre  par  le  facteur  constant  ^^  il  vien- 
dra cette  égalité  entre  les  produits 

qS  =:aq  +aq*  -j-  a^^-f- aç"~*  +  aq^*, 

Retranchant  la  première  égalité  de  la  seconde ,  et  observant 
que  tous  les  termes  s' entredétruisent ,  à  Texception  4e  aq"  etâ, 
la  différence  sera 


ce         ^n  A^r.^    c      ^q  —a      aq*"   'Xq—^       ,^ 

qS — S^^aq"" — a,  dou  5=--2 =  -2 2 ...(6) 

^  ^  q — i  q  —  1  ^' 

et  en  remplaçant  aq^"^  par  u , 

5=2fi=f (7). 

Lorsque  ^=1 ,  on  a 

a — a        o 

u  =  a    et    «>  = =  -  ; 

1—10 

ce  symbole  |  ne  peut  plus  être  celui  de  Tindétermimation ,  caï 
on  sait  d'avance  que,  sous  cette  hypothèse,  S=:na,  Hoa» 
donnerons  (chap.  20)  une  méthode  pour  obtenir  la  valeoc 
d'une  fraction  qui  se  présente  sou«  cette  forme ,  lorsqu'il  n'y» 
pas  indétermination. 


\ 
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On  pent  encore  parvenir  autrement  à  la  somme  ci-dessus. 
1  effet,  on  a  trouvé  (gi) 


i ,  _i_^_i_^*-j^^3  i_        ^^«-i_i 2 


n 


on  multiplie  de  part  et  d*antre  par  a ,  et  on  aura 

d  an* 

:=za  +  aq  +«9*+ 4.  00*-'+ -—2 — . 

1  — ^  ^  1  —  9' 

ù  Ton  déduit ,  après  avoir  fait  passer  le  terme  — 2 —  ^^g  j^ 

a  —  «0"  ,  .        •   .  •       .    . 
^  z=sa+aq  -+-  aq*+. . . .  •  .+09""', 

conséquemment , 

9  —  1    ' 

tnme  ci-dessus.  Ce  procédé  très-simple  s'étend  an  cas  de 
progression  décroissante  indéfiniment  prolongée ,  et  de  la 
ogression  à  signes  alternatifs  ,  laquelle  résulterait  de  la 
âsion  de  i  par  1+9.  Les  élèves  pourront  faire  ces  deux 
plications.  Les  couples  de  formules  (1)  et  (3)  ,  (5)  et  (6) 
^ferment  cinq  quantités  ,  ensorte  que  trois  étant  données  , 
peut  toujours  calculer  Us  deux  autres  ;  et  comme  ces  dé- 
niinàtions  exigent  des  méthodes  dont  il  n'a  pas  encore  été 
îstion  ,  nous  les  avons  renvoyées  à  la  fin  du  chapitre  dix- 
ivième. 

ii6.  Considérons  la  progresbion  décroissante  qui  résulte  de 
Proposée ,  en  y  changeant  q  en  -;  alors  le  terme  de  rang  «, 
i  nous  avons  désigné  par  u  y  devient 

u 

-  —  a 
a  ^     o       ^  ûr  —  u 

u  =  -r-:  .     et     6  =  — — -  = -. 

r"""*  1  r  —  1 
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Supposons  qvte  la  progresâion  soit  continuée  indéfiniment  ; 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  s'arrête  jamais;  alors  u  sera  plus  petit 
qu'aucun  nombre  donné  ,  quelque  petit  qu'il  soit ,  puisque  U 
diminue  toujours  en  s'éloignant  du  premier  terme  ;  il  s'agit 
d'examiner  ce  qu'on  doit  entendre  par  la  somme  de  la  tota-. 
lité  des  termes  de  cette  suite.  Pour  cela ,  nous  supposetoni 
que  le  nombre  n  qui  est  le  rang  du  terme  u ,  devienne  sue* 
cesstvement  =  â^  =3  ,  =4)  ^^  ^^^^^  ^^  ^^^^^^  indéfiniment; 
à  ces  valeurs  de  n  correspondent  celles-ci  de  u , 

a  a  a  a  a 

"— 7>     — ;i>    ~r*'   ~r*'    ~F'     ®*^' 

fractions  qui  sont  de  l'espèce  des  suivantes  : 


1 


8  f 


1 

16  > 


3a  > 


etc.  ^ 


qui  s  approchent  de  plus  en  plus  de  zéro  sans  pouvoir  jamais 
l'atteindre.  En  effet ,  qu'on  divise  une  ligne  prise  pour  unité 
en  a  ,  3  j  4  >  ^^c*  parties  égales  ,  on  ne  peut  jamais  arriver  à. 
une  sous- division  zéro ,  puisqu'en  répétant  cette  sous-division 
autant  de  fois  qu'elle  est  dans  la  ligne  ,  on  conclurait  que  la 
ligne  entière  est  zéro  ;  mais  plus  on  avance  dans  ces  fractions^,] 
plus  la  sous-division  correspondante  devient  petite  ,  plus  on 
approche  de  zéro  qui  est  la  limite  de  leurs  décrois  sèment  (92). 
On  conçoit  que  cette  conclusion  n'a  lieu  qu'à  l'égard  des  dé? 
croissejnens  par  voie  de  division.  En  appliquant  ce  que  nous 
venons  de  dire  aux  valeurs  successives  de  u,  qui  sont  aussi  des, 
fractions  décroissantes  y  on  aura  cet  algorithme 

0  =  limite  de  u, 

ce  qui  signifie  que  la  différence  entre  u  et  zéro  est  plw^ 
petite  que  toute  quantité  assignable.  Reprenons  maintenant, 
l'expression 


rr 


^__ar u 

r —  1       r  —  1  ' 


Cu 


le  premier  terme  de  S  est  indépendant  du  nombre  des  tcnn«l 
qu'on  somme  ,  c'est-à-dire  qu'il  reste  numériquement  le  mèo4  fa- 
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pour  toutes  les  yaleurs  de  n  ;  donc  la  somme  S  s*appror1ie 
d'autant  plas  de  ce  premier  terme  ,  que  le  nombre  n  est  plus 

grand ,  et  à  la  limite  o  de ,  correspond  la  limite  de  S , 

qui  est ;  ainsi n'est  pas  la  somme  des  termes  de 

r —  1  r—  1  '^  • 

la  progression  indéfiniment  prolongée  ,  mais  une  limite  supé- 
rieure que  cette  somme  ne  peut  atteindre.  C'est  pour  caracté- 
nser  cette  circonstance,  que  nous  écrirons 

limite  5==-^^ (8). 

r —  1  ^ 

Qf 

Ainsi est  un  terme  dont  on  approchera  d'autant  plus , 

qu'on  prendra  uAe  plus  grande  portion  de  la  progression  , 
observant  bien  qu'il  ne  peut  être  pris  pour  S  ,  qu'autant  qu'il 
s'agit  de  la  totalité  de  la  suite  qu'on  ne  peut  sommer. 

Soit ,  pour  exemple  ,  la  progression  indéfiniment  prolonge» 

*  >      a  >      J  f      î  >       j6   '      ^*'^*  > 

on  a 

a=2i     et    r  =  a; 
donc 

limite  «S  =:  2. 

En  effets  si  on  étend  bout  à  bout  deux  lignes  prises  chacune 
jpour  unité  ,   et  qu'à  la  première  on  ajoute  la  moitié  de  la 
seconde  ,  puis  à  la  somme  la  moitié  du  reste ,  à  cette  seconde 
somme  la    moitié    de   l'excédant  ,  et  ainsi  de  suite ,   ce  qui 
revient  à  ajouter  a  ,  3,  4>  ^^c.   termes  de  la  progression  , 
tontes    ces   longueurs    approcheront  de  plus   en  plus  de  la 
longueur  totale  des  deux  lignes ,  sans  pouvoir  jamais  lui  deve- 
ïiir  rigoureusement  égales,  ce  qui  fait  bien  voir  que  a  est  la 
limite  vers  laquelle  ces  sommes  tendent  sans  cesse ,  sans  ce- 
pendant pouvoir  jamais  l'atteindre. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  aurait  encore  lieu  dans  le  cas  où 
le  facteur  serait  toute  autre  fraction  —,  parce  qu'alors,  on. 


aurait 
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ar 


m 


m 


u 


m 


mais  la  limite  de  m 


u 


m 


étant  zéro ,  celle  de  5.  est 


limite  5  = 


ar 


r 


m 


217.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  la  progression  dont  tout 
les  termes  sont  positifs;  mais  il  peui  arriver  que  les  signes  soient 
alternatifs,  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  facteur  9  est  négatif,  car 
alors  les  termes  sont 

û  >     —aq,     +aq*  ,     -- aq^ ,     +^^^'  •  •  •  .±ov""'i 

le  signe  -+-  du  dernier  terme  se  rapportant  au  cas  où  n  Mt  j 
impair ,  et  le  signe  —  à  celui  de  n  nombre  pair.  Pour  sommer 
cette  progression  que  nous  supposerons  croissante ,  on  poeen 
encore 

S  =  a —  c^+  aq*—  a(f+ zp  eu/*""*  ±  a(/"""', 

et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  — -  q^  parce  que  le  facteur 
constant  est  négatif ,  on  aura 

— <75=: — aq  +  aq'^—aq^'- rpc9""^±  aq^^^'ipaq'. 

Si  on  retranche  la  première  égalité  de  la  seconde^  la  différence 
sera 

5(— <7  — i)=zpû:<7"— a, 
d*où  Ton  tire 


ç ±:  g(y"+a ±uq+a 


(â). 


où  l'on  remarquere  la   même  correspondance  entre  les  sîgMl 
+  et  —  du  terme  uq ,  et  l'indice  pair  ou  impair  du  rang  dil, 
dernier  terme. 


4 


Dans  le  cas  de  la  progression  décroissante  à  jignes  alter-!'''' 
natifs ,  dont  le  nombre  de  termes  surpasse  tout  nombre  donné 
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on  trouvé 

limite  5= — : — (lo), 

après  avoir  fait  dans  (j)  f  ==  -  et  supprimé  le  terme  variable 

suivant  la  notion  de  limite  donnée  plus  haut. 

Proposons  -  nous  de  sommer,  par  exemple,  la  suite  de 
termes 

1,    — i,    +i»    — î»    +TT.    —«te. 

prise  indéfiniment  ;  en  la  comparant  avec  la  formule  gêné* 
raie  des  progressions  à  signes  alternatifs  ,  on  trouve 

donc 

limite  «S  =  f . 

En  eifet ,  la  progression  proposée  équivaut  à  la  somme  des  deux 
suivantes  :  > 

*>      4.>      io>      TZ  >      ^•^^«  *  a'>  s  >  ÎX»      ^^*'* 

Faisant  pour  la  première  a=  i  et  r=4>  et  pour  la  seconde 
c=—  i  et  r=4  dans  l'expression  limite  (8)  ,  on  trouve  les 
suivantes  : 

limite  5  ==  f ,         limite  S  =  —  f , 

en  les  ajoutant,  on  a  j  pour  somme  des  limites,  résultat  trouvé 
plus  haut. 

âi8.  Toute  fraction  décimale  périodique  dont  la  période 
commence  immédiatement  à  droite  de  la  virgule ,  aura  pour 
formule  générale 


H 


{p  +  -^'  +  ^'-^^'  +  '''}' 


n  représentant  le  nombre  qui  forme  la  période,  p  la  base  lo 
dans  notre  système  d'arithmétique ,  et  r  le  nombre  des  chiffres 
dont  se  compose  une  période.  Si ,  par  exemple ,  la  frac- 
tion est 

G,     Q4    ^4    ^4    ^4    etc., 
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on  aura 

71  =  24»    p=io    et    r  =  a. 

Le  premier  terme  de  la  suite  entre  parenthèses  ,  est  -^ ,  et  le 

H 
1 

facteur  constant -7  ^  ensorte  que  la  limite  de  la  somme  sera 

limite  S  =  —, = , 

y — i         p^ — 1' 

et  multipliant  par  71,  on  aura  -^ .  Or  n  est  le  nombre  qui 

forme  la  période >  et  p''—  i  est,  pour  pr=io ,  un  nombre  de  9 , 
égal  à  celui  des  chiffres  de  la  période.  Tel  est  effectivement  le 
mode  de  composition  de  la  fraction  génératrice. 

219.  Nous  allons  assigner  les  caractères  qui  font  reconnaître  si 
la  période  doit  ou  non  commencer  immédiatement  après  la 
virgule,  et,  dans  ce  dernier  cas ,  nous  rechercherons  le  rang  du 
premier  des  chiffres  périodiques. 

1**.  Soit  la  fraction  irréductible-^  .dont  le  dénominateur  u^>J? 

A 

ne  renferme  ni  le  facteur  a  ni  le  facteur  5  :  si  Ton  résout  cette 

fraction  en  fraction  décimale,  on  aura  les  quotiens  successifs 

etc. , 


etc., 


0  , 

ç . 

9'  , 

<?", 

9". 

«?". 

les  restes 

' 

B  , 

r  , 

/, 

r". 

r\ 

r•^ 

et  les  dividendes 

-    B  : 

loB  , 

lor  , 

lor'. 

lor^. 

lor". 

etc., 


conséquemment  les  égalités  suivantes  : 

B  =  j4.o  4.  B  ^ 

loB  =  Jl.q  +  r 

Il  or    -=1  A.q'  -\-  r' 

}or"  =  A.q"  +  r' 

lor"'  —  A.q'''  +  r'\ 
etc. 


(' 


^1 
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Supposons  le  reste  /':=.B  :  on  aura  cette  égalité 

iof^=^^+J?    d'où     iof  —  B  =  A<f', 

onc  lor"— i?  doit  être  divisible  par  A  et  par  q",  ce  qui 
*est  pas  absurde.  Mais  si  l'on  supposait  f  z=r  ^  on  aurait 

loB  =iA.q  +r,     \of  •=.Aq''  -^  r, 

t  \of — \oB-=iA(f  —  Aq^ 

e  qui  donnerait  # 

^alité  impossible  y  parce  que  A  est  premier  avec  lo,  et  que 
'  — B<^A,  à  cause  de  f  <^A  et  J5  <  -/<  (  107  ).  On  ne 
ourrait  supposer  non  plus  r^  =  /^  parce  qu'on  serait  conduit 
la  condition  impossible 

2 -'  ^'- 

^onc  tende  fraction  irréductible  t  »  et  dont  le  dénominateur 

\t  un  nombre  premier  avec  10^  donne  lieu  à  une  fraction 
écimale  périodique  qui  commence  au  chiffre  des  dixièmes. 
La  période  commençant  toujours  au  chiffre  des  dixièmes , 
upposons-la  de  quatre  chiffres,  ensorte  qu'on  ait  r^=zB  } 
lors  ior*=  loB  et  q^^=q  ;  ajoutons  les  2*,  3*,  4*  ®t  5*  éga- 
ités  (M)  ,  nous  aurons,  après  la  réduction  , 

9(^B+r+/  +  r^)=Aiq+q'+q"  +  q^)l 
ou  Ton  déduit 


»_  \ 


9(^+r  +  /+r-)_ 

)r  ^  étant  un  nombre  autre  que  9  ou  3,  doit  diviser 
^H-r+y^+y^  .*  ainsi ,  dans  ces  hypothèses ,  la  soiùrae  des  restes 
btenus  dans  l'étendue  d'une  période ,  doit  être  un  multiple  de 
^.  D'une  autre  part ,  et  à  cause  de 

9 
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9  ne  pouvant  diviser  A^  doit  diviser  la  période  <^  ff  <f  (f^fn 
observant  que  ces  lettres  représentent  les  chiffres  succe8â& 
d'une  période. 

Ainsi  ^  à  t exception  de  A=9  et  de  A  =  3,  la  somm 
des  restes  obtenus  dans  rétendue  d'une  période  >  est  toujêun 
multiple  du  diviseur  ,,  et  ta  période  elle-même  est  divisiih 
par  9  ;  de  plus  ,  ce  dernier  quotien^  doit  dii/iser  la  somme  iet 
Testes. 

Supposons  r  +  r^>!=  A  :  si  l'on  ajionte  les  égalités  qui  ont 
pour  premier  membre  lor  et  lor",  on  aura 

c'est-à-dire 

ioA=zA(q'+q"')  +  /  +  i^ (iV), 

d'où  Ton  conclut  la  divisibilité  de  /  +  ''^  P^r  A,  et  conséqueiÉ' 
ment  Tégalité  r^^r'^zizimA ^  m  étant  un  nombre  entier; mai^ 
à  cause'de  / <iA  et  de  r^^A,  on  a 

donc 

m  =  i     et    /  +  r"  =:  -^. 

Ainsi  régalité  (iV)  devient 

ioA=Aiq'+q')+A, 

Ainsi ,  lorsque  deux  restes  donnent  le  diviseur  pour  SOilUÊft 
les  deux  restes  consécutifs  donnent  la  même  somme  ;  dg^jt^ 
les  deux  chiffres  de  la  période  qui  correspondent  à  ces  d^ 
restes  ,  valent  ensemble  9.   Ce  qui  fournit  un  moyen  si 
de  trouver  les  chiffres  restons  delà  première péfîodè ^  lontpi 
est  arrivé  à  un  reste  complément  de  l'un  des  précédens , 
diviseur;  car  alors  chacun  des  chiffres  à  trouver  est  le  co 
ment  à^  de  chacun  des  chiffres  déjà  obtenus  au  quotient 

2**.  Soit  la  fraction  décimale 

5=:o,2V    abc    abc    etc.. 


et  elle  donne 


13! 


#r 


ï 
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JV  désignant  le  nombre  étranger  à  la  période ,  et  dont  le  nombre 
des  chiffres  est  n,  et  abc  étant  le  nombre  périodique  :  si  on 
moltiplie  de  part  etd*aatre  par  10",  on  aura  Tégalité 

io"5  =  JV,    abc    abc    etc (1). 

Si  l'on  multiplie  cette  dernière  par  10^,  on  aura  la  suivante  : 

ê 

(io)"^5  =  Nabc  ,    abc    etc ... .  (a). 
Si  de  (a)  on  retranche  (1)  ,  la  différence  sera 

((ioV+3— io45  =  iVûic  — 2V.  d'où  5===-^ï^î=^,, 
\  J  lo^Cio*— l)' 

les  lettres  c  yb ,  a  comptant  les  unités  y  les  dixaines  ,  les  cen- 
taines; et  ceux  de  N y  à  partir  du  dernier  à  droite,  comptant 
les  mille  ,  dixaines  de  mille,  etc.  La  difi^érence  10^ — 1  =999  » 
et,  en  général,  le  facteur  de  10"  au  dénominateur,  sera, 
comme  on  le  sait,  composé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans 
la  période ,  et  conséquemment  le  dénominateur  sera  ce  nombre 
de  9  suivi  j  d'autant  de  zéros  qu*il  y  a  de  chiffres  dans  N. 
Ot ,  1**  le  dernier  chiffre  à  droite  du  nombre  N,  étant  diffé- 
rent de  c  ou  du  dernier  chiffre  du  nombre  périodique  ,  le 
numérateur  ne  peut  être  divisible  par  10,  ensorte  que  les  deux 
termes  de  la  fraction  que  je  ne  suppose  pas  encore  réduite , 
ne  peuvent  renfermer  que  des  facteurs  a  seulement,  ou  des 
facteurs  5 ,  abstraction  faite  des  autres  diviseurs  communs  qui 
n'influent  pas  sur  la  conclusion  ;  ensorte  que  si  l'on  décom- 
pose le  dénominateur  de  la  fraction  réduite  dans  ses  facteurs  a  et  5 
et  dans  un  facteur  A'  premier  avec  a  et  5,  le  plus  élevé  des  deux 
exposans  a  et  5,  étant  augmenté  d'une  unité,  comptera  le  nombre 
det  intervalles  entre  la  virgule  et  le  premier  des  chiffres  pério- 
diques, a^.  Quelques-uns  des  derniers  chiffres  de  TV  répéteront 
entant  des  derniers  chiffres  de  la  période;  et  en  supposant 
%ae  les  deux  derniers  chiffres  de  N  puissent  être  bc ,  la  période 
acrait  bca  bca  etc.  et  non  acb  acb  etc.  ;  ainsi  son  origine 
aérait  à  deux  intervalles  de  moins  de  la  virgule  ;  mais  pour 
cette  Houvelle  origine  périodique  ,  le  numérateur  ne  serait 
t>lus  terminé  par  des  zéros  ]  et  après  la  suppression  des  facteurs  2 
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cm  5  dans  les  deux  termes  de  la  fraction^  le  pluepiaut  des  exposan' 
de  a  ou  5  au  dénominateur ,  augmenté  d'une  unité ,  compterait 
encore  le  nombre  des  intervalles  entre  la  virgule  et  le  pre^ 
mier  chiffre  périodique.  3°.  Le  nombre  N  et  la  période 
peuvent  être  terminés  par  des  zéros  ,  auquel  cas  le  numéra- 
teur serait  aussi  terminé  par  des  zéros  ;  cette  circonstance  qui 
rentre  dans  le  second  cas  ,  mérite  d'être  examinée.  A  cet  effet, 
supposons  la  fraction  périodique  suivante , 

0,7000    3o    3o    3o    etc.  , 

on  la  période  est  3o  :  il  est  clair  qu'on  peut  prendre  700  ponr 
le  nombrq  non  périodique ,  et  pour  période ,  o3  o3  o3  etc.  : 
de  cette  manière  ,  le  numérateur  Nbc  —  N  =  yoooS  —  700 
=r  fi^3o3 ,  et  il  ne  se  termine  plus  par  des  zéros ,  ainsi  qu'il 
arrivait  pour  N  =  7000  et  pour  la  période  3o ,  puisqu'alors 
on  avait  Nbc  —  iV=7ooo3o  —  3o.  Dans  la  fraction  décimale 

0,70    3ooo    3ooo    3ooo     etc., 

on  peut ,  au  lieu  de  la  période  3ooo ,  prendre  o3oo ,  et  alors  la 
fraction  doit  s'écrire  ainsi  : 

0,7    o3oo     o3oo    etc. 

On  peut  donc  remarquer  que  la  véritable  origine  de  la  pé- 
riode ,  est  toujours  telle  que  le  numérateur  de  la  fraction  n'est 
pas  terminé  par  des  zéros  ;  ensorte  qu'on  ne  doit  plus  suppo- 
ser qu'on  ait  divisé  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  10, 
maisi.  seulement  par  a  ou  5  ,  ou  par  une  puissance  de  l'un  ou 
de  l'autre  de  ces  nombres.  Ainsi  le  plus  haut  des  exposans  de 
a  et  de  5  dans  la  fraction  réduite ,  augmenté  d'une  unité  ,  comp^ 
tera  encore  le  nombre  des  intervalles  entre  la  virgule  et  la 
véritable  origine  de  la  période. 

Ainsi,  après  la  décomposition  du  dénominateur  A  (Tune  fraction 
proposée  ,  en  A\  hP  ,  5",  A'  étant  premier  avec  a  et  5  ,  le  pbÊ 
haut  des  exposans  p  ef  n,  comptera  le  nombre  des  chiffres  de 
la  portion  non-périodique^ 
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2QO.  Nous  dirons  un  mot  des  nombres  figurés  .*  tels  sont  oeuz 
^i  forment  le  triangle  arithmétique  suivant  : 


1 

1  1 

1 

I 

1 

1 

I 

I 

1 

etc. 

1. 

a  3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

etc. 

1  3 

6 

10 

i5 

31 

38 

36 

45 

etc. 

1 

4' 

10 

ao 

35 

56 

84 

120 

etc. 

l 

5 

i5 

35 

70 

ia6 

aie 

etc. 

• 

1 

6 

ai 

56 

ia6 

aSfl 

etc. 

1 

7 

38 

«4 

fllO 

etc. 

I 

8 
I 

36 

9 

1 

lao 

45 

10 

1 

etc. 
etc. 
etc. 
etc. 

etc. 

Les  nombres  de  la  seconde  ligne  sont  les  sommes  des 
1 ,  2  ,  3 ,  ^  ,  etc.  preriiiers  nombres  de  la  première  ligne  •,  les 
nombres  de  la  troisième  ligne  sont  pareillement  les  sommes 
des  l'y  2^  3^  4>  ^^^*  premiers  nombres  de  la  seconde  ligne  , 
et  ainsi  des  lignes  suivantes^ 

On  remarquera  que  les  nombres  qui  forment  une  colonne 
verticale  ,  sont  les  coefliciens  numériques  du  binôme  a  -+-  b 
élevé  à  une  'puissance  marquée  par  le  quantième  de  cette 
colonne ,  diminué  de  l'unité  ,  en  comptant  de  gauche  à  droite. 

Les  sommes  des  nombres  qui  composent  les  colonnes  ver-- 
ticales ,  forment  la  progression  par  équi-quotiens 

1 :  2  :  4  :  8  :  16  :  32  :  64  etc. 

Les  nombres  de  la  première  ligne  se  nomment  nombres 
points;  ceux  de  la  seconde,  nombres  linéaires  ;  ceux  de  la 
troisième  ,  nombres  triangulaires  ;  de  la  quatrième  ,  nombres 
pyramidaux  ;  ceux  de  la  cinquième ,  nombres  trianguli-py- 
ramidaux.  On  les  appelle  collectivement  nombres figur es y\iaxce 
qu'on  peut  arranger  les  unités  qu'ils  comptent ,  de  manière 
à  former  des  figures  géométriques.  On  trouvera  dans  la  seconde 
section  de  ce  Traité  ,  la  doctrine  relative  à  ces  nombres. 

aai.  On  pourra  maintenant  assigner  les  limites  des  sommes, 
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non-seulement  des  progressions  décroissantes  à  PinEni ,  mais 
encore  de  toutes  les  suites  décroissantes  quelles  qu'eHes  soient, 
pourvu  qu'elles  puissent  se  décomposer  en  progressions  par 
équi  -  quotiens ,  dont  les  sommes  forment  encore  une  telle 
progression  ;  le  terme  sommatoire  de  celle-ci  est  alors  celui 
de  la  suite  proposée.  Proposons-nous^  par  exemple^  la  suite 
de  termes 

^  —  b^  bd  ^  bd^  ^  biP  ^^sr^^^"^-' 

on  pourra  la  décomposer  dans  les  suivantes  : 

Q  O  H  d       .      O       . 

6  "^  53  "'■  W«  +  W3  +  Ï34 + «**=• 

c         .c    ^,      c  c  _. 


+à+ '**=•' 

qni  sont  des  progressions  décroissantes  dont  les  limites  des 
sommes  donnent  cette  autre  suite  : 

'^  —  bd^b  "*■  bd^b^  (bd—b^d'^  {bd-^b)d* 

laquelle ,  à  partir  du  second  inclusivement ,  est  une  progrès^ 
sien  géométrique  nécessairement  décroissante  dont  le  facteur 

constant  =  -^ ,  et  pour  laquelle  on  trouve 

c  , 

limite  5  =  *^=^  ^  '^ 


d^i     ~b(d—iy' 

et  ajoutant  le  premier  terme  ,  il  vient 

ad       j^         cd 


limite  5 r-  .  J^,^  +  h  fd—. 
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r  des  décompositions  analogues ,  on  trouTcra  les  limites 
s  suites  numériques  : 

r  +  î  +  I  + -î^  +  ^  +  etc. . .  .(^ 
i  +  î  +  l  +  7f +  3t  +  etc....(fi). 
i-i-i  +'r+  ?f  +  H  +  etc....(C), 
i  +  â  +  |  +  H  +  §4  +  etc....(0), 
les  dénominateurs  forment  une  suite  par  équi-quotiens , 
s  que  les  numérateurs  sont  dans  (A)  la  suite  des  nombres 
rels }  dans  (  ^  )  les  nombres  triangulaires;  dans  (C)  les 
bres  pyramidaux  ;  enfin  dans  (D)  les  quarrés  des  nombres 
rels.  On  trouvera  d'abord  (-^)  =2. 

a  décomposera  ÇB  )  dans  les  séries 

I  +  î  +  1+ 1^  +  ^  +  etc. 

i-h-i  +  -k  +  jk  +  etc. 
■S  +  TS  +  t;  +  etc. 
Tg  +  A  +  etc. 
,     1T  +  etc. 
rès  la  loi  de  formation  des  numérateurs.  On  a  déjà  trouvé 
ur  terme  sommatoire  de  la  première  de  ces  suites.  Les  sui- 
es sont  décomposables  en  des  progressions  par  équi-quo- 
i ,  et  on  trouve  pour  la  somme  des  limites 

1  +  i  +i  +  i  +  i^  +  etc., 

:  la  limite  de  la  somme  est  2  ,  ensorte  que  (B)  =4.  On 
çera  (C)  =  8.  La  loi  de  forma tiou  des  carrés  donne  cette 
imposition  de  la  quatrième  suite 

i  +  !  +  I  +  i7  +  ^  +  etc, 

i  +  l  +  'à-i-Û+  etc. 
ï  +  ^  +  Â  +  etc. 

7T  +  ^  +  «*«=• 
3T  +  etc. 

s  pour  lesquelles  on  déduit  de  la  limite  (B)  et  de  la  limite 


iqa  É  L  É  M  E  N  S 

(2^)  divisée  par  2 , 4  >  8 ,  etc.  cette  somme  de  limites 

44-i+i  +  i  +  i  +  r6+  etc., 
ou  (D)  =  6.  Il  est  bien  entendu  que  les  nombres  (^A)  ,  (5), 
(C)  et  (Z>)  sont  des  limites  de  sommes. 

Nous  terminerons  cette  digression  par  la  sommation  d'une 
série  qui  ne  peut,  comme  les  précédentes,  se  décomposer 
en  progressions,  mais  qui  ofFrira  un  exemple  des  artifices 
auxquels  on  est  obligé  de  recourir  au  défaut  de  procédés  directs. 
Qu'il  s'agisse  de  sommer  la  série 

le        oc        bc         10c         i5c 

qui  ne  s'arrête  pas  ,  et  dont  les  coefficiens  dans  les  dénomba* 
teurs,  sont  une  suite  de  nombres  tels  que  leurs  différences 
sont  elles-mêmes  la  suite  des  nombres  naturels .  Nous  écnrons 
lune  sous  l'autre  les  deux  suites 

d     .       (l       .       CL  CL  CL  «.r 

"^ h^+  —  +T-+  etc.  =N, 

c        2c        oc    '    4c        bc 

CL  O  CL  CL       ,       d     .  .-r        CL 

^  +  Te  +  4"c  +  Te  +  rc+'''-  =  ^—c' 

retranchant  terme  à  terme  la  seconde  de  la  première  ,  on  aura 
pour  différence 

a.     a.      a      .      cl      .      cl  ^t       t^t  ,    ci        a 

2.C         bc         12c         20c        00c  c         c 

prenant  le  double  de  part  et  d'autre  ,  on  retombera  sur  la  pro- 
posée qui  équivaut  conséquemment  à  — ,  Dans  Thypothèse 
a  =  c  =  1 ,  on  trouve 

i+ïï  +  i  +  TV  +  i^+  etc.  =  a  ; 
et  retranchant  1  de  part  et  d'autre  , 

i  +  i  +  7T+  ^-  +  etc.  =  1. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ^ces  recherches  quî^sont 
étrangères  aux  élémens,  quoiqu'elles  n*y  soient  pas  déplacées. 
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CHAPITRE  XVI. 

lyèfimtion  >  propriétés  et  calcul  des  Logarithmes. 

aaa.  J/l  ocs  résumerons  d'abord  les  diverses  questions  réso^ 
lues  jusqu'ici  ^  en  montrant  de  quelle  manière  elles  dérivent 
d'une  première  question  qui  est  celle  de  Taddition.  Soient  a 
et  h  deux  quantités  à  ajouter  y  et  c  leur  somme  :  on  aura  pour 
traduction  de  cet  énoncé  ces  égalités 

a  +  bz=zc (1). 

Inversons  cette  question  ,    et  supposons  que  a  et  c  ^  ou  i 

et  c  étant  donnés  ^  on  ait  à  trouver  6  ou  a  ;  il  est  clair  qu*on 

les  déduira  de  ces  égalités 

b  '::z,  c ^'^ a  f    a^=i  c  ''^  0 ^ 

m 

d'où  résultent  la  soustraction  et  l'idée  d'une  nouvelle  espèce 
de  nombres  qu'on  nomme  négatifs  ou  inverses  (  chap.  a 
et  i4). 

Si  le  nombre  a  doit  être  ajouté  b  fois  à  lui-même  ,  en  dési- 
gnant encore  par  c  la  somme  ou  le  produit ,  on  aura 

ba-=zc (2). 

Sî ,  retournant  cette  question ,  on  donne  a  et  c ,  ou  6  et  c  , 
et  qu'on  veuille  calculer  6  ou  a  ^  on  est  conduit  à 

,        c  c 

de  là  résultent  la  division  et  une  nouvelle  espèce  de  nombres 
qu'on  nomme  fractionnaires. 

C'est  à  la  multiplication  de  plusieurs  quantités  égales  entre 
elles  que  les  puissances  doivent  leur  origine  (Sa  ^  34)  1  et  on 
indice  cette  opération  de  cette  manière  : 


a*  s=  c, 


i3 


1^4  ÉLÉMENT 

b  désignant  le  nombre  de  fois  que  a  se  trouve  écrit  en  &&• 
teur.   Ici  la  question  peut  être  inversée  de  deux  manières, 
ensorte  qu'on  a  deux  cas  diiférens  à  considérer  y  ce  qui  n'ar- 
rivait pas  dans  -  les  questions  précédentes  ,  parce  que  »  dam 
chaque  traduction  y  les  lettres  a  et  6  entraient  de   la  même 
manière.  On  peut  donc  proposer,  i*  de  trouver  la  racine  a 
au  moyen  de  la  puissance  c  et  de  Texposant  &  ;  a°  de  trouver 
l'exposant  &,  en  supposant  connues  la  puissance  c  et  la  racine  a. . 
L'opération  pour  trouver  a,  connaissant  &  et  c,   conduit  à 
deux  nouvelles  espèces  de  quantités  ,  les  irrationnelles  et  les 
imaginaires  (i5G,  iSy).  La  seconde   question  conduit  à  h 
théorie  des  logarithmes ,  et  le  calcul  de  b  exige  des  méthodei 
particulières  qui  seront  exposées  dans  ce  chapitre  et  d«uid  Toi 
des  suivans. 

22i3.  Reprenons  donc  Féquation 


a^  =ic, 


ou ,  plus  généralement , 

la  question  de  trouver  x  quand  les  nombres  a  et  y  sont  donnés, 
rentre  toujours  dan&  la  suivante  :  étant  donné  un  nombre  arbi* 
traire  a ,  mais  qui  doit  conserver  im^ariablement  la  valeat 
adoptée ,  assigner  pour  x  un  nombre  tel  que  a^  dei/ieime  i» 
nombre  y  donné.  C'est  pour  rentrer  daus  la  généralité  de  cet 
énoncé  ,  que  nous  avons  désigné  l'exposant  de  a  et  le  nombn, 
c  pat  les  lettres  J:^  et^  qui  doivent  variet.  L'exposant  a:  est  dit 
]e  logarithme  du  nombre  y ,  qu'on  désigne  par  ces  lettres  ini* 
tiales  log ,  et  le  nombre  a  est  nommé  base  des  logarithmes, 
parce  que  ce  nombre  est  fixé  une  fois  pour  toutes.  On  nomme 
encore  système  de  logarithmes  ^  la  série  des  nombres  arcalci}lél 
sur  une  base  particulière  et  invariable  a.  Ainsi  en  changeant 
de  base ,  on  pasi^e  d'un  système  à  un  autre  système  de  loglr 
rithmes ,  ou  bien  on  change  de  système. 

224.  Supposons  d'abord  x=o,  on  aura  3^  =  1  ;  àa:=:i 
correspondais  a;  donc  ,  1°.  dans  tout  système  ,  le  logarithmt 
do  l'unité  est  z,éro  ;  a°.  le  logarithme  de  la  base  est  l'unité.  Ces 
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ptt>priétéd  appartiennent  essentiellçment  à  fous  les  systèmes  de 
logarithmes.  * 

âa5.  Changeons  -f-  a;  en  -—  x  dans  l'équation  fondamentale 
a*  =J'>  et  nous  aurons  ^ 

or ,  l'exposant  x  augmentant  continuellement ,  la  fraction 
^  diminuera ,  si  cependant  la  base  a  surpasse  l'unité  ;  cette 

fraction  tendra  yefs  2éro  qui  en  sera  la  limite  ;  à  cette  limite 
correspond  une  valeur  de  x  plus  grande  qu'aucun  nombre 
donné ,  quelque  grand  qu'il  soit. 

Ainsi,  la  base  a  étant  plus  grande  que  l'unité ,  le  logarithme 
de  zéro  sera  l'irifini  négatif, 

iaaS.  Soient j^  et  j/  les  représentations  de  deux  nombres; 
X  et  a/  les  logarithmes  correspondaus  pour  une  même  base  : 
on  aura  ces  deux  équations 

a'^znzy,      a*'=zy\ 
dont  le  produit  est 

a*+*'  =y  .  /  ; 

or ,  d'après  la  définition  des  logarithmes  ^ 

^+^=iog  (;yy),  ou  iog^+iogy=iog(j^  .y). 

En  supposant  d'autres  nombres  y ,  y\  y",  etc. ,  et  désignant 
par  X ,  afy  x",  etc.  les  logarithmes  correspondans ,  on  aurait 
pareillement 

^x^tf-\-x»^ttc.  ^y  ,y\y\  etc.  , 

et  conséquemment 

a?  +  x'  +  ^"  +  etc  =i  log  {^y  y  y,  etc.)  ; 
donc  ^  d'après  la  définition  des  logarithmes  , 

^o%y+  iogy+iogy+ctc.=iog(j^y.y .  etc.). 

XjB  logarithme  d'un  produit  est  donc  la  somme  des  logarithmes 
dés  facteurs.' 

5227.  Si  tous  ces  factenrs  y  ,  y\  y,  etc.  sont  égaux  entre- 
^ax  et  en  nombre  m ,  la  propriété  précédente  devient 

m  logj'^logCy  ). 


•  » 
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Dont  lé  tôffttSffttne  ée  ta  piûssante  m  d'un  nombre,  est  igfi 
à  m  fois  le  logarithme  de  ce  nombre.- 

aad.  Eh  ditltôllt  Ttine  par  l'autre  les  égalités 

c'  =  y,    0*^  =  /, 
on  trouye 

c^*'^^,    d'où    (i;-«'=log(^^; 

et  d'après  la  dé&nition 

logjf  — logy=s:log(^); 

et  de  là  cette  règle  :  le  logarkhiUte  d'un  quoHent,  s*oNM 
9H  retrùnchunt  U  iogarimne  du  dénominalteur  de  cebd  di 
numérateur. 
aag.  En  élevant  Ttin  et  l'autre  membre  de  l'égalité 

à  la  puissance  fractionnSre  —  ,  on  obtient 

a»    sjf»  ;    d*où    -fTŒlogCjf»)  =log  vy"> 
donc 


^logy  =  log  (jr»  )  =  log  l/y"». 


m 
n 

Dans  le  cas  de  771  =  1  >  la  propriété    précédente  S6  chft&ge 
dans  celle-ci:  ' 

-logj^î±!og  (v/y). 

£re  logarithme  de  la  racine  n^^  d'un  nombre ,  s*obtient  donc 
en  divisant  par  n  le  logarithme  de  ce  nombre. 

â3o.  Si  donc  on  était  en  possession  de  tables  à  deux  00* 
lonnes  qui  olfrissent  en  regard  Tune  la  suite  naturelle  à» 
nombres  ^  et  la  seconde  les  logarithmes  de  ces  mêmes  noQr 
bres  ,  il  serait  '  facile ,  d'après  les  propriétés  précédentes , 
d*  effectuer  les  opéxaticuts  dé  la  multiplication  ;  de  la  dÎTiÂoDi 
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de  }a  formation  de»  puissances  et  de  Textraction  des  racines  « 
dont  Ja  dernière  surtout  est  laborieuse  et  devient  bientôt 
impraticable ,  si  on  n'emploie  qpe  les  ressources  de  rArith- 
métique.  En  effet  >  ces  opérations  se  réduisent  à  celles  de 
l'addition ,  de  la  soustraction ,  de  U  multiplication  et  de  la 
division  y  e0*eçtuées  sur  les  log^thmes  correspgndans  :  chaque 
résultat  q«i  serait  un  loj^arithme»  sç  trouverait  dans  la  colonne 
des  logarithmes ,  en  regard  dû  nombre  cherché ,  ensorte  qu  a 
proprement  parler  ,  ce  logarithme  serait  l'indicateur  du 
nombre  qu'on  cherche» 

â3i .  Comme  les  propriétés  des  logarithmes  sont  absolument 
indépendantes  de  la  valeur  numérique  de  la  base  a  du  système» 
nous  pouvons  supposer  a  =  io  ;  la  raison  de  ce  choix  est  que 
ce  nombre  10  sert  aussi  de  base  à  notre  système  arithmétique  ; 
autrement  on  pourrait  prendre  tout  antre  nombre ,  à  l'excep- 
tion de  l'unité ,  parce  que  toutes  les  puissances  seraient  l'unité, 
et  qu'ainsi  a'  ne  pourrait  produire  tQus  les  nombres.  Les  in-* 
convéniens  qui  résulteraient  de  l'emploi  d'une  base  &aotionnaire 
oa  négative^  sont  trop  faciles  à  sentir  pour  qu'il  soit  néces- 
saire de  les  détailler  »  et  d'ailleurs  cette  discussion  ne  serait 
d'aucune  utilité. 

Dans  le  système  adopté  »  les  nombres 

«te.  T^i^,   T^.    730,   îT>    1,  10,  loo,  1000,10000,  etc. 

ont  pour  logarithmes 

etc.   —4,  _3,_a,— I,   0,  1,    a  ,    3    ,    4     ,  etc. 

De  ces  deux  suites,  la  première  est  la  progression  géométrique 
décuple  y  et  la  seconde  ,  la  suite  naturelle  des  nombres. 

Nous  démontrerons  (  2*  sect.  )  qu'on  ne  peut  assigner  les 
logarithmes  des  nombres  négatifs  ,  ou ,  en  d'autres  termes  , 
que  ces  logarithmes  sont  imaginaires  ,  ce  qui  ^  dans  le  système 
que  nous  supposons  ici ,  résulte  clairement  du  rapprochement 
de»  deux  progressions  ci-dessus ,  dont  Tinférieure  formée  de 
logarithmes ,  comprend  tous  les  nombres  possibles  positifs ,  né- 
gatifs ^  entiers  et  fractionnaires,  quand  l'autre  suite  qui  est 
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formée  des  nombres  correspondans ,  ne  va  que  de  zéro  i  k. 
limite  supérieure  des  nombres  positifs  ^  c'est-i-dire  ,  àrinfini, 

.aSa.  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  le  logarithme 
d*un  nombre  pour  la  base  lo,  et  pirenons  pour  exemple  le 
calcul  du  logarithme  de  a.  Puisque  log  i  =  o  et  log  10=;  i  ^ 
il  est  évident  que  les  logarithmes  des  nombres  qui  se  trouvent 
entre  1  et  10 ,  doivent  être  compris  entre  zéro  et  l'uiiité;!» 
logarithme  demandé  sera  donc  une  fraction  décimale  que  nom 
désigneront  par  x ,  ensorte  qu'on  aura 

10*  =  a. 

Soit  a?  =  -^  .  on  aura 
a,- 


10  =  22      et    «sj-^f*    d'où    lossa'Xa; 
et  divisant  piar  v?  ou  par  8 ,  il  viendra 

i^a5  =  a^: 
donc  déji 

^=3T^-- (^5' 

Mais  pour  satisfaire  à  l'égalité  1^25  =  2  y  on  doitprendn 

1 

pour  Ç  une  fraction  -  ^  ensorte  que 

i,a5  =  a^,    ou  *  i,25'^  =  a  , 

d'où  l'on  déduit 

j.  =  3  +  ^,    et    i^fiS^X  i;,25  =:  a;, 
donc 

1,25    =1,024.    ' 
Remplaçant  dan^  (0  ^  P^  -  ==  5^X3  >  <^^  trouve 

x= —-..,..,.,(2), 


'  \ 


3+J^ 
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L* égalité  i^a5  ==  i>oa4  suppose  t  fractiomimre  on  de  la  forme 


-  :  on  aaradono 
I    - 


i,a5=i,oa4*; 
de  là 

y  y 

i=9  +  Ç,     i,a5  =  i,a3794Xi,oa4^    et    i,oa4>= 1,0097. 
Remplaçant  dans  (a)  ^  par  -=  —TTr»  ^^^ 


9 
1 


l (3), 


34 


3H ' — 


9  +  Ç 
l  doit  être  fractionnaire  ou  de  la  forme  - ,  ensorte  que 

i,oa4= 1,0097*'; 
on  doit  prendre  if=a+9;  donc 

i,oa4=  1,019494  X  1,0097', 
ce  qui  donne  * 

1,0044=  ï>0097. 


1  1    ■ 

Ecrivant  dans  (3)  -  =  — tt»  P®"^  ?»  0°  *"^* 


X=' 


(4); 


34 


54 


9+ 


a  +  a 

6  doit  encore  être  une  fraction  -  :  élevant  de  part  et  d*autr& 
à  la  puissance  de  A ,  on  obtient 

1,0044''=  ^0097; 
donc  * 

K=  a +^,  1 ,0097 = 1 ,0088 19X1 ,0044^  et  1 ,00087  =;  1  ficj{4^ 
A  cause  de  ô  =  -= — ; — ,ona 
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■  ■  I  II  •.  •  •  •  \pj* 

3+ 1 


3  + 


9+ 


a+ 


On  doit  «upposer  [a  =  -,  et  y=^5+(»  ,.d*où  résulte  l'éjalitéc 


V 

i,oooo4a  =  1,00087**, 


tt 

1 


•  •  •  •(b),. 


3  + 


3+ 


94 


2.+  - 
a  + 


5  +  - 

V 

Supposons  qu'on  s'arrête  au  dénominateur  5,  et  qu'on  re- 
passe^ d'après  ce  qui  à  été  dit  (84),  àe  cette  portion  de  11» 
fraction  continue  à  la  fraction  ordinaire  correspondante,  ob 

aura 

a7  0u  log»=^^^=o,3oio3oi  , 

résultat  exact  dans  les  six  premières  décimales. 

Mais  ce  procédé  de  calcul ,  quoique  bon  à  connaître ,  étant 
très- laborieux,  nous  en  donnerons  (chap.  XX)  un  autre  qui 
n'exige  que  le  développement  de  (^i-j-'b  )"^,  m  étant  un- 
nombre  quelconque. 

233.  Tout  nombre  n  qui  n'est  pas  une  puissance  exacte  dèh 
hase  10,  a  un  logarithme  incommensurable i 

1°,  Le  nombre  n  est  premier  avec  10  :  alors  comme  il  ne  peut 
avoir  pour  logarithme  un  nomlye  entier,  il  reste  à  prouver qut 
ce  logarithme  ne  peut  être  fractionnaire,  c'est-à-dire  qu'oa 
He  peut  avoir 

(io)^=/i: 
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ear  pn  élerant  de  part  et  d'autre  à  la  puissance  p  »  on  aurait 

et  divisant  par  lo, 

(10)"^»  =  —: 

MA 

er  — *  étant  une  fraction  irréductible ,  d'après  rhjrpotbèsè  ; 

• —  ne  peut  être  (111  et  lia)  im  nombre  entier  (lo)"''^  Dono 

Texposant  de  10  »  ou  k  logarithme  de  n  ne  peut  être  fraction'* 
naire  ;  cependant  ce  logarithme  existe  ;  il  est  donc  néceseaire- 
ment  incommensurable. 

12^.  La  conclusion  précédente  a  encore  lieu  lorsque  le  nombre 
n  n'a  de  commun  avec  10  que  les  facteurs  %  ou  5. 

Soit  donc  n  =  2'  X  ri ^  ri  étant  premier  avec  10  ,  ou  ne 
renfermant  plus  les  facteurs  d  et  5  ;  si  on  posait 

m 

(io)ï=a'Xn', 
on  aurait 

(10)"»= a"»  X  5"  =aP' X  »'', 
et  la  division  par  ii  donnerait 

i^   rs=  aP'  X  n'^% 
n 

égalité  impossible^   puisque    10  et   n'    sont  premiers   entre 
eux  (111  et  112). 

3°.  Soit  n  un  nombre  de  la  forme  a'.S^X»" ,  n"  ne  renff 
fermant  plus  le»  facteurs  a  et  5  ^  et  supposons  toujours 

m 

(ioy=a'.  5^  71'',     d'où    (io)"*  =  2^PX5^PXn''''f 
en  divisant  par  li' ,  on  aura 

^—f-  =  on".  5wx  n^P"^ , 

f&galité  impossible^  puisquîjBb  nombres  10  et  n^  sontpremiert 
^tre  eux.  Donc,  etc. 

^d4*  Supposons  ({ue  par  un  procédé  quelconque ,  op  ait  cal-t 
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culé  les  loganthmeades  nombres  premiers  2/3,5,7  %^^^'  »  <>' 
aura ,  par  de  simples  additions  >  ceux  de  tous  les  nombres  comr 
posés  qui  ne  peuvent  être  que  des  produits  des  nombres  premier^ 
ce  qui  réduit  singulièrement  le  travail  du  calcul  des  tables.Maison 
reconnaîtra  en  même  temps  lanécessité  d'une  table  des  nombres 
premiers  qu'on  pourra  former  d'après  ce  qui  a. été  dit  (ii5). 

a35.  Les  logarithmes  des  nombres  plus  grands  que  l'unité, 
•ont  plus  grands  que  zéro  ;  ils  sont  composés  de  deux  parties 
qu'il  faut  soigneusement  distinguer  :  l'une  est  entière  ,  et  l'autre 
décimale  :  la^première  contient  autant  d'unités  entières  moim 
une ,  qu'il  7  a  de,  chiffres  dans  la  partie  entière  du  nombre 
correspondant;  c'est  ce  qui  Ifii  a  fait  donner  le  nom  de  carfuy 
téristique.  Cette  propriété  résulte  évidemment  du  rapproche- 
ment des  deux  progressions 

1  ,     10  ,     100  ,     1000  t     1000b  ,     looooo  ,    etc. 
o  ,      1    ,      a    ,       3     ,        4      9         5       ;    etc. ,  . 

dont  la  première  contient  les  puissances  de  10  ,  et  la  second 
les  logarithmes  de  ces  puissances  :  on  voit  que  les  nombres 
compris  entre  1  et'  10,  entre  10  et  100  ,  entre  100  et  1 000, etc. 
ont  leurs  logarithmes  entre  o  et  i  ^  entre  1  et  2 ,  entre  a  et 
3 ,  etc.  Le  nombre  décimal  28 ,  345 ,  etc.  est  entre  10  et 
100  y  et  son  logarithme  compris  entre  1  et  2 ,  a  pour  carac^ 
téristique  l'unité ,  parce  que  ce  nombre  n'a  que  deux  chiffres 
dans  sa  partie  entière  qui  est  28.  Cette  caractéristique  peut 
n'être  pas  consignée  dans  les  tables  de  logarithmes  ;  en  effet ^ 
ou  le  logarithme  est  donné ,  et  on  cherche  le  nombre  corres- 
pondant ;  ^ors  on  a  la  caractéristique  :  ou  l'on  veut  trouver 
le  logarithme  d'un  nombre  donné  ,  et  on  conclut  la  caractéris- 
tique du  nombre  des  chiffres  dont  se  compose  la  partie 
entière  du  nombre  proposé. 

a3G.  Lorsqu*un  nombre  décimal  est  compris  entre  zéro  et  Funitéf 
1*.  la  partie  décimale  de  son  logaû^me  est  la  même  que  si  b 
nombre  proposé  était  entier;  z° 'l^ÊÊlftctéristique  dulogàritkm 
est  négative ,  et  elle  indique  par  le  nmnbre  de  ses  unités  ,  la  pku» 
à  droite  de  la  virguh  y  du  premier  jchijfre  significatif  du  nomb^. 
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On  a  dé)à  m  (â3i)  que  les  logarithmes  des  fractions  dé- 
cimales 0,1  ;  0,01  ;  0,001 ,  etc.  étaient  — 1  ,  — fi ,  —3,  etc. , 
et  OH  remarquera  qu'ils  indiquent  par  le  nombre  de  leurs 
unités  négatives,  le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à  droite 
de  la  virgule.  Prenons  le  logarithme  d*une  fraction  entre  o  et  1 , 
celui  de  fy  :  on  aura  ,  d'après  une  dés  propriétés  précédemment 
démontrées  ,  log  (fy)  =  log  ai  —  log  27  :  or . 

log  21  =  i^SaaaiqS 
log  27  =  1,4^1 3638 

difFér,  =  T,  8908655. 

■ 

Le  trait  horizontal  qui  est  au-dessus  de  Tunité  ou  de  la  ca-* 
ractéristique,  indique  que  cette  caractéristique  seule  est  néga- 
tive ,  ensorte  que  la  partie  décimale  est  positive.  Si  la  caracté* 
ristique  était  zéro ,  la  partie  entière  du  nombre  correspondant 
ne  serait  que  d'un  chiffre;  si  on  le  divisait  par  10 ,  ce  chiffra 
indiquerait  des  dixièmes  ,  mais  alors  il  faudrait  soustraire  une 
Unité  du  logarithme  ;  et  en  effet , 

j ,  8908555  =  o,  8908555  —  1 ,  0000000 

=  loS7>77778  —  log  10  =  0,777778, 

nombre  cherché. 

Généralement ,  désignons  par  n'  le  nombre  de  zéros  compris 
entre  la  virgule  et  le  premier  des  chiffres  significatifs  d'une 
Fraction  décimale  comprise  entre  o  et  1 ,  ensorte  que  n'  +  1 
indique  le  rang  de  ce  premier  chiffre  significatif  à  la  droite 
3e  la  virgule  :  si ,  à  partir  de  celui-ci  inclusivement ,  le  nombre 
^otal  des  chiffres  restans  est  n,  on  aura  pour  logarithme  de 
Cîette  partie  considérée  comme  nombre  entier ,  n  —  1 ,  d^  la 
lettre  £? désignant  la  partie  décimale,  et  n-^i  la  caractéris- 
tique :  retranchant  de  ce  logarithme  celui  de  (lo)"'"^",  ce  qui 
revient  à  diviser  par  (lo)*'"*"",  on  trouvera  — ti' —  1 ,  +c£  pour 
togaritbme  de  la  fraction  décimale ,  dont  la  caractéristique 
V -f- 1 ,  considérée  numériquement ,  indique  effectivement  le 
rang  cju  premier  chiffre  significatif  à  la  droite  de  la  virgule.  Aiji 
qioyen  de  ces  caractéristiques  négatives  ,  on  évite  l'emploi  dej 
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complémeas  Aritbmétiiiaes  dont  nous  n*arof^  pa$  parlé ,  par 
cette  rmisoii ,  dans  le  Traité  d'Arithmétique. 

Pour  faire  le  carré  de  fy ,  on  prendra  le  double  da  aon  logi« 
rithme  qui  sera  ~  ^  .  ^     . 

a  X  1,8908555=7,78171  io=log  (0,604938). 

Four  l'extraction  de  la  racine  cinquième ,  par  exenqple,  oa 
préparera  le  logarillime  ainâ  qu'il  suit: 

r,  8908555 = 5 + 4,8908555 , 

^nsorte  que 

iXÏ",89o8555  =  KS  +  4>89o8555)       ^ 

=  ï",97Qi7i  1  =;log  (0,95098); 

.  337.  Si  deux  nombres  n  êtv!  sont  décuples  Fun  de  Fatikê, 
leurs  logarithmes  orU  même  partie  décm/ole  ^  c'eshà^T^  4^'^ 
jtie  dirent  que  par  la  caractérisUque. 
Soit  n'  =:znX  10':  on  aura 

log  n^  =  log  n -f- log  (1  oO 

= log  ii4- r  log  10  =2=  log  II  +  y^  j 
log  10  étant  =:  1 .  Donc  pour  passer  du  logarithme  da  it  à  celui 
de  n\  il  faut  au  premier  ajouter  Texposant  de  la  puissance  de 
10  qui  multiplie  n  :  comme  cet  exposant  est  entier,  l'addition 
ne  porte  que  sur  la  caractéristique  du  log  n  dont  la  partie 
décimale  reste  la  même.  Cette  propriété  abrège  encore  le  tra- 
yail  des  tables. 

a38.  La  différence  entre  les  logarithmes  de  deux  nombres 
*  successifs,  est  d^  autant  plus  petite  que  ces  nombres  sont  plut 
grands. 

Soient,  pour  le  démontrer,  les  deux  équations 

divisant  la  seconde  par  la  première ,  on  trouvera 

/=i  +  i,    d'où     i^=logM  +  ij; 

Hr  /plus  le  nombre  n  est  grand  ,  plus  la  fraction  -  est  petite  j 


:«• 


n 


\ 
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et  moins  log  (  i  H —  ]  diffère  de  log  i  onde  zéro;  conséquem-* 

ment  plus  la  différence  cT  entre  log  (n-f-  i  )  et  log  n  devient 
petite.  C'est  pour  cette  raison  que^  dans  les  Tables  de  loga- 
rithmes par  Ca//e^ ,  les  petites  tables  de  différences^  sont  très- 
multipliées  dans  les  premières  pages  ^  et  qu'elles  deviennent 
plus  rares  par  la  suite. 

â3g.  Lorsqu'on  a  le  logarithme  d'un  nombre  n  pour  une 
base  particulière  a ,  il  est  facile  d'en  déduire  le  logarithme 
du  même  nombre  n  ^  pour  une  autre  base  e.  A  cet  effet , 
soient 

a'^=zn,    e^=2ni    d'où    ap  =  logii,    a:'  =  /.», 

en  désignant  par  log  et  /  les  logarithmes  de  n,  rapportés  aux 
bases  a  et  e  ;  on  aura  donc 

et'  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre  dans  le  système 
dont  la  base  est  a ,  il  viendra 

logo'rslog  e*',     ou    a:loga==îX^  loge;  ' 

d*où  l'on  déduit ,  à  cause  de  log  a  =  i  » 

a:  =  x'  log  e  , 

ou  log^=/.7iXloge,    et    /n=, X  log  n. 

Ainsi  ^  pour  avoir  le  logarithme  d*un  certain  nombre  dans 
le  système  dont  la  base  est  e,  il  faut  diviser  le  logarithme  de 
ce  nombre ,  rapporté  à  la  base  a  ^  par  le  logarithme  de  e  , 
calculé  sur  a. 

De  la  relation  précédente  ,  on  déduit 

o'est-à-dire  ,  qu^il  existe  un  rapport  constant  entre  les  loga-" 
nthmes  de  deux  nombres ,  pris  dans  deux  systèmes. 
-    Proposons-nous ,  par  exemple ,  de  trouver  le  logarithme  du 
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nombre  -—yz.  dans  le  système  dont  la  base  est  g ,  ayant  cfel 
tables  de  logarithmes  pour  la  base  lo.  Reprenons  la  relatiaa 

d*après  Ténoncé 

l(±\  _  ^^^  vy^/  ^  o— logl/5_       jlogS 
\V/3/  log9  lo§9  logC3») 

_      i  log  5_      ,^ 

2  log  3  ^' 

Ou  bien  encore,  on  a  } 

9   "-"v/3* 
relation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  q[U*on  prendra  potiri^ 
deé  nombres  négatifs  :  on  posera  donc 

—  ==  775  s    d  ou    a;  =  —  r. 

On  trouvera  aisément  — â  pour  logarithme  de  o,8i  dans  le 
système  dont  la  base  est  •^.  Ces  exemples  sont  plus  qu0 
sufiisans  pour  rintelligence  de  la  règle. 

a4c*  Pour  bien  faire  sentir  l'utilité  des  logarithmes  et 
l'importance  de  leurs  propriétés ,  nous  traiterons  quelque* 
questions  dont  les  unes  ne  sauraient  être  résolues  sans  leuf 
secours ,  et  les  autres  sans  une  patience  infatigable ,  en  n'em- 
ployant que  les  ressources  connues  de  T Arithmétique. 
,  1°.  On  suppose  une  suite  dénombres  y  qui  commence  par  2 1 
et  dont  chacun  soit  le  carré  de  celui  qui  précède  immédiate' 
ment  :  on  demande  combien  il  faudrait  de  caractères  pour  ex- 
primer le  î25^""  nombre  de  cette  suite, 

La  solution  de  cette  question  se  réduit  à  la  recherche  de 
la  caractéristique  du  logarithme  de  ce  terme  dont  le  rang  est 
désigné  par  aS.  Or  dans  la  suite 

on  remarque  que  les  exposans  du  nombre  2 ,  sont  les  puissancei 
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mccessiyes  de  st ,  k  partir  de  la  puissance  o  inclusivement. 
L'exposant  du  terme  en  question  sera  donc 

a*^=  1677721S , 
ensorte  qu*on  aura 

y  =  fl»«777a»6^      d'oi      log  J^  =  1 67772 1  G  X  log  3 

,  =  16777216  X  o,3oio3oo 

=:  5o5o445,33a48oo. 

Puisque  la  caractéristique  de  log  y  est  5o5o445 ,  le  nombre 
en  question  aura  donc  5o5o446  caractères  qui  fourniraient  neuf 
volumes  de  35o  pages  chacun ,  à  raison  de  40  lignes  par  page, 
et  de  40  caractères  par  ligne, 
a**.  Reprenons  la  formule  générale 

5  =  c(i+0" 

trouvée  (pag.  1 68) ,  et  soient  c  =  2354o/^  i  =  o,o5 ,  n=z/i  :  on 

lora  à  calculer  5  =  2354o  X  i,o5  :  or 

log  23540  =  4,3718065 
41ogi,o5  =  0,0847672  » 

log  S  =  4,4565637  ==  log  28613^,02. 

Unsî  un  capital  de  2354c/''  placé  à  5  pour  |  dlnterêt  com- 
>osé ,  devient  au  bout  de  4 ans,  286i3^'',02. 
Si ,  pour  les  mêmes  données ,  om  veut  calculer  i^y  on  a  à 

valuer  

. 4/28613,03 

'—  V  "^3543      '• 

r 

log  28613,02  =  4 >  4^65637 

log  23540        =  4,0718065 

diff.  =  0,0847572 
i  diff.  =  0,021 1893  =  log  i,o5. 

^tant  de  ce  nombre  l'unité  ,  il  rente  i  =  o,o5  ou  5  pour  ^. 

Supposons  qu'on  veuille  connaître  la  valeur  de  n  qui  cor- 
^spond  à  *S  =  286i3-^',<J2;  c  :=  2354o,  i  =  o,o5  ,  il  faudra 
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d*aborâ  dégager  n ,  ce  qu  on  fera  en  prenant  les  logent 
des  deux  membreis  de  iS  =  c  (i  -{-  0">  ^^  ^^  ^^^ 

log  S  =  log  c+  log  (i  +  i  )'*=^log  c  +11  log  (i  +  i) 

d*où  résulte 

^^Vj  ^^\   a3S4o   >/       0,084757a      , 

og(i4-0  logi,o5  0,6211893     ^ 

ce  qu'on  savait  d'avance . 
5^.  Les  élèves  pourront  reprendre  la  formule 

• si^  +  iy 

i+(i+O4-(i+0'+.....+  (i+0-^' 

trouvée  (pag.  i7a)>  et  s'exercer  à  calculer,  i^  x  dans  les  h 
thèses  c  =  aoQoo^'" ,  i  =  o,5  ,  n  =  4  >  et  ils  trouvi 
«pc:  564o>238  ;  &^  c  pour  a;=  564o,s38 ,  i  =  o,o5  et  n 
auquel  cas  c  =  220000.  Le  calcul  de  i  lorsqu'on  connaît 
tin,  exige  la  résolution  générale  des  équations numériq 
que  nous  exposerons  dans  ce  Traité. 

4^.  Supposons  €[a  étant  donnés  dans  une  progression 
métrique  croissante  ^  le  premier  terme ,  k  quotient  et  la  se 
S ,  on  veuille  trouver  le  nombre  des  termes.  De  la  foi 

trouvée  (216), 

^ uq'-^a       aq^  —  a 

o  —  — —  =  — — 
q—i  q—i 

on  déduira 

-  .  a 

équation  dans  laquelle  l'inconnue  n  est  engagée  en  expo 
Pour  obtenir  n ,  on  prendra  les  logarithmes  de  part  et  d'à 
et  on  Âura 

n  log  9  =  log  |i  —  5  X  ^-^1  ; 
d'€Ù 

Jl=; -— i..' 
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Soient  À r=  1  ,^=10»  iS  =  iiiiii  >  on  aura 

log9=i,     i—»Sx-~^=i +999999  =  ï 00000a  % 

5".  Soit  à  éraluer  x  d'après  l'équatioa 

*«*=  d  : 
on  anra  d'abord ,  en  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre, 

c«log4=loga,    d'où    c*=j^, 

et  prenant  encore  les  logarithmes  des  deux  membres , 

Ainsi  ^  après  avoir  pris  dans  les  tables ,  les  logarithmes  des 
nombres  d  etb  ,on  recherchera  ces  logarithmes  dans  la  colonno 
intitulée  nombres ,  et  on  en  prendra  les  logarithmes  ;  leur  diffé- 
rence formera  le  numérateur,  et  il  restera  à  diviser  ce  loga- 
riliime  par  celui  de  c  ,  ce  qu*on  pourra  faire  encore  en  prenant 
le  logarithme  du  nombre  qui  est  en  numérateur ,  et  retran- 
chant celui  du  nombre  Idg  c  :  la  différence  sera  le  logarithme 
àa  nombre  àr* 
Pour  6=10,  c=i,  d=  100,  on  trouve 

^^log(a)-log(i)^^ 

G  ' 

Bjrmbole   d'impossibilité;  et  ^n  effet,  sous  ces  hypothèses, 

l'équation 

c*  log  J  =  log  d 

deyient 

i*=a,    ou    i=a, 
équation  absurde. 

Si  Ton  suppose  d=  i ,  c  =  1 ,  il  arrive  que 


x—'' 


o  f 


Kymbole  d'indétermination  ;   et  en  effet ,  Téquation  proposée 

qui  devient  alors 

d'^'^id,    ou     i*=i, 

tsst  satisfaite  par  tous  les  nombres  pris  pour  x. 

^4 


\ 


6^  Quant  è  l'équation 

on  trouve ,  après  avoir  fait  passer  bn'  dans  le  second  membre, 
et  pris  les  logarithmes  de  part  et  d'antre  dans  le  système  dei 
tables , 


0?  = 


■»«(=) 


Si  Tun  des  nombres  a ,  £^  m  ou  n  était  lo,  il  faudrait  suppdMT 
son  logarithme  =  1. 
7^.  Soit  éafiù  pour  dernier  exemple  , 


fl-t- 


m 


i^V^ 


»^ 


muHipUant  par  tt  4*  l/-^  ^  les  detrx  fermes  de  la  fWretki 
'4pn  sert  d*expvysànt ,  prenant  le»  Ibgarithmfer  dé  paît  et  d^antrii^' 
élevant  êé  paft  et  d^anf re  au  qttarré  pour  £aire  «fisparâiftrt 
le  radical /puiâ  faisant  kfs  rêdnetionfs ,  on  tombera  sur  ml 
«équation  de  cette  forme  : 

j:* -f- p;t -f*  ^  =  o  ^ 

que  notis  traiterons  dans  Tun  des  dhapitres  suivans. 

5241.  Ces  applications  montrent  assez  la  marche  à  suivre:  |^ 
les  élèves  feront  bien  de  »*exercer  sur  des  exemples  de  ce 
genre  ,  et  ils  se  garderont  bien ,  lorsqu'ils  auront  â  prendra 
le  logarithme  d'une  somme  ou  d^ûne  différence  ,  d*aifectflr 
chacun  de  ses  termes  du  signe  log.  C'est  une  erreur  dansInF 
quelle  ils  tombent  assez  souvent,  faute  d'avoir  bien  pvéstBtA 
à  l'esprit  les  propriétés  démontrées.  Il  est  essentiel  ansfli  di 
leur  bien  faire  remarquer  ^  i®  qu'on  peut  appliquer  les  log^lj 

JQgr  ^  'M 

rithmes  à  la  fechercbe  ia  quotient  de  p^  qu'il  ne  fantptf  fe 

confondre  avec  'og  (  r /:;  2°.   que  lorsqu'on  a   une    épJit^t 
entre  deux  logarilhaaïesjes  nombres  sous  le  signe  log,  sontégavx. 
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CHAPITRE  XYII. 

Des  équations  ^  déterminées  du  premier  degré  à 

plusieurs  inconnues, 

B^a*  iN  OUS  avons  dit  (lo  et  slo/Ç)  qu*nne  équation  était  la  tra- 
duction enlangag«  algébrique  de  deuxphrases  équivalentes  com* 
prises  dans  Ténoncé  d'une  question  :  mais  cette  question  peut 
en  renfermer  un  plus  grand  nombre ,  et  si  elles  sont  bien  dis- 
tinctes deux  à  deux^  et  indépendantes  entre  elles,  elles  four- 
nissent un  certain  nombre  d'équations.  Nous  ne  considérerons 
ici  que  celles  qui  sont  du  premier  degré.  Ainsi  ,  pour  fixer  les 
idées ,  proposoTu-nous  de  trouver  deux  nombres  tels  ,  que  le 
iouble  du  premier  ajouté  au  second  ^  donne  224,  et  que  cinq 
fois  le  premier ,  plus  trois  fois  le  second ,  fassent  65.  On  trouve 
ci  ces  deux  phrases  qui  disent  la  même  chose  en  termes 
]i(FéTens  \  \^,  le  double  dun  nombre  inconnu ,  plus  un  autre 
lombre  inconnu  ,  puis  F  équivalent  a^;  a®,  cinq  fois  le  premier 
lombre  inconnu ,  plus  trois  fois  le  second ,  puis  F  équivalent  65, 
La  traduction  est  facile ,  et  elle  donne  ces  deux  équations 

2JC  +y=zQ4',    5x  +  3y  =  65. 

Mais  si  à  la  seconde  de  ces  deux  conditions  ,  on  eût  substitué 
celle-ci»:  etiels,  que  six  fois  le  premier  nombre ,  plus  trois  fois 
le  second  ^  fassent  j 2  ;  ces  deux  phrases  ne  disant  rien  de  plus 
^e  les  deux  premières  ,  puisqu'on  n'a  fait  que  tripler  deux 
résultats  égaux >  on  n'aurait  qu'une  seule  traduction.,  et  con- 
séquemment  qu'une  seule  équation.  Il  peut  donc  arriver  qu'on 
ait  moins  d'équations  que  d'inconnues ,  et  alors  la  question  est 
dite  i/icfefermi7iee(2o4),  parce  que  le  nombre  des  conditions,  étant 
insuffisant  pour  la  détermination  de  toutes  les'inconnues,  on 
}st  obligé  de  prononcer  :3ur  quelques-unes  d'entre  elles. 


ai2  ÉLÉMENT 

1243.  Les  équations  dont  nous  allons  nous /occuper ,  sont  dtt 
premier  degré  et  en  même  nombre  que  les  inconnues  qa*elltt 
renferment  :  elles  «ont  dites  déterminées  (204). 

a44-  Les  équations  déterminées  du  premier  degré  à  plusieurs 
inconnues ,  peuvent  être  résolues  par  Tune  quelconque  des  mé- 
thodes suivantes  qui  s'appliquent  aux  équations  littérales  tout 
aussi  bien  qu'aux  équations  numériques.  Il  existe  trois  modes 
de  résolution  ,  1°.  /a  comparaison  des  valeurs  des  inconnues; 
a°  la  substitution;^^  r addition  et  la  soustraction.  1°.  Le  premier 
mode  consiste  à  prendre  dans  toutes  les  équations  la  valent   t 
d'une  même  inconnue ,  comme  si  toutes  les  autres  étaient  coih  û 
nues  ,  et  à  égaler  une  de  ces  valeurs  à  toutes  les  autres ,  ce 
qui  donne  une  équation  et  une  inconnue  de  moins.  Dans  ces 
nouvelles  équations^  on  prend  encore  la  valeur  d'une  même 
inconnue 9  on  égale  Tune  d'elles  à  toutes  les  autres,  ce  qm 
donne  encore  une  inconnue    et  une   équation  de  moins.  £a 
continuant  de  cette  manière  ,  on  parvient  enfin  à  une  senk 
équation  à  une  inconnue  ;  on  la  résout^  et  on  substitue  la 
valeur  de  l'inconnue  qu'on  vient  d'évaluer  dans  une  des  équa- 
tions à  deux  inconnues  qui  renferment  celle-là.  On  peut  àoùO 
déterminer  Tautre    inconnue  :   on  la  substitue  ,  ainsi  que  la 
première ,  dans  une  des  équations  à  trois  inconnues  ,  qui  devient 
alors  une    équation    à   une   seule  inconnue  et  qui  sert  à  la 
calculer.  On  remonte  ainsi  jusqu'à  l'une  des  équations  primi- 
tives qui  sert   à   déterminer   la  dernière  inconnue. 

Dans  le  second  mode  ,  on  prend  dans  une  des  équations  y  la  va- 
leur de  l'une  quelconque  des  inconnues  ,  et  On  la  substitue  dans 
toutes  les  autres  équations.  On  a  ainsi  une  équation  etuite  incon- 
nue de  moins  :  on  fait  sur  celle-ci  le  même  calcul  que  sur  les 
premières  ,  et  en  le  répétant  un  nombre  de  fois  suffisant ,  on 
parvient  à  une  seule  équation  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue 
et  qui  sert  à  donner  sa  valeur*,  puis ,  par  des  substitutions  succes- 
sives^ on  détermine^  comme  précédemment,  les  autres  inconnues. 
Enfin  le  troisième  procédé  consiste  à  comparer  l'une  de» 
équations  à  chacune  des  autres  ,  qu'on  transforme  de  manière 
à  ce  que  dans  les  deux  équations  que  l'on  compare  succesii^ 
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tement,  là  même  inconmie  ait  le  même  coelEcîent  ;  et,  à  cet 
effet,  on  multiplie  les  deux  équations  de  chaque  couple  par 
le  coelHcient  de  cette  inconnue  dans  l'autre.  Cela  fait .  on 
ajoute  ces  deux  équations  membre  à  membre  ,  ou.  on  les  re« 
tranche  Tune  de  l'autre ,  suivant  que  les  coefficieDS  de  Tincon- 
Bue  qu'on  veut  éliminer ,  ont  des  signes  différens  ou  le  même 
signe  :  on  a  ainsi  une  équation  et  une  inconnue  de  moins. 
En  opérant  sur  ces  dernières  équations  comme  on  vient  de  le 
faire  sur  les  proposées  ,  et  répétant  cette  opération  assez  sou- 
vent, on  arrive  enBn  à  une  seule  équation  à  une  inconnue  ^ 
pais  on  suit  les  mêmes  procédés  que  dans  las  méthodes  pré- 
cédentes. 

Si  toutes  les  équations  ne  contiennent  pas  chacune  la  tota<- 
lité  des  inconnues ,  le  calcul  devient  plus  simple ,  comme  il 
est  aisé  de  le  reconnaître  en  appliquant  les  règles  précédentes. 
Il  faut  observer  encore  que  chacune  des  manières  d'opérer 
que  nous  venons  d'indiquer,  ne  s'emploie  pas  toujours  isolé* - 
ment ,  c'est-à--dire,  à  Texclusion  des  deux  autres;  on  les  com- 
bine suivant  qu'on  le  juge  convenable  pour  la  facilité  et  U 
brièveté  des  calculs. 

a45.  Ces  divers  procédés  d'élimination  reviennent  an  même 
dans  le  fond,  et  ils  conduisent  tous  aune  équation  à  une  incon- 
nue,'qui  conséquemment  n'admet  qu'une  valeur  ^  mais  comme  la 
substitution  de  cette  valeur  dans  une  équation  à  deux  incon- 
3iues  la  convertit  en  une  équation  à  une  inconnue  qui  n'a  aussi 
qu'une  valeur ,  et  ainsi  de  suite ,  on  en  conclut  nécessairement 
qull  n'existe  qu'un  seul  système  de  valeurs  qui  puissent  satis^ 
&ire  à  plusieurs  équations  du  premier  degré  entre  les  mêmes 
nombres  d'inconnues ,  et  que  ce  système  est  fourni  par  l'une 
des  méthodes  que  nous  venons  de  faire  connaître. 

^4^-  Si  Ton  avait  moins  d'équations  que  d'inconnues  ,rappîica- 
tiondes  mêmes  règles  conduirait  aune  seule  équation  à  plusieurs 
inconnues  :  ainsi  la  valeur  de  l'une  d'entre  elles  ne  pourrait 
être  déterminée  qu'après  en  avoir  assigné  aux  autres;  et  comme 
celles-ci  sont  indépendantes  ,  le  problème  aurait  une  infinité 
de  solutions,  et  il  est  dit  alors  indéterminé  (ao4).  Ce  cas  aurait 
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encore  lieu ,  lorâ  même  qu*on  aurait  en  appartnee 
â*équation8  que  d'inconnues,  A  ces  équations ,  an  Ken  3'êbt 
toutes  indépendantes ,  étaient  en  partie  comprises  les  ânes  dam 
les  autres.  Si  enfin  les  équations  réellement  «différantes,  étaient 
en  plus  grand  nombre  que  les  inconnues,  le  problème  serait  pbs 
que  déterminé;  et,  en  .effet,  après  avoir  éyalvé  tontiss  lai 
îuconnués  en  employant  un  égal  nombre  d*équationa ,  il  fim-  f 
drait  que  les  valeurs  trouvées ,  substituées  dans  les  antres  éqoa-  ff 
tiens  restantes,  les  réduisissent  à  la  forme  0  =  0,  ce  qoins  f 
peut  avoir  lieu  que  pour  certaines  relations  antre  les.  quantité  f 
connues.  Ces .  relations  sont  alors  les  équations  de  condidoÊ 
nécessaires  pour'que  la  question  proposée  puisse  être.résoliMi; 
si  elles  ne  sont  pas  satbfaites ,  elle  sera  impossible. 

247.  Les  problèmes  du  premier  degré  à  ai^tant  d'équations  9» 
d'inconnues  y  peuvent  être  indéterminés  ou  impossSiles,  saai 
qu'on  prisse  soupçonner  A  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas  a 
lieu  :  il  convient  donc  d'examiner  quelles  formes  prennent  akn 
les  valeurs  analytique^  des  inconnues  ;  c'e^t  ce  que  90ns  féroBt 
en  effet ,  lorsque  nous  aurons  trouvé  les  formules  géojérales  qni 
les  représentent. 

2^.  Considérons  d'abord  lès  deux  équations  à  deux  inccMuniii 
(A).. ,  .ax  +  by:=:c  ,    Jx'-^b'yzznc' . . .  .(B): 
si  l'on  prend  dans  chacune  une] valeur  de  a;,  on  aura 

c  —  by  c' — Vy 


X 

a      '  a" 


régalité  des  seconds  membres  fournit  une  équation  du  premieit 
degré  en  y  qui  donne 

y—'^—hs ^'^' 

cette  substitution  faîte  pour  y  dans  Tune  des  valeurs  de  S% 
donne  ^  après  les  réductions , 

On  aurait  pu  substituer  la  valem:  de  x  déduite  de  la  premiiM 
équfition  dans  la  seconde  4  ou  réciproquement  ^  et  on  amait 
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obtenu  xme  équation  en  y  qui  aurait  fait  connaître  la  valeur  de 
cette  inconnue,  et  par  la  substitution ,  on  aurait  eu  celle  de  x.  On 
est  conduit  aux  mêmes  formules^  i*.  en  multipliant  la  première 
équation  par  a\  coefficient  de  cr  dans  la  seconde ,  et  la  seconde 
par  a  coefficient  de  x  dans  la  première  ,  et  retranchant  le 
premier  produit  du  second ,  ce  qui  donne  une  équation  en  y; 
d'où  Ton  tire  jr;  a"^.  en  multipliant  la  première  équation  par  b\ 
et  la  seconde  par  b ,  retranchant  Tun  des  produits  de  l'autre , 
et  évaluant  x  au  moyen  de  l'écjnation  -  différence.  De  cette 
manière  ,  on  remplace  les  deux  proposées  par  deux  équations 
du  premier  degré  à  une  seule  inconnue, 

nnGn  on  peut  encore  multiplier  Tune  des  deux  équations , 
(  A  )  ^  par  exemple^  par  une  indéterminée  m ,  ce  qui  doiiine 

amx  +  bmy  =  me, 

et  en  retranchant  de  ce  produit  l'auhre  équatioir 

on  a  pour  différence 

(am-^d')  jp-KJm— 6')j^=  cm^^c^  . .  .(3). 

Comme  rien  ne  détermine  ici  la  quantité  m ,  on  peut  la  sup- 
poser telle  que        «i 

bm=:V,     d'où    m  =  -T-; 

alors  le  terme  multiplié  par  y  disparaissant  dans  (3)>  on  en  tire 

cm — c         cV — ic' 


X 


'  amr^af       ab' — ba' 
après^voir  remplacé  m  par  sa  valeur.  On  pept  aussi  supposer 

am  =  a' ,    d*où    m  =  —  , 

et  l'équation  (3)  donne 


cm — c'      ,ac' — ca' 


ces  valeurs  de  x  et  y  sont  les  mêmes  que  celles  (i)  et  (â)  trou-; 
vées  plus  haut. 
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Si4S'  Passons  maintenant  à  trois  équations  du  premier  degii 
entre  trois  inconnues.  Le  système  le  plus  général  d,e  ces  éqiUH  ! 
tions  est  le  suivant  : 

(C) ax  +by  -jr  c»  ==  rfjk 

(D) a'x  +  b'y  +  c'z  =  £?, 

(^E) af'x  +  i'j^  +  c"z  =  rf", 

qu*on  traitera  d*après  chacun  des  procédés  indiqués  (^44V' 
Pour  appliquer  le  troisième  ,  on  multipliera  là  première  équar 
tion  par  le  produit  c'c"  des  coefficîeus  de  z  dans  les  deux  de^ 
nières^  la  seconde  par  le  produit  analogue  çc",  et  la  troisième 
par  le  produit  c(fy  et  retranchant  successivencient  du  premier 
produit  le  second  ,  puis  le  troisième ,  on  trouvera  J^  après  ayoiç 
divisé  le  premier  reste  par  c"  et  le  second  par  ç^, 

(jac'  —  a'c)  X  +  {bc'  —  Vc)  y  i=.  c^d  —  cd^^ 
(oc"  —  a^c)  X  +  {bc"  ^  b"c)  y  =  c"d  —  ceP, 

lesquelles ,  comparées  avec  les  équations  (^}  et  (i?)  ,  donnent 

a  •==.  ac'  —  aie  ;     b  •=.  bc'  —  b'c  '^     c  =  c'rf  —  af , 
a!—  ac"  —  a"c}    V=  bc"  —  b^c,    c'=  c^d  —  oT; 

dont  les  substitutions  dans  les  formules  (i)  et  (s)  fournissent , 
après  les  réductions  ,  les  valeurs  de  x  et  j^en  quantités  toutei 
connues  -,  et  de  celles-là ,  on  déduit  I^  valeur  de  z» 

aSo.  On  peut  encore  parvenir  aux  valeurs  de  x,yet%t 
en  mnltipliant  la  première  des  équations  par  m ,  la  seconde 
par  n,  m  et  n  étant  des  quantités  indéterminées  ^  et  de  h 
somme  de  ces  produits  retranchant  la  troisième  équation  :  çei 
opérations  donnent 

(a/71  +  a'n  —  a")  X + (bm  +  Vn —b")  y  +  {cm  +  c^n—c')% 

=  dm  +  d'n  -. — d*^. 

On  disposera  de  m  et  de  71  de  manière  à  faire  disparaître  te 
termes  de  a?  et  de  y  :  à  cet  effet,  on  posera 

am  +  a'n — a^:=zcf,     bm-j-b'n — i*  =s  o  ^^ 
et  il  restera  11 

dm '■\' d  n  "^  iP  It 

cm^^-'^^'^cri  I  .       •  It 


D*  A  L  G  É  B  R  E.  91/ 

^Âês  deux  équations  en  m'çt  en  n  on  déduit 


d'V^V(i  aV—hd 


a 


711=  ..    '        ,"  .      n  = 


Substituant  ces    valeurs  dans  celle  de  2  ^  on    trouvera   ce 
résultat 

_  d  (b'a"—  a'V)  +  d'  (ab"—  ba")  +  dT  {ha'—  aV) 
*  "" c  {Va'^ db")  +  (/  {aV—  boT)  +  cf'  (6a'— ai')*  *  "  '^^' 
En  posant 

am  +  afn  —  a'  =  o  ,    c?»  +  c'n—  c"  =  o, 
on  trouverait ,  après  avoir  opéré  comme  ci-dessus , 


^  ~h  (c'a"— de") ^b'  (a(/'—ca")  +  b'' (cd—ac') ^^^' 


Enfin  les  deux  hypothèses 

Am  +  i'n  —  i^sso,     ctîi  +  c'n^^c'  =  0, 
donnent 

Nous  observerons  que  ces  formules  (4)  ,  (5)  et  (S)  qui 
donnent  ce ,  y ,  z,  sont  très  -  aisées  à  calculer  à  cause  des 
facteurs  communs  aux  deux  termes  des  fractions  :  si  on  les  dé- 
veloppe y  et  qu'on  change  les  signes  dans  les  deux  termes  de  x 
et  2 ,  on  trouvera 

_  db'c''—dc'b"+cd'b''—bd'c"+be'd"—cb'd'' 
^  "~  ab'c"—ac'b"+cdb" - bdc"^bc'd—cb'd'  '  "  "^7)  > 

_  adc"—ac'd' +cdd"—ddc"+dc'a"—cd'd'  « 

y  ~  ab'c" -  ac'b"+cdb"—  bdc"+  bda'—cb'd'   '  '  '  '^^  ' 
aVd'—adb"+ddb"^bdd"+bda"-^é/%^a''  ,  . 


aVc"--'ac'b"+cdb'—bdc"+bc'd'—cb'd' 

a5i.  Nous  n'étendrons  pas  l'analyse  précédente  au  cas  de 
qpatre  équations  entre  quatre  inconnues ,  parce  que  la  marche 
que  nous  venons  de  tracer  ,  est  facile  à  suivre  :  nous  recher- 
cherons plutôt  s'il  existe  une  loi  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 
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former  immédiatement  les  termes  des  fractiops  yalann  dH 

incomiues.  A  cet  effets  nous  reprendrons  les  formules  (i)  et  (s) 

cb' —  Je'  J_  ac/-^  cd 


j  » 


ab'—ba!  * 

dont  le  dénominateur  commun  ne  se  compose  que  des  lettres 
qui  multiplient  les  incommes }  pour  le  former  ^  on  Ait  d'abord 
(171)  les  deux  arrangemens  ab ,  ba  des  coe£Eiden8  de  x  etjr , 
on  affecte  le  second  du  signe  —,  et  on  accentue  mie  fins ]% 
seconde  lettre  de  chaque  arrangement.  A  la  seule  inspecticm, 
on  remarque  que  les  numérateurs  se  forment  du  âénominatcor 
commun  »  en  changeant  a  en  c  pour  a?  ^  et  6  en  c  pour  y ,  <m 
plus  généralement ,  en  changeant  pour  x  son  coefficient  dans 
terme  tout  connu ,  et  pour  j^  celui  de^  d^^  le  même  ténue. 

'^Passons  au  cas  de  trois  équations  entre  trois  mconnuee  : 
obtenir  le  dénominateur  commun ,  on  forme  tous  les  arran- 
gemens de  trois  lettres  a^b^c,  qui  sont  les  coefficiensduf 
inconnues  ^  et  on  trouve  d'après  la  règle  donnée  (171)  > 

abc,    acb ,    coi^,    bac,    bca ,    cba  ; 

on  les  affecte  alternativement  des  signes  +  et  — -  ^  en  com- 
mençant par  + ,  puis  on  accentue  une  fois  la  seconde  lettre 
de  chaque  arrangement ,  et  deux  fois  la  dernière  à  droite  ^  ce 
qui  donne  le  dénominateur 

ab'c'—  ac'b"^  cdV—  ba'c''+  bc'a"^  cVa\ 

Les  numérateurs  se  concluraient  de  ce  dénominateur  commun , 
en  changeant  pour  x  son  coefficient  a  dans  le  terme  toot 
connu  d ,  pour  y  son  coefficient  6  en  d ,  et  pour  z  son  coeffi' 
cie'nt  c  en  d. 

Pour  former  le  dénominateur  commun  des  inconnues  o^ij^i 
z  et  t  déduites  des  quatre  équations 

dx  +  by  +  c'a  +  d't  =  e' ,  |  y 

dx  +  by+c"z  +  d"tz==e\ 
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il  faut  introduire  la  lettre*<2  à  toutes  les  placée  possibles  dans 
chacun  des  arrangemens  d«  trois  lettres 

abc ,     •—  acb ,     -f-  cab  ,    —  bac ,     +  bca ,     —  cba  ) 
mais  en  observant,  quant  aux  signes  ,  que  pour 

'^abc  \  (  '^^ibcd-'-^abdc^adbc — da^c 

^-^acb  I  I  '^acbd'-\-aedb — adcb-^-^cb 

"^ab  \  J  '^cabd-^cadb-'i^dab'^-dcab 

^^bac  I  \  "—bacdr^bada-^^bdaos^bac 

'^bca  I  I  '^c.ad'^bçda'^bdca'^dbca 

baj  ( — cbad+cbda — cdba'^dcba^ 


ensQrte  que  le^  signes  sont  alternatifs  dans  chaque  ligne ,  sanf 
l'être  d  une  ligne  à  l'autre  }  il  faut  ensuite  ajouter  toutes  ces 
lignes  y  et  accentuer  une  fois  la  seconde  lettre  de  cet  arrange- 
ment ,  deux  fois  la  troisième ,  etti^ois  fois  la^rnière  à  droite. 
De  ce  dénominateur  commun ,  on  déduit  le  numérateur  de  a:, 
en  changeant  a  en  e,  celui  àty  en  changeant  bene^  celui  de  z 
«n  changeant  c  en  e ,  et  enfin  celui  de  t  en  écrivante  pour  d. 

a52.  Nous  ferons  connaître  un  procédé  de  calcul  bien  pré- 
férable à  ceux  que  nous  avooâ  ei^s^^  )U9qu  ici.  A  cet  effet , 
«n  supposant  quatre  équations  et  quatf  9  iiiComiuos  »  nous  don- 
3ierons  au  dénominateur  pne  forme  commode  >  en  ce  qu'elle 
3xiet  en  évidence  les  façteprs  communs  i  oer taîas  terpaes  ;  tetl 
sera  ce  dénominateur 

— P  —R  -5 

d  lc\a"b'—a'b")^\a'b'''^'V)+c\a'b"'-a'V^'] 

—N  — Ç  S 

-H?  [c'iaV  ---a'b)  ^d'^d'b  —ab"  )+c  (a^è*— a"*")] 

^M  Q  R        >(*°^> 

^d"  lc\a'b  — cy  )+c'  (ab'  '^"b  )+c  Ça'b'-^a'  b')'] 

M  N  P 

^dric\ay  -^b  )4-cVft  — û*"  )+^  C^'fi'  — û"*')X 

^ans  lequel  il  ne  faut  que  changer  le  d  en  e  pour  «voir  le  nu- 
mérateur de  riuconnue  t  j  en  observfiQt  q^il  a  y  »  ^i^tr^  les 
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petites  parentihètes  ^aè  six  facteurs  numériquement  diff^eHiJ. 
•t  qui  sont  répétés  sous  des  signes  contrûres ,  on  reconnaten 
qu'il  est  facile  d'éyaluer  t.  Ce  xibmbre  étant  connu,  os 
pourra  poser 

et  comme  il  ne  reste  plus  que  trois  inconnues  ,  on  aura  id'apili 
k  formule  (4)  , 

dont  le  dénominateur  est  déjà  réduit  à  un  nombre  ^  ainsi  quel 
différences  qui  sont  en  facteurs  au  numérateur  ;  de  sorte  qal 
suffit  de  les  multiplier  par  D^  IX,  If.  Connaissant  s  ettj 
l'dftpose 

•B  aura ,  d'après  les  formules  (i)  et  (a) , 

â53.  Nous  nous  bornerons  à  quelques  applications  auxqueBu] 
il  sera  bon  d*en  ajouter  d'autres  pour  exercer  les  élèves. 

1^.  Tromper  deux  nombres  dont  la  somme  soit  m^  et  la^fi*] 
rence  n.  Désignant  le  premier  des  deux  nombres  par  a;  et  k| 
second  par  j^ ,  on  aura  ces  deux  équations 

x+y: 


m 


X 


— J'='»i 


les  ajoutant  y  puis  soustrayant  la  seconde  de  la  première ,  O 
trouve  de  suite 

7W  -f-  71  771  —  n 


X 


â 


valeuvs  qui  donnent  ce  théorème  connu  :  le  plus  grand  de  daai 
nombres ,  çst  égal  à  lamoitié  de  leur  somme  ajoutée  à  lartuim 
de  leur  différence  y  et  le  plus  petit  vaut  la  moitié  de  la  soi 
moins  la  moitié  de  la  différence. 
a*.  Supposons  qdon  ait  à  troui^er  les  distances  entre  (]uati^\ 


\ 
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ifiUes  A  y  By  C  et  D  ,  sachant  seulement,  *i*,  que  si  à  la 
moitié  de  la  distance  de  A  à  C ,  on  ajoute  les  ^  de  la  dis^ 
tance  de  A  à  J}  plus  3i  ,4  myriamètres  ^  on  a  la  distance  de  A 
à  B  ;  a^.  que  si  à  la  distance  de  A  à  B  on  ajoute  la  moitié 
de  celle  de  A  à  D  plus  9,6  myriamètres ,  on  a  la  distance 
de  A  à  C  ;  3^.  que  si  de  la  distance  de  A  à  C  on  retranche 
la  moitié  de  la  distance  de  A  à  B  plus  i58^5  myriamètres  , 
on  a  celle  de  A  à  jy. 

Appelons  x  la  distance  de  A  kB ,y  celle àt  AkC ^z  celle 
àt  AkD, 

la  1*"  conditions  Cx  =  i^  +  i*+   3i,4 

la  a** >  donne  lyzrsx  +i»+     9,5 

la  3* J  U  =  j'  -^ix— 158,5. 

Transposant  dans  un  seul  membre  tous  les  termes  qui  renfer^^ 
ment  les  inconnues ,  et  faisant  disparaître  les  dénominateurs 
par  la  multiplication  ^  on  a 

4a:  —  a^  —  3*  =  +  ia5,6  . 
ao?  —  ajf  +    îr  =  —    19 
X  —  a^  "-|"  as  =  -—  317. 

en  trouve ,  d'après  (4)  , 

^d'A— ay=4,    ab"—hd'z=i  —  Q,    a''^— a'i'=  +  a; 

d'où 

Q03,8  r 

a  =  •2—1-=  2525,7  j 

les  deux  premières  équations  deviennent  par  la  substitution  dô 
cette  valeur  Aez,  • 

.  4a;  — aj^  =  802,7  ;     ax  —  ay  =  —  a44,7, 

et  on  déduit  des  formules  correspondantes  (1)  et  (3)^ 

a;  =  523,7;    j^  =  G46,o5. 

3*.  Trois  personnes  jouent  ensemble;  dans  la  première poT'^ 

.  iie ,  le  premier  joueur  perd  avec  chacun  des  deux  autres  autant 

que   chacun  d'eux  avait  d'argent  ;  dans  la  seconde  partie  ^ 
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t^ést  au  second  fournir  que  chacun  des  deux  autres  gtiglkl 
-auUua  quils  ont  déjà  JC argent  ;  dans  la  troisième  pmtiéf 
le  premier  et  le  second  joueurs  gagnent  chacun  autant  der^ 
gent  au  troisième  qu*ils  en  ont.  Ils  cessent  ùlors  de  jouer,' 
et  il  arrive  quils  ont  tous  une  somme  égale  ,  savoir  >  chofim 
a4  pièces,  Ori  demande  avec  combien  d'argent  chaque  joueut 
s'est  mis  au  jeu? 

Supposons  que  Tenieu  du  premier  joueur  ait  été  ^e  o^  pièces, 
celui  dû  aeùoaif  de  y,  ef  celui  du  troisième^  des:  et  hkm 
encore 

D'après  Tétioncé,  le  premier  joueur  et  perdu  dand  la 
mière  piarâe  S  —  sb\  donc  ii  lui  reste  ax—-  S  pièces^  au  aeomtj 
siy,  et  an  troisième  âs. 

Dans  la  seconde  partie  >  le  second  joueur  a  perdu  S  —  qr,] 
puisque  les  deux  autres  avaient  en  somme ,  au  rnmmriiromilf] 
de  cette  partie  ,  ax-)-  az  — -  «S  =  S-^ay  ;  il  lui  reste  pari 
séquent  4y —  «^-  Ainsi  à  }a  fin  dé  la  seconde  partie  ,  les  troii^ 
joueurs  se  trouvent  ayotr ,  le  premier  4^c — aS,  le  second  J^^^ 
et  le  troisième  42* 

Enfin  la  troisième  partie  terminée  ,  il  reste  au  {nrenmr 
joueur  8a?  —  4'5  i  au  second  8y  —  oS  ,  et  au  troisièms 
8z  —  S. 


La  i^'^condition'i 

la  2* >  donne 

la3« J 


c8x— 43=24^  rx=5  +  \S 

\8y—QS=Q4\  donc  \yr=:5+iS 
ISs-^  S= 


0 

Ajoutant  ces  équations ,  on^rouve 

x+y+z=zQ  +  lS,     ou    5=±9  +  |5,    d'où    Jî=7fl, 

ce  qu'on  savait  d'avance ,  puisque  les  trois  joueurs  ont  autant 
après  qu'avant ,  ef  que  d'après  l'énoncé,  ils  se  trouvent  avoir 
chacun  a4  pièces  à  ta  fin  de  la  dernière  partie.  Faisant  p6nr<$ 
cette  substitution  dans  x  ,y  etz,  on  trouve 

a:=39,    y  zz  21 ,     z:^i2. 
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On  voit  comment  la  solution  a  été  abrégée  par  Hypothèse 

heureuse 

X  +  y  +  z:=  S. 

Autrement  on  aurait  été  conduit  aux  trois  équations 

/^x  —  4y  --  4^  =  ^4f 
6y  —  Qx  —  aa  ==  a4> 

yz  —    y  —    X  =  q4, 

qn*on  aurait  traitées  d'après  la  méthode  générale. 

Qu'on  considère  maintenant  que  puisqu'à  la  findu  jeu^  chacun 
des  joueurs  avait  s4  pièces ,  et  que ,  dans  la  troisième  partie ,  le 
premier  et  le  second  ont  doublé  leur  argent ,  ils  doivent  avoir 
eu ,  avant  cette  dernière  partie*,  le  premier  lâ  pièces,  le  second 
la,  et  le  troisième  48  i  que  dans  ]a  seconde  partie ,  le  premier 
«t  le  troisième  joueurs  ayant  doublé  leur  argent ,  ils  avaient , 
le  premier  6  pièces ,  le  second  4^  »  et  le  troisième  a^  ;  enfin , 
que  dans  la  troisième  partie ,  le  second  et  le  troisième  joueurs 
ayant  gagné  chacun  autant  qu'ils  avaient  mis ,  l'état  primitif 
du  premier  était  Sg  pièces,  du  second  ai ,  et  du  troisième 
la.  Là  question  peut  donc  ainsi  se  résoudre  sans  le  secours  de 
l'Algèbre. 

4^  Quatre  joueurs  se  sont  mis  au  jeu  .•  le  gain  du  premier 
et  le  j  du  gain  des  trois  autres  ,  =  a5  ;  le  gain  du  deuxième  et 
le  \  du  gain  des  trois  autres ,  =  i4j  l^  gctin  du  troisième  et 
le  ^'du  gain  des  trois  autres  ^=:8  ;  le  gain  du  qu^atrième  et  la 
moitié  du  gain  des  trois  autres  y  =11.  On  demande  quel  est  le 
gain  de  chacun  ? 

En  appelant  x,  yfZ  y  t  les  quatre  inconnues ,  on  est  con- 
duit à  ces  valeurs  des  incoiyiues ,  savoir  :  ' 

a?=sa4,    ^==12,    zz=z — a,     tz=z — 6, 

de  sorte  qu'il  y  a  lieu  à  rectifier  l'énoncé  (chap.  i4). 

5**.  Proposons-nous  encore  cette  question  qui  est  piquante 
par  ta' tournure  de  la  solution. 

Un  père  laisse  en  mourant  un  certain  nombre  denfans  et 
un  héritage  quils  doivent  partager  comme  il  suit  ,• 


s?      ;'i 


>  . 


Le  premier  prAèsfe  loo  écus  et  ht  dixième  partie  dû 
«  Le  second  touche  iioo  écus  et  la  dixième  p&rtie  de  ce  tfdi 
reste: 

Ze  troisième  prend  3oo  écus  et  te  dixième  de  ce  quiredii 

Le  quatrième  prend  4oo  écus  et   le  dixième  de  ce  qn" 
reste  >  et  ainsi  de  suite. 

Il  se  trouve  que  le  bieA  a  été  partagé  également  entre  im 
les  héritiers. 

On  demande  ,    i^.   quelle   était  la  somme  à    partqgeri 
ù'.  combien  il  y  avait  denfans;  3^.  combien  chacun  «fittsj 
a  reçu? 

Représentons  la  somme  des  parts  ou  Théritage ,  par  i.i 
et  par  x  la  portion  de  chaque  enfant  ;  puisqu'ils  sont  égi 

lement  partagés ,  leur  nombre  sera  -•  Cela  posé^  on  aura 

X 

tableau  : 


■  ■   i 


La 


masse 


on  le  bien 
à  partager. 


|2  •  •  •  •  •  • 


Z—  X,  . 


a— 2a:. . 


Ordre 
des 

enfans. 


z— 3a; 


z — ^4^. . 


z — 5x. . 


etc. 


lei".. 


•  •  ^   •  * 


3« 


5« 


..6«.. 


etc. 


Portion  de  chacon. 


X=10O-f 


z — lOO 


x-==> 


X 


aoo  + 

3oo4 


10 

z X — 200 

10 

Z — 2.r — ^3oo 


j;tz:4ûo<4 


lO 

z — '^x — 4oo 


a;=5oo-+ 


10 

z — ^ — Soo 


X  =  6oo  -f- 


lO 

a— Sx — 6oô 


lO 


etc. 


Diff^^rences. 


lOOr-* 


100 


lOO  — 


07+100 
lO 

lO 
X^lOQ 


lOO 


lOO 


lO 

'x+ioo 

lO 

a>+'ioo 

lO 

etc. 


\ 
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tjL  Colonne  intitaléé  différences  ,  renferme  celles  qu'on 
l»litient  en  soustrayant  chaque  portion  de  la  suivante  :  or 
toutes  ces  portions  étant  égales^  chacune  d'elles  est  nulle. 
On*a  donc  déjà 

X  +  lOO 

lôô  —  — ' =  0  : 

lO  ' 

on  déduit  de  là 

La  part  de  chaque  enfant  est  donc  de  900  écus>  PoiSr évaluer  z  ; 
on  prendra  à  volonté  Tune  des  équations  de  la  troisième  co- 
lonne, la  première I  par  exemple,  parce  qu'elle  est  la  plila 
simple ,  et  y  portant  pour  x  sa  valeur  900^  on  aura 

,    a—  100 
900 1=  100  H 1^ — ; 

d*où  Ton  tire  »  après  les  réductions  , 

z  =2  8x00} 

l'héritage  total  s'élève  donc  à  8100  écus.  Mais  -  représente 

le  nombre  des  héritiers;  et  on  a 

z        8100 81  

'  X       900         9        ^' 

Ainsi  il  y  a  9  enfans.  Ici  -  tient  lieu  d'une  nouvelle  in- 

connue. 

Si  on  remplace  100  par  a,  10  par  b  y  on  trouve  ces  équa- 
tions générales 

a=r:a(6 — 1)*,     x=:^a[b — i)  ,    -  =6  —  1. 

^\  On  a  differens  mélanges  de  plusieurs  substances;  on 
veut  en  former  un  dans  lequel  les  différentes  substances  sb 
trouvent  dans  une  proportion  donnée. 

Soit  un  de  ces  mélanges  dA  -^  eB  -^  fC ,  un  second 
g  A  +  hB  +  kC ,  un  troisième  lA  +  mB  +  nC,  expressions 
dans  lesquelles  A,  B,  C  désignent  les  substances  mélangées, 
d,  e  ,fi  etc.  ,  les  proportions  dans  lesquelles  elles  entrent 
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dans  chaque  mélange.  Soit  pA  •■\-qB  '^  rC  le  nouveau  mé- 
lange à  composer  en  parties  des  trois  premiers.  Désignons 
par  x^y  yz\es  nombres  inconnus  de  parties  qu'il  faut  prendre 
des  trois  premiers  mélanges ,  pour  qu'il  en  résulte  celui  qu'on 
demande .  On  aura  donc 

dAx  +  eBx  +  fCx^ 

+  S'^yj^^^y  +  ^^y\  ^pA  +  gs  +  rc. .  ..(^m). 

+   lAz  '^mBz  +  nCz) 

Or  le  nombre  p  de  parties  de  la  substance  ^^par  exemple^ 
dans  le  mélange ,  ne  peut  Être  que  la  somme  des  nombres 
de  parties  de  la  même  substance ,  prises  dans  celles  dont  se 
compose  ce  mélange.  Donc  on  doit  égaler  de  part  et  d'autre, 
les  coeiGciens  de  A  ^  et  ^  par  la  même  raison  y  on  formera 
une  équation  entre  les  coefiiciens  de  B  et  une  entre  ceux  de  C* 
Ainsi  on  aura  ces  trois  équations  : 

^^  +  gy  +   ^2  =  P  , 

ex  '^  hy  -^  7nz  =  q  , 

fx  +  fty  +  'i^i  =  r. 

Supposons ,  pour  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  trois 
mélanges  de  métaux  en  fusion;  un  kilogramme  du  premier 
mélange  contient  la  parties  d'argent,  i  de  cuivre  ,  3  d'étain; 
un  kilogramme  du  second  contient  i  partie  d*argent  ,  la  de 
cuivre ,  et  3  d'étain  }  un  kilogramme  du  troisième  contient 
zéro  d'argent  ,  1 4  parties  de  cuivre  ,  2  d'étain.  Il  s*agit  avec 
ces  trois  mélanges  ,  d'en  former  un  nouveau  qui ,  sur  chaque 
kilogramme ,  contienne  4  parties  d'argent ,  9  de  cuivre  et  3 
d'étain;  on  a 

rf  =  la  ,     c  =     1   ,    /  =  3  ; 
g  =     1  ,     /f  =  12  ,    A  =  3; 

/=     o,     m  =   14  ,     7i=fl; 

'      p=4i?=9,     r  =  3; 
et  on  trouve  que  pour  chaque  kilogramme,  il  faut  prendra 
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s  8 

—  =  X  du  premier ,  —  =  j^  du  second ,  et  o  =  2  du  troi- 
sième ;  et  en  effet  ^  la  somme 

•  3         8 

— +  — -f.o=i«'. 
Il        11 

7^.  La  question  suivante  confirmera  les  remarques  faites 
(cbap.  14)  sur  les  solutions  négatives. 

Un  ouvrier  a  travaillé  12  jours  chez  un  particulier ,  et 
pendant  les  7  premiers  jouts  ,  il  a  été  secondé  par  sa  femme 
et  sonjils;  il  a  reçu  46  francs  ;  à  une  autre  époque  ,  il  a  ira^ 
vaille  chez  la  même  personne  8  autres  jours  ^  et  5  seulement 
avec  sa  femme  et  sonjils  }  il  a  touché  3o  francs.  On  rfe- 
mande  combien  t ouvrier  gagnait  par  jour  pour  sa  part ,  et 
combien  gagnaient  ensemble  la  femme  et  le  fils  ? 

En  désignant  par  x  le  gain  journalier  du   mari  ^   et  par 

y  celui  de  la  femme    et  du  fils  ^  on  est  conduit  aux  deux 

équations  ^  * 

iflx  -|-  7y  =  4r^\ 

.  8a:  +  5y  =  3o, 
qui  donnent 

a:  =  S-^'' ,    y  =  —  a/^ 

Il  s'agit  d'interpréter  la  solution  négative  j^.  On  considérera 
que  pour  a;  =:  5  ,  les  deux  équations  deviennent 

5  X  12  +  7y  =  46  )  (  Go  -i-  jy  =  ^6 

5  X    8  •+  5y  =  3o  J         l  40  4-  5y  =  3o, 

et  qu'il  est  absurde  de  supposer  qu'il  faille  ajouter  à  60  pour 
avoir  /fi  ^  et  à  4o  pour  avoir  3o  ;  d'où  il  résulte  que  les  mul- 
tiples 5  et  7  de  j^  doivent  être  retranchés  ,  ainsi  que  l'exige 
le  résultat  négatif  y  •=  —  2.  Si  Ton  introduit  y  sous  le 
signe  — -  dans  les  deux  équations  trouvées  ,  on  a  les  suivantes  : 

120?  —  7j^  =  46, 
8jc  —  5y  =  3o , 

<]ui  ne  correspondent  plus  à  la  question  et  qui  indiquent  une 
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rectification  dans  l'énoncé.  En  effet,  îl  est  impossible  qei 
Touvrier  gagne  pins  à  lui  seul  que  lorsqu'il  est  aidé  par  la 
femme  de  son  fils  ;  il  faut  que  ce  qui  est  considéré  comme 
un  gain  fait  par  ces  deux  individus ,  soit  une  dégpnse  â  la 
charge  de  rouvrier,  pour  nourriture  et  entretien  ;  ensortc  qy 
pour  s'énoncer  correctement ,  il  faut  dire  :  Un  ouvrier  a  tror 
i^aillé  12  jours  chez  un  particulier,  et  pendant  les  y  premien 
jours ,  il  a  eu  avec  lui  sa  femme  et  son  fils  qui  lui  occasion' 
naient  une  certaine  dépense  ;  il  a  reçu  46  francs  ;  à  une  autre 
époque ,  il  a  travaillé  chez  la  même  personne  8  autres  jours, 
ajant  avec  lui  pendant  cinq  jours  sa  femme  et  sonjik ,  à  la 
dépense  desquels  il  devait  encore  pourvoir.  On  demande  comr  \ 
bien  ^ouvrier  gagnait  par  jour ,  et  quelle  était  la  dépensé 
journalière  de  la  mère  et  du  fils  ?  Ainsi ,  pour  rétablir  nn 
énoncé ,  on  change,  dans  la  traduction  algébrique  immédiate  1 
le  signe  de  l'inconnue  dont  la  valeur  est  négative,  et  onri« 
forme  l'énoncé  d'après  la  traduction  ainsi  modifiée  (chap.  i4)> 

«258^  Passons  maintenant  à  la  discussion  des  racines,  et 
commençons  par  l'examen  de  celles-ci  : 

cV  —  ic'  ac'  —  ca' 

"^^  aV—hd''    y—  ay  —  ba" 

Dans  les  hypothèses 

az=ia[,     b'=zV ,     c=zc'y 
on  trouve 

o  o 

G       «^       o  ' 

c'est  p^r  ce  signe  -  que  se  manifeste  Tiadétermination  de  la  \ 

question ,  ainsi  qu'on  Ta  déjà  vu  eouvent.  En  effet ,  sous  ces 
d^u;c  hypothèses  les  deux  équations 

ax  -^-by  z=zc\     dx  +  i^  t=  ç' 

■<e.  réduisent  à  celle-ci  : 
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fini  admet  une  infinité  de  solations ,  ainsi  que  nous  l'ayons  déjà 
insinué  (24^). 

Réciproquement^  si  les  yaleurs  de  x  et  de  j'  se  présentent 


o 


sons  la  forme  - ,  la  question  est.  indéterminée.  En-  effet  »  on 

o 

a ,  dans  ce  cas ,  les  trois  équations 

cV — ic'cr=o  ,    ac'— c</  =  o,     ci'— 6a'=o, 

dont  l'une  quelconque  est  la  conséquence  des  deux  auti^; 

car  de  la  première  on  déduit 

,       cV 
c=^, 

valeur  qui^  substituée  dans  la  seconde  ^  donne  la  troisième 

■ 

aV  —  bd  =  o. 

Qu'on  prenne  dans  la  première  la  valeur  de  V^  et  qu'on  la  . 
reporte  dans  la  troisième ,  on  trouvera  la  seconde;  qu'on  prenne 
dans  la  seconde  a\  pour  en  substituer  la  valeur  dans  la  troi- 
sième, et  on  retombera  sur  la  première.  Cela  posé^  les  deiM: 
premières  de  ces  conditions  donnent 

,  / bcf         ,       ac'  ^ 

reportant  ces  valeurs  dans 

dx  +  Vy  =  c\ 

on  y  portera  en  même  temps  rhjrpothèse  de  l'indéterminav 
tion  des  racines ,  et  on  trouvera ,  après  les  réductions  y 

or  +  Ay  =  c  : 

les  deux  équations  se  réduisant  à  une  seule  ^  la  question  reste 
donc  indéterminée. 

.  Examinons  le  cas  de 

c  =  o ,    c'  =  o , 

c'est-à-dire  ^  celui  où  les  termes  connus  viennent  à  manquer; 
alors  les  deux  équations  sont  de  la  forme 
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et  il  est  visible  que  les  premiers  membres  deviennent  nuls 
par  a;  =  o ,  j'  =  o ,  conclusion  qui  résulte  d'ailleurs  de  ce  qae 
les  numérateurs  cb' —  bc* ,  ac' —  cc^  des  valeurs  générales  de 
X  et  ^  ^  sont  nuls  dans  les  hypothèses  ci-dessus. 

Mais  si  Ton  divise  les  deux  proposées  par  x ,  et  qu'on  pose 

y 

-^^zzp,  on  aura 

a  +  i/i  =  o  ,     a'  +  ft'/i  =r  o  : 

de  la  première  ,  on  déduit  p  =  —  t  ;  valeur  qui ,  substituée 
dans  la  seconde  ,  donne  cette  équation  de  condition 

ba*  —  ab'  =  o,    ou    ai'— -ia'==o, 

qui  est  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  x  et  y.  Donc 
si  les  nombres  c  et  c'  étant  nuls ,  les  nombres  a,  b ,  ci,V 
sont  tels  que  cette  dernière  relation  soit  satisfaite  ,  on  aiira 


a?  =  ^  ,     V=:  t 


=  ^>  y 


Pour  voir  comment  alors  se  modifient  les  deux  équations 
données  ,   qu'on   substitue   dans   afx  -f-  b'y  =  o ,  pour  a',  «i 

valeur  -7-  ,  déduite  de  ab^  —  ba  =  o  ,  cette  équation  devient 

la  première  ,  ensorte  que  les  deux  n'en  font  qu'une.  Noui 
remarquerons  encore  que,  dans  les  hypothèses  actuelles  ,  on  ne 
peut  déterminer  que  le  rapport  p ,  pour  lequel  on  trouve 

^ a a' 

x'"       b~~V  ' 

ensorte  qu'il  suffit  de  prendre  pour  x  et  y  les  mêmes  multiples 
des  deux  termes  des  fracti®ns  r ,  ou  ^7  simplifiées ,  ce  qui  ex- 
plique autrement  l'indéterminatiou  de  ces  inconnues. 
Il  peut  arriver  que  les  deux  équations 

ax-\*by7=2c  ^    a'x+  b'y  =  c' 
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.ioieDt  incompatibles  y  ou  qu'elles  expriment  deux  conditions 
contradictoires  ,  ce  qui  aurait  lieu  sous  ces  relations  : 

a'=2pa,    b'z=:pb^    c'^^qc) 

car  alors  les  proposées  deviennent 

ax  '\'  by=z  c  ,    pax  +pby  =  qc  : 

la  seconde  est  en  opposition  avec  la  première,  puisqu'elle 
exprime  une  égalité  entre  les  produits  de  deux  facteurs  égaux 
par  des  facteurs  inégaux.  L'introduction  de  ces  hypothèses  sur 
a\  b\  c'  dans  les  formules  des  racines,  donne 

c  (p — a)  c  {q — p) 

et  ici  ce  caractère  oo  se  produit  évidemment  comme  annonce 
d'une  contradiction  dans  les  termes  de  l'énoncé. 

Réciproquement  ^  lorsque  les  valeurs  de  x  et  y  sont  infi- 
nies^  les  deux  équations  sont  en  contradiction  :  on  a  pour 

exprimer  cette  circonstance , 

ab' 
cV  —  6a'  =  o  ,     d^où     a'  =  -r-  * 

b   ' 

et  substituant  pour  a!  cette  valeur  dans 

a'x-^-Vyzzzc', 

il  vient ^  après  la  multiplication  par  b, 

y  (  ax  -jj  by)  =  bc\ 

équation  en  contradiction  avec 

ax'\-  by  -=  c, 

puisqu'on  ne  suppose  pas  bc  =  Vc^  car  alors  ^  à  cause  de 
ai'  =  a!b  ,  on  aurait  la  conséquence  ac'  =  ac ,  et  de  ces  trois 
équations  résulteraient ,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus-, 

o  o 

07=-,    y=-, 

résultats  qui  ne  sont  pas  ceux  qu'on  a  supposés. 

Toutes  les  fois  donc  qu'un  problème  à  deux  inconnues  du 
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premier  degré ,  est  possible  ^  impossible  ou  indéterrhiné  ;  on 
est  conduit  à  des  valeurs  de  x  et  y  yjinies  ou  infinies  y  ou  dé 
la  forme  | ,  cest^-dire  indéterminées ,  et  la  réciproque  a  lieu, 

" D-M -R ^ 

Reprenons  ici  le  problème  des  couriers  ^  déjà  traité  (  apy) , 
~et  désignons  encore  par  a  l^intervalle  PD  entre  les  deux 
lieux  de  départ ,  par  x  et  y  les  distances  PR ,  DR  de  cha- 
cun de  ces  lieux  au  point  de  rencontre  R^  situé  au- delà ^ 
par  c  et  e?  les  nombres  de  kilomètres  que  parcourent  dans  nnt 
heure  le  premier  et  le*«econd  courier ,  et  enfin  par  h  le  nombre 
d'heures  dont  le  départ  du  premier  courier  ^  celui  qui  part  de 
'  D  y  précède  celui  du  second.  Lorsque  le  second  courier  par^- 
tira ,  le  premier  aura  fait  le  chemin  DM*,  or  les  chemins  P/î  et 
DR  étant  parcourus  avec  les  vitesses  d  et  t  dans  les  temps 

*p       «y         ■  s 

'  ^^  -^j  et  les    chemins   PR  et  MR  étant  parcourus  dans  le 
même  temps ,  on  aura^  i^.  cette  équation  entre  les  temps 

•j  =  *i— 6,     d'où     ex  —  dy  =  — cW; 
a       c  ^ 

â°.  cette   équation  entre  les  espaces 

X — y^^  o., 

.  Prenant  dans  la  seconde  une  valeur  de  y  pour  la  substituer 

dans  la  première  ,  pn  reviendrait  à  l'équation  trouvée  (207) 

d  (a-f-  ce) 

d —  c 

Pour  simplifier  la  discussion ,  soit  &=o  ,  et  on  aura 

X       y 

Ces  équations  ramenées  à  la  forme  ordinaire  ^  sont 

a:— ^r=a,     ex  —  rfy  =  o, 

desquelles  on  déduit    - 

da  ca    , 


I 
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X'bjrpotkèse  dz=zc  donne 

da  da 

«  =  — =00,     y= —  =  00. 

En  effet,  la  seconde  équation  qui  devient  alors 

a?— jf  =  o, 

est  en  contradiction  ayec  la  première.  Cependant  ces  deux 
valeurs  de  a;  et  y  ,  quoiquannonçant  une  impossibilité  ,  on 
plutôt  une  contradiction  dans  la  question ,  puisqu'alors  les 
couriersne  peuvent  se  rencontrer,  n'en  satisfont  pas  moins  aux 
équations;  en  eifet,  reportées  dans  celles-ci ,  elles  donnent 

Ctd  Qjd  m  m 

=a,    ou    ad''^€uLz=iay<^o ^ 

GO.' 

ad      ad  a       a 

od      od  0        0 

résultats  vrais.  D'ailleurs Téquation 

d        c 
devient 

^     y     A-  > 

substituant   cette  valeur  de  y  dans  x— j^=a,  et  divisant 

par  a; ,  on  trouve 

a 
1  —  1  =  -, 

X 

équation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  le  nombre  x  ou 
son  égal  y  surpasse  tout  nombre  donné. 

Lorsqu'on  a  en  même  temps  dz=ic  et  a  =  o  ;  alors 

X  • —  o  ,     y o  . 

Dans  ce  cas,  les  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule 
qui  est  ^ 

X — y  =  o. 

Cette  expression  |  veut  dire  ici  que  le  point  de  rencontre  est 


/* 
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à  une  distance  quelconque  du  point  de  départ;  et  en  effet ^ 
les  couriers  partent  ensemble ,  et  font  des  chemins  égaux  dans 
des  temps  égaux.  La  seule  hypothèse  a  =20  4onne  y  =  x ,  et 
change  la  seconde  équation  dans  celle-ci 

y  —y 

laquelle  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  qu'on  ait  <2  =  c  »  ce  qoi 
doit  être  pour  que   les  deux  couriers   arrivent   ensemble  i 
Textrémité  des  distances  x  ou  y ,  quelles  qu  elles  soient. 
Etendons  cette  discussion  aux  racines 


, 


_  db'c''—dc'b"+  cé[b"—bclc'^  bç'cP--cb'âr 
'^  —  ab'c"—  ac'b'+  cu'b-—  bt^c'^  bc'a"—  cb'a'  ' 

_  ad'c"—ac'dr+ca'dr—da'c''+dç'a'—cd'a' 
y  ~ a(/cf'—ac'b'+(^b'—ba'c''+,bc'a"—cb'a'  ' 


Jll 


_  ab'd!'—adfb''+da'b"—bdd'+bd'a"—db'd 
*  —  ab'c"—  ac'b"+  cafb"—  ba'c"+  bc'a"— cb'a"  ' 

•des  trois  équations 

fla:  +  iy  +  cz  =  d, 
CLX  +  Vy  +  c'z  =  d\ 
a"x  +  i'^y  +  c'^z  =  rf'; 

le  problème  peut  être  indéterminé  sous  un  très-grand  nombre 
d'hypothèses  faites  sur  les  valeurs  des  coefficiens.  On  peut 
supposer  Tune  quelconque  de  ces  relations  entre  les  co^- 

ciens 

!«>. . .  ,a  =  à:z=ia!\  bz=zV=  Vy  d=zd'=  rf'; 
a°. . .  .û" z=  a',  V  =  b\  c"  =  c',  d"=d'; 
3«. . .  ,0,"=  ad— a,  b"=zaV—b,  c"^ac'—c,d!'=aâ!'-'à„ 

etc. 

En  introduisant  l'une  quelconque  de  ces  hypothèses  dans  lei 
formules  ci-dessus ,  on  trouve  toujours 


;a. 


fc; 


•f 


o  .. o  ^ o 


le  premier  système  d'hypothèses  dit   que  les  trois  équations 
n'en  font  qu'une  j  le  second  exprime  que  la  troisième  éqaa- 
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tion  n'est  que  la  première  ^  et  le  troisième  annonce  que  la 
dernière  équation  est  une  combinaison  des  deux  autres. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  Ton  a  c/  =  o ,  cT  =o  , 
éC-=:o\  les  trois  équations  proposées  deviennent  alors  ,  en  let 

divisant  par  x  et  posant  ^=:p  ^--rzzq, 

a  -f-  ip  +  ^7  =  o  , 
a'  4-  Vp  +  c'^  ==  o, 
a"  j^  by^  c''q=  o. 

Les  deux  premières  suffisent  pour  déterminer  p  et  q ,  et  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  la  troisième^  doimera  une 
équation  de  condition  ,  c'est-à-dire  ,  une  relation  entre  les 
données  a,  b  ,c,a\  b\  c',  <f,  Vy  c" y  nécessaire  pour  que  les 
trois  équations  soient  satisfaites  autrement  que  par  les  valeurs 
a;=:o  ,j^=:o,  z  =  o  qui  les  vérifient.  Si  l'équation  de  condi- 
tion a  lieu ,  le  calcul  qui  n*aura  fait  trouver  des  valeurs  finies 

et  uniques   que  pour    les  rapports  ^'=.p  ^  -  =  </  des  trois 

inconnues ,  laisse  l'une  d'elles  entièrement  arbitraire  ,  ensorte 
que  la  question  est  susceptible  d'un  nombre  indéfini  de  solu- 
tions. Pour  prouver  qu'alors  Iqs  valeurs  des  inconnues  qui  se 
Nuisent  à  zéro,  en  faisant  dans  les  numérateurs  des  formules 
générales  >  cî=o,  d^  =zo  y  cTzzro,  sont  réelFement  de  la 
forme  | ,  il  faut  éliminer  p  et  q  entre  les  trois  équations  ci- 
«dessus;  les  deux  premières  donnent 

ac—^ca!  ha! — aV 

P  -  cb'—  bd  '     ^  "-  cV—bd  ' 

ces  valeurs  reportées  dans  la  troisième  y  la  changent  dans 
<îelle-ci  : 

aVc"—acV'>^dV—bc{c"+bc'd!—cVd'  =  o  5 
donc 


o  ^  o 


^ o   y     y  o  >      '*' ©• 


C'est  encore  ce  qu*on  trouverait  pour  les  valeurs  des  incon- 
tiues  j  si  Tune  des  équations  y  la  troisième  y  par  exemple  ^  était 
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comprise  dans  les  deux  premières ,  et  on  tomberait  dans  èf 
cas  par  les  hypothèses  d'=m(ir^md  ^  b"=mb'{-'mb\  c'^nnc-i-mét 
a  =:  nd  -f-'  nuT. 

Réciproquement ,  si  les  valeurs  des  incomnaes  se  présentent 
sous  la  forme  ~ ,  on  peut  en  conclure  avec  certitude  qn'ooi 
des  équations  est  comprise  dans  les  deux  autres  ^  et  ^e  par 
conséquent  le  problème  est  indéterminé.  Le  calcul  nécessaira 
pour  arriver  à  cette  conclusion  ,  étant  assez  long ,  nous  n  es 
indiquerons  que  les  principales  parties  ;  mais  en  fera  bien>  pour 
s'exercer ,  de  l'effectuer  en  entier. 

Nous  démontrerons  d'abprd  que  lune  quelconque  des  é< 
tiens  que  l'on  obtient ,  en  égalant  à  zéro  les  numérateurs  et  kf| 
dénominateurs  des  racines ,  est  comportée  par  les  trois  ant 
Par  exemple  ,  le  dénominateur  est  nul  de  lui-même ,  si  les  tw 
numérateurs  le  sont.  En  effet,  soient 

J'c''— c'i"=;aS  cb"—bc''=b\  b^—cV=â, 
c'd'—  a!c"=  a* ,  ac"—  cd'=  b\  cd—  ac=  c*, 
db"—Vd=za\     bd-^aV—b^    aV—bd=(P, 

où  les  chiffres  i  ,  2 ,  3  sont  des  indices  de  quantités  différcntei^ 
et  non  des  exposans  ;  les  trois  numérateurs  deviendront 

a'££+  b'd!  +  c'd"  =  G  ,     dd  +  b^d  +  c'd"  =  o , 

dd+bW+c'd'  z=,o. 

Si  l'on  prend  pour  inconnues  J,  d\  cf,  ces  quantités  anroni 
pour  valeurs  -°- ,  parce  qu'elles  ne  sont  pas  nulles  ,  et  le  déno- 
minateur sera 

a}b''c'^—dc'b^+c'a'¥—b'd'c^+  b'c^a?—  c'i^a^  =  0. 

Si  l'on  y  substitue  pour  a',  b\  c*,  a%  b^y  c*,  etc.  leurs  valeni 
ci-dessus ,  il  viendra ,  après  les  réductions ,  une  quantité  pri 
cisément  égale  au  quarré  de 

aVd'—ac'b"+  cdV—  bdc'+  bc'd—cVd'-, 

donc  ce  dénominateur  commun  est  nul  de  lui-même.  On  appl 
quera  la  même  démonstration  aux  autres  cas. 

Cela  posé ,  si  l'on  prend  dans  les  numérateurs  de»  vale* 
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àe  X ,  y ,  z  égalées  à  zéro ,  celles  de  a^,  b",  c"  pour  les  substi- 
tutions dans  la  troisième  équation 

a"x+by+c'z=(F, 

on  en  trouvera  une  qui  aura  lieu  d'elle-même  en  vertu  des 
deux  premières.  £n  effet ,  les  numérateurs  de  x  et  j^  égalés 
à  zéro^  donnent 

.      _  db'if  —  btrc'  +  bc'ie  —  cb'dT 
^  ~  dd—c^  • 

„  _  ac'd"  —  caH'  +  da'c"  —  ad!c" 
""  ~  de'  —  cd'      "^         • 

£n  substituant  ces  valeurs  dans  le  numérateur  de  z^  on  trouve 
une  équation  de  condition  qui  est  satisfaite  d'elle-même ,  puis- 
qu'elle devient  0=0.  En  mettant  pour  a'  et  b"  leurs  valeurs 
^lans  l'équation 

^I  vient  y  après  avoir  chassé  le  dénominateur  et  fait  la  ré- 
duction , 

de"  (  a'x  +Vy+c'z)  —  dlc"  (ax+  iy+cz)=:o, 
^*est-à-dire 

•près  avoir  remplacé  dx  -H  ^^  +  ^'*  P^^"  cf ,  et  ax  +  6y-4-  cz 
d.  Il  est  nécessaire  d'observer  ici  que  les  valeurs  précé- 
ntes  de  cC  et  b"  qui  réduisent  à  zéro  le  numérateur  <de  la 
'Valeur  de  z ,  rendent  nul  aussi  le  dénominateur  commun  des 
'ormules  des  racines  :  et  en  effet  »  s'il  n'en  était  pas  ainsi ,  on 

*^^rait 

^  d      êC      dp 

^  x=o,    j.  =  o    et    z=-=^=p7, 

^^^sorte  que  z. admettrait  trois  valeurs  ^  lorsque  chacune  des 
■filtres  inconnues  qui  dépend  de  z ,  n'en  aurait  qu'une.  Ainsi 
^«a  trois  racines  devenant  J,  l'une  des  troià  équations  est  com- 

rtée  par  les  deux  autres. 

Lorsque  les  équations  à  trois  inconnues  sont  en  contradiction, 
valeurs  des  inconnties  deviennent' infinies. 


h     4 


I 
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Soit  par  exemple  |  / 

d'=md,  b"=mb\  c'—mc',  ée—nd! , 
conditions  sous  lesquelles  la  troisième  équation  est  en  c 
tion  ayec  la  seconde.  La  substitution  de  ces  valeurs  r 
le  dénominateur  commun  à  zéro  ^  comme  il  est  aisé 
vérifier  ;  mais  le  numérateur  aura  toujours  une  valeur  1 
réelle  ;  donc  les  racines  auront  la  forme  >^  ou  oo. 

Réciproquement  si  les  racines  sont  infinies  ,  il  faut  ei 
dure  que  les  équations  sont  contradictoires. 

'  £u  effet ,  si  on  égale  le  dénominateur  à  zéro  ,  on  en  1 

„       c  J'c"—  ac'V + cdV  —  hdd' 

cb'—  bc' 

substituant  cette  valeur  dans  la  troisième  équation ,  on  1 
après  quelques  k'éductions , 

b'c"  (ax+cz)  —  c'b"  (ax+by)  +  cb"  (a'a:+ô'j^) 

—  bc"  (f/dofc'z)  —  cb'd"+bc'd"=:  o  : 
mais 

ax-\'dz:=zd  —  b'y  : 

si  on  effectue  ces  substitutions  ,  la  quantité  connue  se 
numérateur  de  xque  je  représente  par  N'y  les  termes af 
des  inconnues  sa  détruiront  d'eux-mêmes ,  et  par  consé 
on  aurait  iV  =  o ,  équation  impossible  ,  puisque  les  racine 
infinies  et  non  pas  de  la  forme  |  ;  la  troisième  équation  est 
incompatible  avec  les  deux  autres ,  puisqu'en  la  combînani 
celles-ci  et  la  relation  supposée  entre  les  coelficiens ,  c 
conduit  à  un  résultat  contraire  à  l'hypothèse. 

On  peut  étendre  les  considérations  que  l'on  vient  d'exp 
à  up  nombre  quelconque  d'équations ,  et  on  parviendra  à 
conclusion  générale  :  Lorsque  les  Tacines  des  équations  d 
mier  degré  ont  la  forme  ^  et  ~  ;  la  question  que  Von  se 
pose  de  résoudre  par  le  moyen  de  ces  équations  ,  est  indét 
née  ou  impossible ,  et  réciproquement. 

Pour  expliquer  ce  fait  analytique,  on  peut  remarque 
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.près  les  règles  relatives  à  la  résolutioa  des  équations ,  il  faut 
B  cette  résolution  fasse  connaître  toutes  les  valeurs  des  incon* 
es  propres  à  vérifier  les  équations  proposées.  Or  quand  un  pro- 
ime  est  indéterminé,  il  est  impossible  que  l'équation  finale  qui 
itient  la  dernière  inconnue  au  premier  degré  seulement,  donné 
ites  les  valeurs  différentes  dont  cette  inconnue  est  suscep- 
le  ;  d'ailleurs  il  est  absurde  de  supposer  qu'elle  donnera  Tune 
ces  valeurs  plutôt  que  toute  autre  ;  il  faut  donc  que  la  valeur 
Tinconnue  soit  telle  qu'elle  n'implique  pas  contradiction 
ic  l'énoncé ,  'et  c'est  ce  qui  arrive  en  eifet  lorsque  le  calcul 
lue  pour  résultat  f .  De  plus ,,  on  ne  peut  obtenir  une  ex- 
ssion  semblable  que  dans  ce  cas,  comme  la  démonstration 
la  proposition  réciproque  le  prouve  complètement. 
Ltorsque  les  éqnations  expriment  des  conditions  contradic- 
res  ,  aucune  valeur  finie  ,  quelle  qu'elle  soit ,  ne  peut  les 
ifier  ;  aussi  l'algèbre  ,  en  donnant  alors  pour  les  inconnues 
i  valeurs  infinies  ,  indique  clairement  qu'il  n'existe   pas  de 
libres  qui ,  substitués  a  la  fois  dans  les  équations ,  à  la  place 
(  inconnues,  puissent  y  satisfaire  ;  car  l'infini  est  une  limita 
i  surpasse  toute  quantité  assignable. 


/ 


luer  un  certain  nombre  d'inconnues  au  moyen  du 
Dombre  d'équations.  Mais  lorsque  la  question  ne  fou 
autant  d'équations  que  d'inconnues ,  il  y  a  de  ces  in 
dont  on  peut  disposer  arbitrairement.  Ces  sortes  de  q 
sont  dites  indéterminées ,  parce  qu  elles  admettent  un 
indéfini  de  solutions  (24^). 

Cependant^  comrne  d'un  autre  côté  on  Sjoute  ordina 
la  condition  que  les  nombres  cherchés  doivent  être 
et  même  positifs  ,  le  nombre  des  solutions  possibles  8< 
réduit ,  de  sorte  que  souvent  il  n'y  en  a  que  très-peu , 
quelquefois  même  le  problème  n'en  admet  pas.  Cetti 
de  l'analyse  exige  des  artifices  particuliers  de  calcul  ^ 
à  exercer  la  sagacité  des  commençans.  Mais  ici  no 
en  tiendrons  va  la  partie  élémentaire  de  cette  théorii 
réservant  de  revenir  sur  cette  matière  dans  la  seconde 
de  ce  Traité. 

Nous  commencerons  par  cette  question  bien  facile  : 
deux  nombres  entiers  et  positifs  dont  la  somme  fasse  1 

Indiquant  l'un  de  ces  nombres  par  x  et  l'autre  par  jr, 
pour  traduction 

a;+j^=io,    d'où    x=iô— j^. 

D'après  la  restriction  énoncée  ,  on  ne  peut  prendre 
que  la  suite  des  nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à  9 
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Or  les  cinq  dernières  de  ces  neuf  solutions ,  étant  les  mêmes 
que  les  cinq  premières ,  la  question  n*admet  véritablement 
que  six  solutions  différentes  en  nombres  entiers. 

1256.  Supposons  qu*on  ait  pour  traduction  d*une  question , 

réquation 

x  =  by  +  c: 

dans  laquelle  6  et  c  sont  des  nombres  entiers  positifs  :  tout 
nombre  entier  et  positif  pris  pour  y  ,  donnera  pour  x  un 
l^nombre  entier  et  positif  tandis  que  pour  Téquation 

a?=— Ay  +  c, 

m  ne  IVouvera  pour  x  de -valeurs  positives  qu'autant  qu'on 
rendra  nour  y  des   nombres  positifs  tels  qvi*on  ait  by  ^c, 
L'équ  *on  proposée  étant 

I  x=—by—c, 

»il  sera  impossible  de  satisfaire  à  la  condition  énoncée. 


I 


aSj,  Soit  réquation  la  plus  générale 

^  ûo:  =  iy  -J-  c ,  ' 

T'dans  laquelle  a,b  et  c  sont  des  nombres  entiers  :  nousdémon- 
tirerons  d'abord  que  si  les  nombres  a  et  &  admettent  un  com- 
^muQ  diviseur  qui  ne  divise  pas  c ,  la  proposée  ne  pourra  être 
^  satisfaite  par  des  nombres  entiers  écrits  pour  x  et  y.  En 
effet)  ce  commun  diviseur  supposé  entre  a  et  Â  étanti£^  et  les 
1   quotiens  de  a  et  de  6  par  d^  étant  a!  et  b' ^  Téquation  deviendra 

.    ,     •  a'x  =  Vy  -f-  -^: 

.   or  cif  V y  X  ety  étant  des  nombres  entiers  ,  il  n'est  pas  pos- 

g  lible  que  cette  équation  existe ,  tant  que  -^  sera  une  fraction  -, 

^  donc  d  doit  encore  diviser  c.  Nous  supposerons  donc  toujours 
^  les  nombres  a  et  b  premiers  entre  eux. 
i     £oit  Q'^b',  on  déduit  de  la  proposée 

'    iy  4-  c 
a 

i6 
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et  on  ne  découvre  plus  aussi  facilement  que  dans  le  cas  oi 
le  coelHcient  de  x  est  i*unité^  les  solutions  en  nombres  entien 
et  positifs  ;  mais  on  peut  démontrer  ,  à  priori ,  l'exiâtence  d'm 
tel  système  de  solutions.  A  cet  effet ,  les  nombres  a ,  i  et  ( 
étant  entiers  et  positifs  y  et  a  et  b  premiers  entre  eux  ^  qn*o& 
divise  c-j-by ,  par  a,  dans  les  hypothèses  successives  y  =^0, 
=  1  ,  =a  ,  =  3,  etc.  jusqu'à  a —  i ,  et  on  aura  des  restes  ei 
nombre  a ,  tous  différens  entre  eux ,  et  dont  chacun  est  plni 
petit  que  a;  car  si  de.ux  valeurs  dey,  telles  que  y\y'  donnaient 
le  même  reste  ,  on  aurait 

q  et  q'  étant  des  quotiens  ;  donc  la  différence  J^y— y')[ 
devrait  être  divisible  par  a ,  ce  qui  ne  se  peut ,  parce  que  a  et\ 
premier  avec  b,  et.  que  ch^un  des  nombres  y  et^  estmoiodiij 
que  a  (107).  Donc  puisque  ces  restes  doivent  être  ennombifj 
a,  entiers,  différens  entre  eux  et  plus  petits  que  a^ils  ne  peni 
être  queo,  1,  2, 3. ...a — 1  ;  donc  l'un  d'eux  sera  nul ,  c'est-à-dinj 
qu'il  y  aura  une  valeur  de^  entière  et  positive  ,  pour  Iaqaelb| 
c  -jr  by  sera  exactement  divisible  par  a  ,  et  le  quotient  seul 
la  valeur  correspondante  de  x,  ensorte  que  ces  nombresyet; 
X  satisferont  à  l'équation 

ax  =  Jy  +  c  : 
l'un  d'eux ,  y ,  sera  compris  entre  les  limites  o  et  a  ,  et  Taqtre» 

X ,  entre  les  limites  -  et  i  +  -.   On    fera  bien    d'examiner 

a  a 

cette  démonstration  ,  en  ayant  égard  à  toutes  les  combinaisoBi 

de  signes  des  nombres  a ,  b  et  c. 

258.  Faisons  connaître  l'esprit  de  la  méthode  générale  sur 

'  un  exemple  particulier. 

Soit  i'èquation 

i7a;=23y  +  i9, 
d'où  l'on  déduira 

a3y4-  19  ,       t  ^y  +  ^  ^ 
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on  devra  avoir ,  d*aprè$  la  Restriction  énoncée  par  rapport  aux 
nombres  x  et  y,  -^ nombre  entier;  ainsi  nous  poserons 

■     ^     =^Ef    doù    yx=-i--j =:aJS;+--^ — . 

17  "^  b  o 

Pareillement  — -^ —  doit  être  un  nombre  entier  ;  ainsi  nous 

o 

aurons 

'-^  =  ^.  d'où  £:  =  ^=x£'+^. 

O  0.5 

De  même  — ^ —  devant  être  un  nombre  entier  ,  nous  écrironi 

^±1—E\    d'où     £;'  =  5£"— a: 

de  là  cette  suite  d'équations 

er=5iSÏ'-.a  -j        ,  (£'=    5£r— a 

*jr  O-  /?"  /     résultent    <       t?ii       a 

.         I     «r  V  les  valeurs  1  ^  '„  ^-       -.    . 

«=jf+i+J5:j  V.a;=5  aS^;"— •  8  +  1 . 

tl  sera  facile  de  voir  qu'en  prenant  pour  E'^  des  nombres 
entiers  et  positifs ,  à  partir  de  Tunité  ^  on  aura  toujours  pour 
"x^  et  pour  y  des  nombres  entiers  et  positifs.  Nous  avons  ré- 
solu l'équation  par  rapport  à  celle  des  deux  inconnues  qui  est 
affectée  du  plus  petit  coefficient^  afin  de  rendre  la  première 
division  possible.  Si  on  avait  dégagé^  ^  on  aurait  eu 

"  a3  ' 

C  désignant  un  nombre  entier  :  de  là  on  déduit 

a5£:+i9 

U#  — —    ————— 

It  conséquemment  on  aurait  fait  une  opération  de  tropf,' 


«  % 
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1253.  Généralisons  et  traitons  Téquatioa 

^ iy  +  c 


a 


le  nombre  a  étant  <r  ^  >  et  a  et  6  étant  des  nombres  premien 
entre  eux.  On  aura  d*abord  ,  en  divisant  6  et  c  par  a ,  déâ" 
gnant  les  qnotiens  par  ^  et  Q ,  et  les  restes  par  r  et  72, 

Il  faudra  donc  que  ^ soit  un  nombre  entier  E ,  c'est- 
à-dire  qu'on  ait  * 

a  il  ''  r 

— j: —  )  ^  ^'^  <  — '^ —  =  9  ^  H p — 

— p —  \         I  — P^ —  =  9^£  +  ▼— jpr— 

etc.       y  \  etc.  , 

D*abord  on  divise  h  par  a  ,  puis  le  diviseur  a  par  le  premier 
reste  r ,  puis  ce  reste  par  le  second  reste  /,  puis  /  par  le  troi- 
sième reste  r",  et  ainsi  de  suite ,  et  l'opération  s'arrête  lors- 
qu'on parvient  à  un  reste  égal  à  Tunité ,  parce  qu'ayant ,  par 
exemple,  ï^=  1 ,  de 

— -f — —P-  > 

on  déduit 

C'est  ce  qui  arrive  toujours  lorsque  a  et  6  sont  des  nombres  pre- 
miers entre  eux  )  car  alors  la  fraction  t  est  irréductible ,  et  en 

opérant  sur  les  deux  termes ,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
dire  ,  on  parvient  à  un  plus  grand  commun  diviseur  qui  tl^ 
l'unité  (82)  )  on  a  donc 
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et  on  trouve  y  après  avoir  réduit  au  moyeu  de  ces  égalités, 
£"=  i^E'  ^  R  \  r 

E  =  tET  +  g-  \  en  posant  s  g  =  <ff  +  ^ 

y=aE'  +  h  l  I  h  =  q'g+f 

X  =  bET  +  k  +  Q)  l  k  =  qh  +  g. 

De  ces  difTérentes  équations  résulte  la  pratique  suivante , 
pour  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  toute  équation 
numérique  de  la  forme  générale 


X 

a 


1^  Divisez  le  terme  tout  connu  c  par  le  dénominateur  a  , 
tenez  note  du  quotient  entier  Q  et  du  reste  R. 

a®.  Traitez  la  fraction  -  par  la  méthode  qui  sert  à  trouver 

le  plus  grand  commun  diviseur  -,  et  tenez  note  des  quotiens  suc- 
cessifs q ,  9',  ç",  q",  etc. ,  jusqu'à  Tavant-dernier, 

3°.  Au  moyen  de  ces  quotiens  et  du  reste  unique  R  de 
-,  formez  les  résultats  suivans ,  i®.  /î;a°.  /l<3f*=/,  c'est-à- 
dire  ,  le  reste  R  multiplié  par  l'avant  -  dernier  quotient  ; 
3**.  fq"  +  /î  =  g  ,  c'est-à-dire  le  résultat  précédent  f  mul- 
tiplié par  le  quotient  suivant  ,  en  revenant  vers  le  premier, 
plus  le  reste  R;  4°.  g(f^  ^f=  A,  ou  le  résultat  précédent  g- 
multiplié  par  le  quotient  suivant ,  plus  le  résultat  antépénul- 
tième ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  vous  ayiez  employé 
le  premier  quotient  q. 

4".  Prenez  pour  l'inconnue  j^  du  second  membre,  un  entier 
arbitraire  multiplié  par  1% dénominateur  a  de  l'équation ,  plus 
l'avant  -  dernier  résultat  h  avec  le  même  signe  que  le  term« 
tout  connu  c  ,  ou  le  signe  contraire  ,  suivant  que  le  nombre 
des  quotiens  jusqu'au  dernier  ,  sera  impair  ou  pair  :  prenez 
pour  l'inconnue  x  du  premier  membre ,  le  même  entier  ar- 
bitraire multiplié  par  le  coel&cient  b  de  l'autre  inconnue  j' , 


«46  ë  L   É  M  E   N   s 

plus  le  dernier  résultat  k  avec  le  même  signe  que  le  préc»- 

c 
dent ,  plus  le  quotient  Q  de  -  avec  le  signe  de  c.  On  recon- 

ex 

naîtra  la  vérité  de  cette  règle ,  en  formant  les  valeurs  déve- 
loppées de  j;  et  de  j^  ^  dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de 
distinguer. 

5**.  Supposez  pour  le  nombre  entier  arbitraire  ,  la  moindre 
valeur  possible  dans  x  eiy  ^  et  vérifiez  ces  premières  valeurs. 
Pour  en  trouver  d'autres  ,  augmentez  successivement  cette 
première  plus  petite  valeur  d'une  unité , j)u  plus  simplement , 
augmentez^  de  a,  et  a:  de  &  ,  et  vous  aurez  des  valeurs  en 
progressions  arithmétiques  croissantes ,  Tune  par  a  et  l'autre 
par  b ,  depuis  les  moindres  valeurs. 

Appliquons  ces  préceptes  à  Téquation  particulière  traitée 
précédemment 

Je  divise  19  par  17 ,  et  j'ai  pour  quotient  entier  1  =  Ç, 
et  pour  reste  a  =  /J  ;  je  cherche  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun de  la  fraction  ff ,  et  j*ai  pour  quotiens  successifs  1 1 
2  ,  1 ,   5  ;  je  forme  les  résultats  suivans  : 


1". 


2; 


..2X1  =  2; 

..2  X  3  +  2  =  65 
.  .G  X  1  +  a  =  8. 


Je  prends  pour  y  et  x  les  valeurs 

;j^=  17^—6,     ce  =r  23^— 8  +  1  —  sSiE— r7 , 

les  nombres  6  et  8  ayant  le  signe  —  ,  parce  que  le  nombre  des 
quotiens  est  pair.  .     » 

Pour  trouver  les  moindres  valeurs  de  ^  et  a; ,  je  fais,  dam  1 
ce  cas  jB=  1  ,  et  j*ai 

y  =  ly  —  6=11,     x==23 — 7=iG, 

nombres  entiers  et  positifs.  Après  avoir  vérifié  ces  valeurs,  je 
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E^s  cràtre  xdenS  ety  de  17  indéfiniment  y  et  j*ai  autant  de 
solutions  en  nombres  entiers  et  positifs. 

a6o.  On  fera,  les  remarques  suivantes  :  i**.  Si  le  terme  tout 
sonna  c  est  plus  petit  que  le.dénominateur  a^Ie  reste  R  doit  être 
remplacé  par  ce  nombre  c.  a°.  Si  le  nombre  c  est  exactement  di- 
visible par  a ,  le  reste  il  =  0,  et  il  est  inutile  d'opérer  ainsi  qu'on 

L'a  dit  sur  la  fraction  -,  puisqu'alors 

/=o,    g=o,    A=o,    k  =  o, 
st  conséquemment 

5^.  Si  les  nombres  a  et  6  ont  un  commun  diviseur,  il  faut  qu'il 

divise  aussi  le  terme  tout  connu  c,  et  par  conséquent  le  reste /2; 

autrement  l'équation 

a  j:  =  fty  zh  c 

est  impossible  en  nombres  entiers,  comme  on  l'a  vu  (267). 

£n  divisant  chaque  terme  par  ce  diviseur  commun ,  l'équation 

devient  ' 

f^x=Vy±.e,     d'où     a:  =  ^^2L^-£, 

qni  est  d^s  le  cas  ci-dessus.  Mais  on  doit  observer  qu'il  sera 
inutile  de  chercher  de  nouveau  les  quotiens  successifs  de  la 

fi'action  -7  parce  qu'ils  seraient  les  mêmes  que  ceux  de  -  ;  il 

Suffira  donc,  en  ce  cas  ,  de  diviser  a,  &  et  /l  par  le  diviseur  coiii- 
ïïuii  trouvé  ,  et  d'employer,  au  lieu  de  ces  trois  quantités,  les 
^uotiens  a',  h\  et  K'^  ^.  si  l'inconnue  du  second  membre 
^^t  négative ,  comme  il  arrive  dans  l'équation 

—  iyzhc 
a 

fSi  la  rendrait  positive  en  changeant  tous  les  signes  ,  et  on 
«Qiirait  à»  traiter  par  la  méthode  ci-dessus  ,  l'équation 

—  j.—  — — —  , 
a 

sauf  à  changer  à  la  fin  le  signe  de  la  valeur  de  or. 
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261.  Nous  appliquerons  les  principes  précédeos  à  la  réso^ 
lution  de  quelques  questions. 

1^.  On  demande  de  combien.de  manières  on  peut  faire 
équilibre  à  un  poids  de  a54  kilogrammes  ,  en  mettant  dam 
Vautre  bassin  de  la  balance ,  des  poids  de  11  et  de  S  kil(h 
grammes. 

Représentant  par  x  le  nombre  des  poids  de  1 1  kilogrammes, 
et  par^  celui  des  poids  de  5 ,  on  aura  pour  équation 

iix  +  5y  =  254, 

d»  %  "^ 

ou 

y  =         ^ . 

Conformément  à  la  remarque  jf*'  >  je  change  les  signes,  et  j*ai 

lia:  —  254 

-y= — 5 — ; 

comme  cet  exemple  est  simple,  on  le  traitera  par  la  méthode 
ordinaire  ,  c'est-à-dire  par  celle  qui  a  d*abord  été  exposée  sur 
un  exemple  particulier ,  et  on  trouvera 


i7  =  5£:  +  4,     —  J=  11^  +  8— 5o, 


ou 


jr  =  5o  —  8  —  11^  =42 —  11^- 

Pour  avoir  la  moindre  valeur  de  x  et  la  plus  grande  de  y , 
je  fais  E=:o,  et  je  trouvé 

X  augmente  ensuite  de  5,  et  j'  diminue  de  11.  On  aura  donc 
ces  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs , 

j:=4,     =    9,=i4,=z=i3, 
'j^  =  42  ,    =  3i  ,     =  20  ,    te     9. 

a*.  Un  avare  possède  plusieurs  sacs  de  1200  francs  chacun: 
en  les  comptant  une  première  fois  trois  par  trois  ,  il  n'en  trouvé 
aucun  de  reste;  une  seconde  fois  il  les  compte  sept  à  sept ,  et 
il  nen  reste  quun;  les  comptant  une  dernière  fois  de  dix  en 
dix ,  il  en  reste  six.  On  demande  combien  l'avare  possédait  de 
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sacs^  sachant  d'ailleurs  quil  en  avait  plus  de  cent ,  mais  moins 
de  trois  cents  ? 

Si  Ton  désigqp  parx  le  nombre  inconnu  de  sacs, il  résulte 
des  conditions  de  la  question ,  que  = , et ,  ou  bien 

que  ^ —  ,  — ^i ,  — ^ doivent  être  des  nombres 

210  aïo  2lO 

entiers  positifs ,  ensorte  que  toute  combinaison  de  ces  nombres 
par  voie  d'addition  ou  de  soustraction  ,  doit  être  aussi  un  nom- 
bre entier  positif  que  nous  désignerons  toujours  par  E  )  nou» 
choisirons  la  plus  favorable  ,  savoir  :  ^ 

^__7ox— [3o(x— i)  +  2i  (x— 6)] 

210  ' 

parce  qu'elle  donne  pour  x  un  coefficient  19  qui  est  11  lois 
dans  210  avec  le  reste  1 ,  ensorte  que  Topération  est  bientôt 
terminée.  On  déduit  de  là 

19 
Faisant 

19 
il  viendra 

J5:=i9^'+4; 
donc  , 

X  =  2 1  oE'  -f-  36. 
Mais  X  doit  être  >•  100  et  <[3oo  ;  donc 

aioJSr  +  3S>  100,    d'où    E'^^,    ou    £'>o 

'^  210  ^ 

aio£r  +  3S<3oo,    d'où    je:'<?^,     ou    £r<3. 

210 

Ainsi  on  ne  pourra  faire  que  la  seule  hypothèse  £  =  i  , 
laquelle  conduit  à 

x  =  2io-(-36=  246  , 

« 

nombre  de  sacs  possédés  par  l'avare. 


La 


12 
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â6a.  A  la  théorie  précédente  se  rapporte  encore  ]a  règle  d*al- 
liage  dont  le  but  est  la  solution  de  ce  problème  général  :  Etan' 
donnés  les  prix  respectifs  a ,  b,  c,  d,  etc.  d'unités  de  plusieurs 
espèces  différentes,  le  nombre  total  n  des  unités  qui  doiveiU 
composer  un  mélange ,  et  le  prix  moyen  m  d'une  de  ces  unités  i 
déterminer  le  nombre  des  unités  x ,  y ,  z ,  u  ,  etc,  que  F  on  doit 
prendre  de  chaque  espèce. 

L'énoncé  fournit  immédiatement  ce^  deux  équations  : 

1® a7  +  j^-f"*+^"f"  ®*^'  ^^=  ^ » 

2° ajc  -f-  by+cz-^-du^  etc.  =  mn  :  9*^ 

éliminant  x ,  c'est-à-dire  ,  tirant  une  valeur  de  x  de  la  pre 
mière  équation ,  et  la  substituant  dans  la  seconde  ^  on  trouve 

(a — b)y  +  (û — c)  z  +  (a — d)  u  -f-  etc.  =  n  (à — m). 
Si  de  cette  équation  on  déduit  y ,  par  exemple  ,  on  aura 

n  (a — m)  —  (a— c)  z  —  (û — d)  u  —  etc 

y  = 7 . 

•^  a  —  0 

Cette  équation  est  aisée  à  former  dans  tous  les  cas  partico* 
Jiers  :  à  cet  effet,  a,  6  ,  ^,  ^  ,  etc.  étant  les  prix  respectif» 
par  ordre  de  grandeur  ,  prenez  toutes  les  différences  du  prix 
le  plus  élevé  a  au  prix  moyen  met  aux  autres  prixZ>,  c,  d,  etc.; 
multJ})liez  la  première  différence  par  le  nombre  total  n  dei 
unités  qui  doivent  composer  le  mélange  ;  et  vous  aurez  le 
terme  tout  connu  de  l'équation  qui  doit  donner  la  deuxième 
inconnue^.  La  seconde  différence  a — b  sera  le  dénomina- 
teur, et  les  autres  a  —  c,  a  —  d,  etc.  avec  le  signe  —  ,  seront 
les  coelliciens  des  autres  inconnues  z,  u,  etc.  qui  doivent  suifTi 
le  terme  tout  connu  dans  le  numérateur. 

Cette  question  sera  déterminée  ,  si  le  problème  ne  renferme 
que  deux  inconnues  x  et  y  ',  elle  sera  indéterminée  s'il  es 
renferme  trois,  et  un  plus  grand  nombre.  La  valeur  deb 
première  inconnue  sera  donnée  par 

,       a;=:7i— (^  +  z -{- u+ etc.  )• 


> 
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Koas  ferons  une  application.  On  a  de  tor  nux  titres  sui^ 
fans  .'  goS  millièmes  ,  906  et  8gg.  Combien  faut-il  prendre 
le  grammes  de  chaque  titre  pour  composer  un  mélange  de 
000  grammes  au  titre  moyen  de  900  millièmes ^  qui  est  celui 
le  nos  màanaies  ? 

II  faut  entendre  par  cet  énoncé,  que  sur  icoo  parties  dans 
esquelles  on  suppose  divisé  un  gramme  de  chacune  de  ces 
espèces  d'or  ^  la  première  espèce  contient  seulement  gaS  par- 
ies d'or  pur,  la  seconde  906  ^  et  la  troisième  89a.  Qu'on  prenne 
lonc  X  grammes  de  la  première  espèce  ^  y  de  la  seconde  ^  et  s 
le  la  troisième,  et  on  aura  cette  équation 

X  +^  4"  *  =  1000  gram. 

Aais  d'ailleurs  puisqu'un  gramme  de  la  première  espèce  con- 
ient  9^3  parties  d'or^  les  a;  grammes  en  contiendront  ^q3x  , 
)oSy  et  8932^  seront  les  nombres  de  parties  d'or  de  ^  et  z 
grammes  des  deux  autres  espèces.  Or  cette  masse  gaSx+goGy 
f*  8922  doit  peser  1 000  grammes  dont  chacun  renferme  900 
^^ties  d'or  fin  ^  on  aura  donc  cette  seconde  équation 

933a:+9oSy-f- 8905  =  900  X  1000  • 
a  première  donne 

X  =  1000  —  (>^+2i) 

•€tte  valeur  de  x  substituée  dans  la  seconde ,  la  transforma 
Uns  celle-ci 

^3ooo  —  3i  2  3iz  —  a3ooo 

y=:  OU      — y=  1 

•^  17  -^  IJ 

^'application  de  la  méthode  conduit  à 
=  17^—96 ,    ^y  =  3i£:—  176  — i352=3ijE:  —  i5a8  , 

^. 

y=  iSaS— 3i^. 

Pour  obtenir  la  plus  petite  valeur  de  y  ,  je  pose 

i5a8— 3i£=o,    d'où    £  =  ^  =  49, 
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avec  un  reste  9.  Donc  si  je  prends  E  =  49  *  j'aurai 
^=  iSaS  — 3i  .49=19,    «=  17  .  49  —  96  =  737, 

et  . 

X  =  1000  —  746  =  254. 

Après  avoir  vérifié  ces  premières  valeurs ,  je  diminue  suc 
cessivement  E  d'une  unité ,  ce  qui  augmente^  de  3i ,  dimioo 
«  de  17  ,  et  07  de  3i  —  17*  ou  de  14.  On  a  donc  les  résultai 
iuivans  pour 

E  =2    49,     =    48,     =    47, =    5i 

y=     9>    =  4o>    =   71  > =  % 

2  =  737,     =  7aQ,     =703, =  43i 

X  =  a54,     =  240,     =  226, =     2 

Somme  =1000,     =1000,     =iopo, =1000. 

Pour  connaître  le  nombre  total  des  solutions,  je  divise  i 
première  valeur  de  x,  qui  est  254,  P^^  ^^  diminution  i4it 
j'ai  le  quotient  18  avec  le  reste  2  ;  ce  qui  indique  1 8  autres  aoh 
tions  ,  et  19  en  total. 

263.  Lorsque  l'on  a  à  résoudre  une  équation  de  cette  fornu 

ax  —  by=zzt.c, 

ttf  b,  c  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs ,  il  suffit 
comme  on  Ta  déjà  vu ,  de  connaître  une  première  solutioi 
pour  découvrir  toutes  les  autres.  Supposons ,  pour  démontrei 
la  chose  généralement,  que  Ton  sache  que  les  valeurs 

x=:p,    y  =  q 
satisfont  ensemble  à  la  proposée  :  on   aura  donc 

ap —  bq  =:±  c , 
et  conséquemment 

ax—by  =  ap  —  bq,     d'où     ^^  =  - (0» 

la  fraction  -  étant  supposée  réduite  à  ses  moindres  tcrae 

OrTéquation  (1)  permet  de  supposer  en  général  (109) 

X — pz:=,mb,    y-^q=:mc. 
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z  étant  un  nombre  quelconque  entier.  De  sorte  qu'on  aura 
;énéralement 

En  effet ,  la  substitution  de  ces  valeurs  pour  a;  et  ^  dans  |Ia 
>roposée  qui  équivaut  à  celle-ci 

XLT  =  iy  dz  c , 
Sonne 

ap  +  amb  =  6q  +  bma± c  , 

égalité  qui  se  réduit  à 

amb  =  amb , 
en  observant  que 

apz=ibq  ±  c. 

Dans  le  cas  où  le  problème  est  indéterminé ,  Téquation  finale 
renferme  au  moins  trois  inconnues  x ,  y  et  z  ^  et  alors  elle 
est  de  la  forme  * 

by+c^+d^ 

a 
dans  ce  cas ,  on  suppose  a  =  i  ,  ce  qui  la  change  en 

X- . 

et  on  cherche  toutes  les  solutions  possibles,  puis  z  =;:  a  ,  et  om 
traite  Téquation 

iy+(2c4-fO 

^  — Z  * 

a 

^t  ainsi  de  suite  pour  chaque  hypothèse  faite  sur  2. 
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CHAPITRE  XIX. 

Résolution  des  équations  du  second  degt^  à  w 

inconnue, 

a64'  XJES  questions  de  ce  genre ,  trouver  un  nombre  tel 
son  carré  soit  un  nombre  donné  y  ont  conduit  aux  équs 
du  second  degré  :  on  appelle  ainsi  les  équations  dans  lesqi 
l'incônnue'est  élevéeàla  seconde  puissance  (ao4).  En  effet 
énoncé  a  pour  traduction 

X  étant  le  nombre  inconnu ,  et  n  le  nombre  donné.  Ces  é 
tions  peuvent  d'ailleurs  renfermer  des  termes  de  prei 
puissance  de  l'inconnue;  ensorte  qu'outre  le  carré  de  l 
les  caractérise  équations  du  second  degré  ,  on  y  trouve  < 
du  premier  degré.  La  plus  simple  des  équations  de  ce  < 
est  donc 

la  valeur  de  x  s'obtient  par  rextraction  de  la  racine  carr 
nombre  n;  cette  valeur  est  double  ,  car  on  a  (119  ^  i36) 

xz=±  ^n; 
et  en  effet. 

C'est  ce  dont  on  peut  rendre  raison  d*une  autre  manier 
observant  que 

x^—nz=z{x+\/n)  {x—\/n)  =  o  y 

et  qu'un  produit  de  deux  facteurs  devient  nul  par  Téga 
zéro  de  chacun  de  ces  facteurs  ,  lorsqu'il  ny  a  aucune 
triction  dans  l'égalité  à  zéro  de  ce  produit.  On  a  donc 

«=— V/«,     x^+\/n,     ou    x:^à=.\/n. 
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On  voit  que  le  double  signe  est  donné  par  les  deux  solutions 
que  comporte  Téquation  proposée. 

265.  On   pourrait  penser  que   lorsqu'ayant  une   équation 

telle  que 

x*  =  /i, 

on  extrait  la  racine  carrée  de  part  et  d'autre  ,  pour  en  revenir  à 

a:  =  V/n  ,       • 

il  ne  suffit  pas  d'affecter  le  second  membre  du  double  signe 
•4-  et  — y  ainsi  que  nousTavons  prescrit,  mais  qu'il  faut  écriie 
aussi  ce  double  signe  en  avant  du  premier  membre  ;  qu'ainsi  on 
doit  avoir 

Or  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aurait  par  là  ces  quatre  combinai-* 

sons  • 

-}-  j;  =  -f-   ^//i  ,     +  ^  =  "^  V^'*  » 
—  x  =  —  ^71  ,     — .  a:  ==  +  V^/i , 

dont  les  deux  inférieures ,  après  avoir  changé  les  signes  des 
deux  inembres  >  rentrent  dans  les  deux  supérieures.  On  voit 
par  là  que  les  écjfiiations  du  second  degré  ont  un  caractère 
très-distioct  de  celui  des  équations  du  premier ,  qui  ne  com- 
•  portent  qu'une  racine  ,  oti  pour  lesquelles  l'inconnue  n'admet 
qu'une  valeur. 

Si66.  L'équation  qui  se  présente  la  seconde  dans  l'ordre  d« 
la  complication^  est 

aî*  +  P^  =  ô,     ou    a:(a:+p)  =  o, 

/>   étant  un  nombre  donné   par  la  question  ,  et  x  la  repré- 

tentation  de  l'inconnue  :  on  voit  sur-le-champ  que  les  valeurs 

,:'4«  X ,  propres  à  rendre  le  premier  membre  égal  au  second  , 

>iit 

a;  =  o,a:=:— p. 

r^n  effet,  pour  chacune  d'elles,  l'un  des  deux  facteurs  du 
'>3^temier  membre  devient  nul ,  et  par  là  le  produit  est  égal 
"^  2éro.  La  question  suivante  conduit  à  une  équation  de  cett« 


f 
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'  kcconde  classe  :  Partager  un  nombre  p  en  deux  parties  tellet 
que  le  produit  soit  égal  à  zéro.  Soit  x  Tune  des  parties , 
p  -^  a;  sera  l'autre  ,  et  on  aura  pour  Texpresûon  da  la  con- 
dition 

X  {p — x)=o,      ou      px-— x*  =  o. 

X  comporte  deux  valeurs  qui  sont  x  =  o  et  x  =p.  £a  effets 
Tuoe  des  deux  parti^  étant  nulle  ^  Tautre  est  p  \  la  somme 
des  deux  est  p  ^  et  le  produit  est  nul.  Pareillement ,  l'one  dei 
deux  parties  étant  le  nombre  tout  entier,  Vautre  aen  içéro; 
la  somme  sera  encore  p,  et  le  produit  encore  zéro.  L'énoncé 
esf.  donq  vérifié  par  ces  deux  valeurs  de  l'ioconnoe. 

2G7.  Supposons  que  Ton  se  propose  de  trouver  un  nombri- 
tel ,  que  si  de  trois  fois  ce  nombre ,  on  retranche  son  carré ^ 
le  reste  soit  2.  Nommant  x  ce  nombre ,  3x  en  sera  le  triple^ 
son  carré  sera  x*,  la  différence  énoncée  sera  ^x — x*,  d'aillennf^ 
cette  différence  est  aussi  2  ;  on  aura  donc  l'équation 

3x  —  x*  =  2.  , 

Telle  est  la  traduction  algébrique  de  la  question  propoMs; 
il  8*agit  d*en  tirer  la  valeur  de  l'inconnue.  Pour  cela ,  oncoiH 
nience  par  rendre  le  quarré  deTincoonue  positif,  en  multipliait 
tous  les  termes  de  l'équation  par  — 1,  ce  qui  la  transforme  daoi 

X*— 3x  = —  2. 

Si ,  par  l'addition  d'un  terme  connu  à  chaque  membre  de 
l'équation,  on  parvenait  à  faire  du  premier  un  carré  parfait, 
il  est  clair  qu'en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d'autre, 
l'équation  s'abaisserait  au  pitmier degré.  Maison  sait  (146) que 
le  carré  d'un  binôme  est  égal  au  quarré  du  premier  terme,  plus 
au  double  pi:oduit'du  premier  terme  par  le  second  ,  ptosat 
carré  du  second  :  considérant  donc  x  comme  le  premier  tennt 
du  binôme,  et  —  ox  comme  le  produit  de  x  par  le  doublé  Ai 
second  terme  ,  —  |  sera  ce  second  terme.  11  suffira  donc  d'ajos* 
ter  son  carré ,  ou  f ,  au  premier  membre  de  l'équation  prW-  I- 
dente,  pour  en  faire  un  carré  parfait;  mais  aussi  il  faudra, 
pour  que  l'égalité  ne  soit  pas  altérée ,  ajouter  le  même  iroinbrti'E 
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au  saooid  membre.  Cette  équation  devient  ainsi 
extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre ,  on  trouve 

Mais  on  n'oubliera  pas  d'observer  qu'une  racine  doit  être 
affectée  ^u  double  signe  +  et  — ,  puisque  soit  qu'on  élèvo 
au  carré  un  nombre  sous  le  si^ne  +  ou  fous  le  signe  -—  ^ 
on  a  le  même  résultat  en  nombre  et  en  signe  (119).  On  aura 
donc  ici 

x-J=rfci/ï=7,    d'où    x=5±:V/î:r7, 

f 

et  enfin 

On  trouve  donc  pour  x  {es  deux  valeurs  x=i:  a  tt  xs:  1  , 
suivant  que  Ton  prend  le  signe  -f"  ou  le  signe  —,  et  ou 
s'assurera  que  chacune  d'elles  satisfait  également  à  la  ques- 
tion proposée ,  çoit  en  vérifiant  successivement  l'énoncé  sur 
les  nombres  a  et  1 ,  soit  en  reportant  chacun  de  ces  nombres 
Ipoor  X  dans  la  traduction  immédiate  de  la  question  ,  ou  dans 
la  première* équation.  Ces  valeurs  ont  été  nommées  racines 
de  l'équation  ;  et ,  malgré  l'identité  de  dénomination  ,  il  £aut 
bien  les  distinguer  des  racines  arithmétiques. 

Si  dans  la  question  proposée ,  la  différence  3x—  a:%  au  lieu 
d'être  a  ^  eût  été  3,  on  aurait  trouvé 

5±  VZ-^TT 


X 


=  idt/|-3=:: 


Laqtiantité  V^ — 3  est  impossible  (137);  car  un  nombre 
poriti^oa  négatif  ne  peut  avoir  pour  carré  un  nombre  négatif. 
Ces  racines  sont  dites  imaginaires  (i37)  ,  et  de  tels  symboles 
iéooacent  une  absurdité  ou  plutôt  une  impossibilité  dans 
'énonGé  de  la  question,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir  bientôt 
l'une  manière  générale.  On  peut  mettre  ces  expressions  sous 
a  forme  d'une  quantité  réelle  augmentée  ou  diminuée  d'une 


VA 


aSo  É   L  É  M   E   N  s    ■ 

quantité  réelle  multipliée  par  y/ —  i.   Ainsi  les  deirk  râpioêi 
précédentes  seront 

268.  Proposons-nous  encore  le  problème  suivant  que  nous 
généraliserons  dans  ce  chapitre  :  Deux  lumières  dont  Funeest'^^ 
quatre  fois  plus  intense  que  P autre ,  étant  séparées  par  un  in- 
tervalle de  trois  mètres,  déterminer  sur  la  droite  qui  les  jointe 
le  point  qu'elles  éclairent  également» 

J B 

!'•  R  2*  R\  f^ 

Si  Ton  nomme  x  la  distance  ^Ade  la  première  ou  de  la  philfi 
faible  lumière  à  ce  point,  cette Ipstance  étant  supposée 
.  gée  vers  la  plus  forte  lumière ,  3'—;  x  ou  BR  sera  la  distantu 
de  la  seconde  au  même  point.  Or  la  force  de  la  lumière  iir, 
croît  en  raison  du  carré  de  la  distance  (^)  ;  c*est'à-^e  qjii 
des  distances  2  fois  ,  3  fois ,  etc.  plus  grandes  ^  Tintensité  d*imi 

même  lumière  devient  ~ ,  5; ,  etc.  ,  en  la  supposant  1  pour  la 

2      o 

distante  1  \  donc  ,  à  la  distance  x ,  elle  sera  -^  pour  la  pto 

petite  lumière ,  et  75— — rr  sera  l'intensité  de  l'autre  à  la  dis- 
*  (3 — xy 


{*)  P]us  on  s'éloigne  d\in  coqps  lumineux,  moins  on  en  est  éclaire: oeW 
diminution  de  lumière  croit  comtne  le  carré  de  la  distance  au  corps  lamineoL 
En  effet,  les  rayons  qui  paflrtent  d^un  poi^t  lumifîeux,  forment  un  cdoeiadé' 
(ini  dont  ce  point  est  le  sommet ,  et  il  est  démontré  en  géométrie  que  à 
l'on  coupe  un  cône  par  des  plans  parallèles  à  la  base,  intersections  qui  lefoirt 
des  cercles  ,  les  surfaces  de  ces  cercles  sont  comme  les  carrés  de  leurs  diftaaotf 
au  sommet  ;  or  ces  surfaces  ne  reçoivent  que  la  quantité  de  lumière  ém^ 
du  point  lumineux  j  donc  à  une  unité  de  distance,  Tintensité  delaloni^ 

sur  la  base  étant  m  ,  à  une  distance  double,  elle  sera  -y  j  à  une  distance li^'^>  .  - 

elle  sera  —  :  enfin ,  à  une  distance  x ,  e\h  sera  — ." 
9  X* 
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tance  3  — ic.  Ces  expressions  deyant  être  égales  ,  par  la  con- 
dition  du  problème ,  on  aura 

or*""  (3  — a;)*' 

ce  qui  donne ,  après  les  réductions , 

a^  -^  ax  =3. 

a6,^.  Elevons'-nons  maintenant  à  la  considération  de  Féqua- 
tion  la  plus  générale  du  second  degré.  Quelle  ^ue  soit  cette 
équation ,  en  transposant  tous  ses  termes  dans  un  seul  membre , 
réunissant  s^us  un  seul  coefficient  ceux  de  x^,  puis  oeux  de  x  , 
et  divisant  de  part  et  d'autre  par  le  coefficient  du  carré  de 
l'inconnue ,  on  lui  donnera  cette  forme 

p  et  <7  étant  des  nombres  quelconques  donnés  positifs  ou  néga- 
tifs. Nous  observerons  d'abord  que  le  premier  membre  ne  pept 
être  un  carré  parfait ,  à  moins  qu'on  ait 

relation  «qui  n'a  pas  lien  généralement.  Mais  comme  on  peut 

toujonrs  considérer  x^-^-px  comme  les  deux  premiers  termes 

Au  carré  d'un  binôme ,  nous  écrirons  la  proposée  comme  il 

suit 

a;*  -f  px=i  —  q. 

Maintenant,  si  aux  deux  membres  on  ajoute  le  même  nombre 

^  ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (2G7)  ,  on  aura 

.   P*        P* 

X*  +  pX  +  ^  =:C,_^. 

par  cette  addition,  le  premier  membre  est  le  quarré  parfait  de 
jP  .^  C .  extrayant  donc  la-  racine  carrée  de  part  et  d'autre ,  on 
ébtient 


+ïp==±^^-'j, 
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en  observant ,  d*après  ce  qui  a  été  dit  précédenunent^  d'affecter 
]e  radical  du  double  signe  -f~  et  -— .  L'équation  proposée  aind 
rabaissée  au  premier  degré  ,  donne ,  en  faisant  passer  ^  p  dans 
Tautre  membre ,  

Ces  racines  substituées  successivement  en  place  de  x  dans  la 
proposée^  la  réduisent  à  la  forme  o  :=  o  :*  c'est  un  calcul  que 
nous  laissons  À  faire. 

270.  L*équ2ttion  du  second  degré  est  considérée  comme  réso* 
lae,  lorsqu'on  l'a  réduite  à  une  équation  du  premier  ;  et  oa 
verra  (  a*  sect.)  que  résoudre  les  équations  des  3^  et  4^  degfési 
revient  aies  abaisser  aux  a*  et  3*  degrés. 

271.  On  peut  encore  se  convaincre,  à  priori,  que  dans 
l'équation  du  second  degré  ,  l'inconnue  admet  deux  valeun. 
Supposons,  en  effet,  l'existence  d'une  première  racine  af  \  on 
aura  ^  d'après  la  définition , 

x'^  +  px'  +  q  =  o (1); 

«'il  en  existe  une  seconde,  elle  sera  a?'  +  ^,  en  représentant 
par  (T  l'excès  soit  positif,  soit  négatif  de  la  seconde  racine 
sur  la  première.  Substituant  x'  +  ^  pour  x  dans  la  proposée  » 
c'est-à-dire  ,  changeant  x'  en  x'  -f-  ^  ^3°s  (1)  ,  on  aura 

x'^  +  2<^a;'-f-  <r*  +  px'+p/'+  (/  =  o  , 

équation  qui  se  réduit  à 

^a2x'+^  +  p)  =  o (2). 

à  cause  de 

on  déduit  de   (2)  ,  .  , 

in ^=0; 

valeur  de  ^qni  ramène  à  la  première  racine  :  et ,  à  cette  od^ 

casion,  nouioliserverons  que  le  calcul  rend  toujours  l'hypotbèii 

qu'on  lui  a  coafiée  ; 

W 2x'  +i'  +  pr=zQl 
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en  ^e  <le  la  seconde  équation 

/^= — flar' — p^,     et    a/4-^     ou      X^rr:  —  «'— p. 

L'équation  du  second  degré  ne  comporte  donc  que  les  deux 
racines 

si  on  les  ajoute  ,  on  obtient 

a:'+x^=  — p (3*0  -, 

ai  on  les  multiplie  Tune  par  Vautre  ,  il  vient 

Vx"  =  — x'*—  pa?<  =  q (4*.^  , 

d'après  (i). 

On  a  donc  prouvé ,  indépendamment  de  la  résolution  de  la 
proposée^  i^  que  r équation  du  second  degré  comporte^deux 
rcLcines  ;  a^.  que  la. somme  de  ces  deux  racines  y  est  égale  au 
coefficient  de  la  première  puissance  de  rinconnus ,  pris  em 
signe  contraire;  3".  que  le  produit  de  ces  deux  racines  est 
égal  au  terme  tout  con,nu  de  F  équation  ;  éf.  que  la  seconde 
racine  se  déduit  de  la  première  y  en  prenant  celle-^i  en  signe 
contraire  ,  et  retranchant  le  coefficient  de  x  dans  le  second 
terme  y  ce  qui  revient  à  dire  :  que  la  seconde  racine  ne  diffère 
de  ta  première  que  par  le  signe  du  radical  y  et  qu'ainsi  il  faut 
prenâre  le  radical  avec  le  double  signe  +  et  — • 

On  déduit  de  (3*.*)  cette  condition  de  Tégàlité  des  racines  jf, 
sfy  savoir  , 

ux'  =  —  p  ,     d'où     a:'  =  —  ^  ; 

reportant  cette  valeur  dans  (i)  ,  on  a  cette  relation  entre  les 
coefficiens 

Ç_Ç+,=0,     d'où     Ç:=9, 

4      â  4      ^ 

sdua  lacfuelle  les  deux  racines  de  la  proposée  deviennent  égales 
«ntre  elles  ,  ce  qui  est  évident  .à  l'inspection  des  formules  don- 
nées précédemment^  car  alors  le  radical  par  lequel  diSOTèrent  les 
xacines  ;  devient  nul.  ' 
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272.  Dans  le  cas  général  où  lefi  deux  racines  af  et^  ne  sont 
pas  égales  entre  elles ,  on  peut  supposer 


X'  '—'  X  =  7n  y 


cette  égalité  combinée  par  voie  d'addition  et  de  soustractîoA 
^vec  la  propriété 

donne 


s'a  â         a  ' 

telle  est  donc  la  forme  des  deu^  racine?,  l^oyr  déterminer  z» , 
/SOUS  aurons  recours  à  la  propriété 

de  laquelle  résulte 

7  =  f-^'    donc    2=:y/l'-,, 
coméquemmeDt  '  '^' v' 


x' 


=-?+v/î^-.  -■— l-\/f-'- 


Ici  nous  avons  déduit  les  expressions  de^  racines  de  Icon 
propriétés  découvertes  à  priori ,  c'est-à-dire ,  indépendammant 
de  la  résolution  de  Téquation. 

373.  Il  est  visible  que  le  premier  procédé  de  résoIatioQ^ 
nous  avons  fait  connaître ,  celui  qui  consiste  à  compléter  h 
carré  du  premier  membre ,  après  avoir  fait  passer  le  terme  toot 

* 

connu  dans  le  second  >  convient  ^xclpsiveipent  4  TéquatioA  ch( 
fécond  degré  et  à  celles  qui  s'y  rapportent. 

Le  procédé  suivant  analogue  à  celui  que  nous  iivons  es* 
ployé  (â64)  266)  doit  être  remarqué.  Reprenons  Téquido^i 

cc^+px:=z^q,    ou    a:*+P^  +  Y  =  j  — Çj, 
on  en  déduit  V 


/ 
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nuds  Qm  sait  que  la  diiFéreiice  entre  deux  carrés  est  égale  i 
)a  somme  des  racines^  multipliée  par  leur  diSerênce  :  on  peut 
donc  écrire 


{^+~\/^-9}=îO....(^; 


or  un  produit  composé  de  ^ux  facteurs  devient  nul  par 
i 'égalité  à  zéro  de  chacun  de  ces  facteurs  (a66)  ;  ainsi  Véqua^ 
^lon  sera  satisfaite  par  ces  hypothèses  successives  et  indépen- 
idantesTunede  l'autre 

«jesquelles  on  déduira  ces  deux  valeurs  de  cp  déjà  trouvées, 

Xa  décomposition  (^)  démontre  que  le  premier  membre  de 

l'équation 

a:*  +  pap  +  ç  =  o, 

^t  divisible  exactement  paf  l'inconnue  mains  chacune  de  ses 
pâleurs,'  ou  par  t inconnue  moins  chacune  des  racines.  Cette 
propriété  s* étend,  comme  nous  le  verrons  bientôt^  aux  équa-^ 
tions  de  tous  les  degrés,  et  elle  est  la  base  de  la  résolution  gé- 
nérale des  équations  numériques. 

374.  Qu'on  suppose  réciproquement  que  le  trinôme  ar'+poî+c/ 
;Boit  divisible  exactement  pai?  a;— n ,  ou  plutôt  qu'on  se  propose 
de  découvrir  la  condition  sous  laquelle  cette  division  se  ferait 
<6xactement  :  on  trouvera  pour  reste  de  l'opération ,  7i*+p7i+^, 
«t  pour  quotient ,  x  +  (/i  +p)  ;  et  comme  ce  reste  doit  être 
^ul  pour  que  x— n  soit  un  diviseur ,  on  aura  pour  la  condition 
çl^ejtchée 
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d^oùTon  conclvra^pM  le  Dombre  n  doit  être  raciae  de  réqaiMJKMi 

et  qu'alors 

a?*  +  par  +  9=  i^  —  ^^  \j^  +  C^^+p)!]  ; 
et  err  effet ,  on  a  vu  (271)  qu'une  des  racines  étant  n,  l'autre  est 

âyS.  Nous  ayons  rassemblé  dans  le  tableau  suivant  lés  for- 
mules des  racines  pour  toutes  les  hypothèses  qu'on  peut  Caire 
sur  les  signes  des  termes  de  l'équation  du  second  degré  : 

x^  +  px  +  g  =  o\        rx  =  —l^\/^  —  <l> 

pour<   ,  >ona<  /^ 

U  —  px  +  9  =  ol         jr  =  +  e  d:  l/Ç  —  il, 

iX*  —  px  —   g   =  O^  Vx  =:   +  ~  —   \/^  4-  9« 

Du  rapprochement  de  ces  formules  des  équations  qui  lei 
donnent  ^  on  conclut  cette  règle  qu'il  est  nécessaire  de  retemc  : 
Vinconnue  est  égale  à  la  moitié  du  coefficient  du  second  terme , 
pris  avec  un  signe  contraire ,  plus  ou  moins  la  rcLcine  carrée  du 
carré  de  cette  même  moitié  ,  augmentée  de  la  quantité  coniiitf' 
prise  avec  un  signe  contraire  à  celui  quelle  a  dcuis  le  prendO' 
membre.  * 

276.  Reprenons  la  formule  des  racines 

aGn  de  la  discuter  relativement  aux  relations  entre  les  coeffi* 
ciens  et  aux  signes  de  ces  coefiiciens. 

Sïy-^q  est  un  carré  parfait,  les  deux  valeurs  de  x  seront 
commensurables  :  il  est  clair  qu  elles  ne  peuvent  l'être  que  ' 
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dans  ce  cas ,  à  moins  que  q  ue  soit  négatif  sous  le  radical , 

et  =  ^ ,  parce  qu'alors 
4 


En 


a 
c*e8t-à^ire  que  les  deux  racines  deviennent  égales  entre  elles; 

eflFet,  pour  ç  =Ç  ,  le  polynôme  a^  +  px  +  q  /îevient 

4 

^* -f-pap -f.  £. ,  carré  parfait  dont  la  racine  estx+^.  Lorsque 

^-hq  n*est  pas  un  carré  parfait ,  les  radaes  sont  incoûmien-* 

snirables  (lai)  :  et  on  conclut  de  là  que  le  problème  n*a  pat 
de  solution  niAnérique  exacte  ;  mais  alors  on  peut  toujours 
trouva"  deux  nombres  aussi  approchés  qu*on  voudra  des  ra-^ 
cines  de  la  proposée. 

II  faut  surtout  remarquer  Je  cas  où  la  eomme^  -f-^f  est  négar 

4 
tive  j  ce  qui  a  lien  lorsque  q  est  positif  daas  le  premier  membre 

de  la  proposée  ,  et  qu%  d'ailleurs  f  est  ^  ^  >  ^^  ^^^  alors  cou- 

4 

dnit  à  extraire  la  racine  carrée  d'une  quantité  négative.  On 
voit  qu'à  cause  du  double  signe  +  ^^  **-  dont  le  radical  eftt 
eflRecté  ^  la  racine  imaginaire  est  double  ;  ensorte  que  les  racines 
d'une  équation  du  second  degré ,  sont  toutes  deux  réelles  ^  ou 
toutes  deux  imaginaires. 

Qu'on  «suppose ,  dans  ce  dernier  cas  , 

on  aura  donc 

x=  —  ^±:l/—c^—  —  ^  ±,c  1/— 1  2 
3e  là  on  déduit 

fensortje  que  la  proposée  devient ,  par  la  substitution  de  cette 


/' 


( 
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yaleur  de  ç» 

""or  il  est  impossible  que  la  somme  de  deux  carrés  devienni 
nulle ,  à  moins  que  chacun  d'eux  ne  le  devienne  eii  particq- 
Ker^  condition  qui  donne 

,  c=o,     etx  =  —  -. 

Cette  forme  des  racines  imaginaires  mérite  d'être  remarquée , 
parce  qu'elle  est  comme  le  type  général  des  imaginaires  det 
degrés  supérieurs.  Alors  on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  pr(H| 
posée  par  aucun  nombre  réel }  cependant  si  l'on  fait  sur  cet' 
racines  imaginaires  les  opérations  indiquées  par  les  signes  et  h 
composition  des  termes  de  l'équation ,  celle-ci  sera  t(^oiin 
réduite  à  la  forme  0=0.  Ces  sortes  de  racines  ne  sont  doneqM 
des  symboles  algébriques  qui  n'en  sont  pas  nîoins  très-impor- 
tans  à  considérer  ,  puisqu'ils  font  connaître  l'absurdité  (b* 
questions  concrètes ,  .comme  nous  allons  le  faire  voir. 

Pour  mieux  connaître  en  quoi  consiste  l'impossibilité  dc^ 
questions  qui  conduisent  à  des  racines  Imaginaires  ,  nous  nom 
proposerons  le  problème  suivant  :  Partager  un  nombre  p  «• 
deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  a  q.  £n  désignant  l'une  dt 
ces  parties  par  a;,  l'autre  sera  p—  x ^  et  leur  produit  px-^/i 
on  aura  donc 

px  —  x^r=q,     ou     x^ — pa;-f-9  =  o» 

Cette  équation  renferme  toutes  celles  dont  les  racines  penyent 
être  imaginaires  :  en  la  résolvant ,  on  trouve 


X 


râleurs  qui  seront  réelles  tant  que  —  surpassera  q ,  c'est-à-dire) 

tant  que  la  soustraction  indiquée  sous  le  radical  y  sera  possible , 
ce  qui  exige  que  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  à  partager 
gpit  plus  grand  que  le  produit  qu'on  demande  des  deux  part^^ 
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tjui  le  composent.  Or  ;  de  quelque  manière  qu'on  partage  le 
nombre 'donné /les  deux  parties  pourront  être  représentées  par 

-  +  d  et  ---^  d,  dont  le  produit  est 

la  plus  grande  valeur  de  ce  produit  ser»  ^  ,  et  elle  corres- 

4 

ponà  à'c}=±Oy  auquel  cas  chacune  des  parties  devient  £.  Il 

est  donc  absurde  de  demander  que  ce  produit  ^oit  plus  grand 

fçue  ^  ,  •et  l'algèbre  avertit  que  ce  qu'on  cherche  n'existe  pas, 
4 

Pour  résoudre  cette  question  géométriquement  (  Gg.  i  )  ,  on 
décrira  sur|la  somme  AB=ip  des  deii)c  lignes  >  une  demi-cir- 
«iQi^érence  ,  et  on  lui  mènera  au  point  A  une  tangente  indéfinie 

sur  laquelle ,  à  partir  de  ^ ,  on  prendra  AD  =  ^q  ,  puis  pa^ 
D  (fh  mènera  une  parallèle  à  AB  ;  des  points  E  et  £f,  dans 
lesquels  elle  coupe  la  demi-circonférence ,  on  abaissera  sur 
le  diamètre  les  perpendiculaires  EF,  E'f^\  ensorte  que  les 
lignes  AF  et  BF^  ou  AF^  et  F'B  seront  les  racines  ou  les  côtés 
dû  rectaingle.  £q  effet  ^  on  a 

AF+BF=AB:z=ip'y    AFx,BF=AD^q, 

On  Toit  que  le  problème  n'est  ppssible ,  c'est-à-dire  qu'on  ne 
peut  assigner  les  racines  AF  et  BF^  qu'autant  4ue  la  distance 
AD  n'excède  pas  le  rayon ,  ou  qu'autant  que  le  côté  du  carré  ^ 

qiiî  est  i/9  ,  n'excède  pas  la  moitié  de  la  ligne  AB ,  ou  enfin 
qu'autant  qu'on  a 

ri* 

Lorsque  9  =  y ,  les  points  E  tX  E  viennent  se  réunir  éft 

4 
JE^  à  l'extrémité  du  rayon    CE!'  perpendiculaire  à  AB  ; 

racines  deviennent 

ACz=zCB=^. 
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Si  9  =  o  ^  le  point  D  est  en  A^  et  on  a 

JF  =  o,    FB  =  AB=zp. 

£a  effet ,  on  a  yu  (q66)  que ,  dans  ce  cas^  réquation 

X*  —  pjt  i=  o 
donnait 

.   a?i=o  ,     a:  =  +  p» 

Ces  deux  exemples  apprennent  encore  que  Tégalité  des  ra- 
cines est  le  passage  de  la  réalité  à  Timaginarité  ^  et  alors  lej 
radical  passe  par.  zéro  (2201).  On  peut  concevoir  qnecesra-l 
ci  nés  changent  ainsi  par  des  variations  successives  en  plus  ds 
terme  ^,  ou  en  moins  du  coefficient  p>  dans  Téquation 

a7"+pjc  +  </  =0. 

Supposons  ^  >  9,  :  sous   cette    relation ,  les    ruines  de 

1  équation 

x*  +  px.  -f-  9  =  o 

seront  réelles,  et  je  dis  qu'alors  il  sera  toujours  posable,! 
Tinspeçtion  des  signes  des  coefficiens ,  de  reconnaître  ceux  dei 
racines.  En  effets  le  coefficient  q  étant  égal  au  produit  des  deux 
racines  ,  elles  seront  de  même  signe  lorsque  q  sera  positif  ;  et 
comme  p  est  égal  à  cette  somme  prise  en  signe  contrains, 
elles  seront  toutes  deux  positives  ou  négatives,  suivant  cp&f 
sera  négatif  ou  positif.  Si  q  est  négatif,  les  racines  auront  des 
signes  différens  ,  et  la  racine  positive  sera  plus  petite  ou  plus 
grande  que  la  négative  ,  suivant  que  p  sera  positif  ou  négatif. 
Comme  les  racines  imaginaires  sont  de  la  forme  adt^b  V/— ii 
le  terme  tout  connu  sera  a"  -f-  Z>* ,  c'est-à-dire  ,  essentielle- 
ment positif  ,  et  p  sera  = —  Q.a\  donc  le  coefficient  de  jp, 
pris  eu  signe  contraire  ,  représentera  le  double  de  la  partie' 
réelle  de  chacune  des  racines  imaginaires 

277.  Donnons  quelques  exemples  de  discussion  des  raciflW 
d'une  équation  du  second  degré  ,  et  proposons-nous  d'abord 
quelques  questions  sur   là    suite  par  équi-dijfférences.  Ott  a 
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trouvé  (di  i)  pour  la  suite  croissante  , 

fl5  =  n  (a  + /)  = /i  [îa  +  (  n  —  1  )  4^  ]  , 
•et  pour  la  suite  décroissiAite , 

a5  =  /i(a  +  /)  =  7i[aa  — (n  — 1)<^]. 

I^a  première  donne 
d*où  Ton  déduit 

Qu*on  suppose 

5=1001,     a  =  5,     /'=4, 
On  aura 

n=î=fl3,    et    n=-— fl3j. 

Xid  première  valeur  résout  la  question  dans  le  seps  strict  de 
l^^énoncé  :  car  alors  le  q3^  terme  est  9 1  ;  et ,  en  effet ,  * 

(34.91)23  Q 

i ^    — =  1081. 

Dxaminons  maintenant  l'autre  valeur  de  n,  et  pour  cela  recber-» 
cbons  le  dernier  terme  de  la  progression  pour  laquelle  a  =  3  ^ 
^=4>5==io8i  :  on  a  pour  expression  de  ce  dernier  terme 
^ue  nous  désignerons  par  /  ^ 

4'o&  l'on  déduit  ces  deux  valeurs 

/=9i,    /  =  — g5: 
•r  la  somm»  des  extrêmes        * 

5— 95=  — 9a,     et    — g'X^-^^'— io8i. 

On  sent  bien  que  —  gS  ne  peut  appartenir  à  une  suite  de 
termes  commençant  par  3^  et  dont  la  différence  addi^ve  eist  4  > 
et  que  —  a3  ^  ne  peut  être  le  rang  de  ce  terme.  Ces  deux  sjs- 


I 
I 


«" 
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tèmes  de  vàlents 

f 

71=23    et    /  =  9i5     71= — 23-    et    /  =  — <)5, 

prouvent  seulement  qu*il  y  a  deux  manières  de  .satisfaire  a  h 
(condition 


^il±i^=io8i. 


mais  avec  cette  difFétence  que  le  premier  système  s'accorde  ei' 
même  temps  ayec  la  loi  de  la  progression. 

Des  équations 

(a+  1)71 

"^ — z — ' 


/=a  +  (7i— l)<^,    5  = 


t)n  déduit  »  après  avoir  pris  la  valeur  de  n  dans  l'une  ponr  la  |£ 
teporter  dans  Tautre  , 

ff  où  résulte 

donc  ^ 

Pour  /=^9i  ,  ^=4  et»S  =  io8i ,  on  trouve 

a==3     et     a  =  i: 

si  on  prend  a  =  3,/=9i  ,«9=:io8i ,  on  déduit  dé 

(a  +  /)7t  _^ 

2  ' 

n=23,  ce  qu'on  reconnaîtra  en  développant  la  suite  d'après 
les  données.  Mais  à  a=i,  J^  =  4*»^=  io8i  correspond 
11=235,  et  on  a  bien  • 

2  -  ■« 

cependant  91  n'est  pas  un  terme  de  la  suite  ;  ce  nombre  toisl^ 
entre  les  a3*  et  24®  termes  ^ 

1.5.9.13,17.  .* LsO-s^» 

On 
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On  déduira  donc  encore  de  cette  discassiqn  que  la  racine  qui 
ne  satisfait  p^s  à  la  question ,  satisfait  cepeudaot  à  Téquation , 
tandis  que  Tautre  satisfait  en  même  temps  aux  deux. 


B 


1"  R  a*  Bf 

Reprenons  le  problème  des  lumières  ,  traité  (a68)  dans  un 
cas  particulier.  Nous  désignerons  par  b  Tintervalle  jiB  entre 
les  deux  bougies  ,  par  x  la  distance  de  la  première  au  point 
R  ou  R  également  éclairé  par  les  deux ,  et  conséquemment 
&— ^  X  sera  celle  de  la  deuxième  au  même  point.  Si  à  une  dis- 
tance donnée  a ,  Tintensité  de  la  première  est  c  ^  à  la  distance 

a: ,  *  elle   sera   — r  ;  et  si  à  la  même  distance  a ,  l'intensité  de  ^ 

la  seconde   est   d,   au  point    également    éclairé ,   elle   sera 

r,      — r^.  On  aura  donc,  d'après  Ténoncé  de  la  question, 

ca*  da*  .        aie  cJ* 

ou    ar— sx: 


ai-—(^b  —  xy'    ""    *-     c—d^~      c^d: 
les  deux  racines  seront 

bc±.h\/7d      b  (c±:  v/c3) 

X  =  — j  ■  '■  ^^     •  •        • 

c^  d  c^d 

Soit  maintenant 

c>rf,    d*où    c>\/cd\    c+ v/«^>c+^>c— ^• 

Dans  cette  hypothèse  ,  la  première  valeur  de  a: ,  a'est-à-diré,' 
celle  qui  est  donnée  par  le  signe  supérieur  du  radical ,  sayoir  : 

fiât  voir  que  le   point  cherché  tombe  en  B!  au*deU  de  la 
Beconde  bougie  qui  est  la  plus  faible. 
Xia  seconde  valeur  de  x  y  c'est-à-dire  » 

C' — a 


- 
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est  encore  positir^  dans  la  même  hypothèse  ;  mais  alors  on  a 

b  (c-s/cd) 


c — d 


<h, 


puisque  la  dilFérence  positive  c  ->-  ^cd  est  plni  petite  que 
la  différence  aussi  positive  c  — c/;  conséquemment  le  point 
tombe  entre  les  deux  lumières. 

Telles  sont  donc  les  deux  solutions  du  problème  dans 
rhypothèse  c^  di  on  observera  qu'en  écrivant  Téqfaatioa 
du  problème ,  on  a  supposé  b'^x,  puisqu'on  a  indiqué  par 
i  —  a;  la  différence  entre  b  et  x  :  alors  pour  le  point  R, 
cette  différence  doit  être  inverse.  Qu'on  forme  en  effet ,  les 

différences  b — ^x correspondantes  aux  d^ux  racines  ■  ■   ,■  > 

c — a 

on  trouvera  pour  R^ 

L      ^_      b(d+\/cd) 

et  pour  rt 

c  —  d 

Ainsi  (  chap.  i4)  la  quantité  absolue  b' —  x  ayant  été  portée 
de  ^  en  A  y  la  quantité  inverse  b — a;  =  —  doit  être  e'tendne 
de  B  en  R\ 

Supposons  maintenant 

c  <^  J ,     d'où     c  <^  \/cd , 
on  trouvera 

b(c±.\/cd) 

alors  les  deux    racines    ont    des    signes    contraires  :  Vva^ 

b  (  c  ^  i/cd^ 
X  = ^^jIZ T^^  ®^*  négative ,  doit  être  portée  â 

gauche  de  ^  , et  l'autre  x  =    ^^  < b  ,  doit  être pw- 

tée  de  A  vers  B ,  ensorte  que  les  deux  points  également  édai-  L 
ris ,  sont  à  gauche  de  la  plus  forte  lumière  B ,  l'un  entre  leê  L 
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[mnières,  l'antre  au-doU  de  la  plus  faible  par  rapport  à 
s  £ape  ;  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
âcédent» 

t  y  en  troisième  lieu , 

c=z  d ,    d'où    c  =i  V^c3  ; 

mule  générale  des  racines  deviendra 

i(c±:c)       &(cd=e) 

incMQS  d'abord  la  première  valeur 

^  =  —5 >i.^ 

évident  que  les  intensités  des  deux  lumières  étant  les 
s ,  un  point  placé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  qui 
nt  y  ne   peut  être  également  éclairé  ,  à  moins  qu'il  ne 

une  distance  infinie  des  corps  lumineux^  parce  qu'alors 
nent^  l'intervalle  b  pouvant  être  considéré  comme  nul 
apport  à  a:  ^  les  deux  lumières  n*en  font  qu'une  :  il  doit 

arriver   dans  ce  cas,  qu'on  tombe  sur  le  symbole  00 • 

conde  racine 

bjc—c) 

c — c 

it|.  Ce  résultat  donné  par  une  seule  hjrpothèse  ,  n*est 
elni  de  l'indétermination;  dans  ce  cas^  là  question  admet 
dlution ,  comme  on  peut  s*en  assurer  en  reprenant  Féqua- 


aie       ci* 

c  — d  c  —  d* 


X* SX 


lie  multipliée  par  c  —  d  ,  ae  réauit  ^  dans  rhjrpothèse 

nte,  à 

b 

a* 
t  voir  que  l'autre  point  cherché  est  placé  entre  les  deux 
îres  ,  à  la  même  distance  de  chacune  d'elles.  L'indétermi- 
n  apparente  vient  d'un  facteur  commun  au  numérateur 


ij6  £   L   £   M   E,  N   S 

et  au  dénominateur  de  la  valeur  de  x  (57) ,  lequel  est  iml 
dans  la  supposition  de  c  ==  d.  Alors  l'équation  imi^édiate  est 
abaissée  au  premier  degré  ^  c'est*à-dire  ^  qu'elle  a  changé  de 
forme.  Nous  reviendrons  sur  ce  cas  (chap.  si  ). 

£nEn  si  Ton  suppose  que  d  vienne  à  décroître  par  voie  de 
^vision  y  cette  quantité  marchera  vers  la  limite  zéro^eten 
même  temps  les  racines 

b(c+\/cd) 6(c-V/crf) 

^- — 7=T-^    ^-      c-d      ' 

dont  la  première  est  >  6  et  la  seconde  <^  b  ,  tendront  vers  la 
limite  b,  c'est-à-dire,  vers  l'égalité/  et  l'équatioH  marchera 
€n  même  temps  vers  son  dernier  état 

ce*  —  2bx  +  6*  =  0. 

S78.  Quelle  que  soit  la  forme  des  racines  d'une  équation  da  se* 
cond  degré  ^  ces  racines  satisferont  toujours  à  l'équation;  mais 
Considérées  relativement  à  la  question  proposée,  elles  peuvent!» 
pas  la  résoudre^  lors  même  qu'elles  sont  tous  deux  positives. 
Les  racines  négatives  que  l'énoncé  seul  ne  peut  faire  prévoir, 
indiquent^  comme  dans  les  équations  du  premier  degré,  nne 
rectification  dans  l'énoncé  ,  pour  qu'il  soit  satisfait  par  ces 
racines  négatives  prises  positivement  :  à  cet  effet  ^  il*suffit.de 
comparer  cet  énoncé  avec  Téquation  du  problème.  Les  ra- 

cines  imaginaires  sont  dues  à  la  relation  ^  —  Q  >  ^^  elles  ont 

4 

lieu  quel  que  soit  le  signe  de  p  ,  pourvu  que  le  nombre  9  soit 
positif  dans  le  premier  membre  de  l'équation  :  or ,  q  n'étant 
pas  multiplié  par  x,  il  s'ensuit  qu'aucun  changement  dans  le 
fiigne  de  a; ,  ne  peu^  donner  à  l'équation  une  forme  qui 
s'accorde  avec  l'énoncé  modifié  de  quelque  manière  que  ce 
soit.  L'impossibilité  de  résoudre  les  équations  dans  ce  cas  ,est 
donc  absolue ,  comme  lorsqu'on  trouve  l'infini  pour  valeurs  da 
inconnues  dans  les  équations  déterminées  du  premier  degré. 

279.  Il  existe  une  classe  nombreuse  d'équations    que  rom 
peut  résoudre  à  U  manière  de  celle»  du  second  degré  ;  ella 
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8ont  comprises  dans  cette  formule  générale 

composés  de   deux  termes  en  a:  ^  Texposant  de  x  dans  l'ua 

étant  moitié  de  celui  de  la  œêmç  inconnue  dans  Tautre.  Sup^ 

posons  alors 

X"  =  jr ,    d'où    x*"=ry  ; 

on  aura  pour  transformée 

donc  

Nous  ferons  voir  dans  la  seconde  section  que  la  proposée  com- 
porte 27»  racineK. 

Lorsque  7»  =  2  ^  auquel  cas  l'équation  est  du  quatrième 
degré ,  on  trouve  , 

Ainsi  on  a  i  extraire  la  racine,  carrée  d'un  binôme  de  la  forme 

■a'+'l/b,  a  désignant — ^p,  et  b  la  quantité^  —  q.  Nous 

4 

-  nous  proposerons  ici  de  chercher  sous  quelle  relation  entre 
a  et  & ,  cette  racine  est  décomposable  en  deux  radicaux  carrés 

eéparésy  ou  réductible  à  la  forme   \^y  +  ^z  plus  commode 
que  la  première.  Nous  poserons  donc 

|/a+y7î=  v/y+|/z ,    d'où     a  +  \/bz=(^y+z)+!i\/yz. 

"Egalant  séparément  les  termes  comparables ,  c'est-à-dire  ,  les 

■  termes,  sans  radicaux  et  les  irrationnels ,  nous  aurons  ces  deux 

équations 

a=y  +  z\     bz=i/^yz\ 

Pour  déterminer^  et  2 ,  du  carré  de  la  première  équation ,  nous 
Ittrancherons  la  seconde^  ce  qui  donnera 


ajS  ^  1ÎLÉMENS 

dont  la  racine  est  _^ 

mais 

y  +  Z=a', 

»  ^onc  

a  4-  V/û*— i  a—  \/a*—h 

et 

Or  si  le  binôme  a^— -  6  est  un  carré  tel  que  c*,  on  aura 


et 


•^=^=Vs=v^-v/^'....(«-),   ■ 


c  est-à-dire  que  la  décomposition  sera  possible. 

Qu*il  s'agisse ,  par  exemple ,  de  trouver  la  racine  carrée  à 
binôme  a  +  y3  :  on  a  * 

û=:a,     i  =  3;    donc    a* — ir=:c*=  i  : 

ainsi  la  racine  est  |/|  +  V^^. 

Si  la  racine  demandée  est  celle  de  1 1  -)-6^a ,  on  aura 
a=ii,     v/i=6v/a;     d'où     6=36.2  =  72,     a»— J=<9î 
donc 

l/ii  +6i/2  =  3+  V/a. 

On  trouve  dans  la  trigonométrie ,  ces  deux  formules 

cos  i  a  =  V/{l  fl'+  i  iî  V/^"—  sin^a}  : 
en   comparant,  on  a  pour  la  première, 

,  T>,      'i:       ^^      Tî^sin^a        ,       7î*sin»a 

et  pour  la  seconde , 

1  T,a       IL       JR*  • .    /î'sin=«         ^        JR^sin^a 
a  =  -  Ti^  •      A  — -L.  •_-.  •      r*  =  — — _—  • 
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i^  nTjif4iiiiTmrf^*,  à'agxèg  Uê  formulas  (i^.)  «t  (fi?.)  ^  on  a 
ces  transformations 

'     sin  i  g  =  ^  )/n^  -h  fl  sin  g—  i  y/ff— fl sin  g 
CDS  A  g  =  i  \/lt?+Ràna+  1  V/Vl»—  R  sin  g; 

■ 

Ainsi  nous  avons  étendu  reztraction  des  racines  carrées  aux 
bino^les  en  partie  rationnels  et  en  partie  incpmmensurables. 

a8o.  On  est  maintenant  en  état  de  résoudre  toutes  les  ques- 
tions comprises  i^.  dans  les  formules 

données  (â i o> 2 1 1 )  ;  a?,  dans  celles- ci , 

K  =  go"   '  :     S:=^  -^ = 

^— i  9—1 

données  (214  >  21 5).  Toutes  ces  solutions  pour  les  progressions 
par  diiFérences  égales  et  par  quotiens  égaux  ^  sont  consignées 
dans  les  deux  tableaux  ci*joints. 

Si  dans  la  formule  3,  a*  tableau,  on  fait  g*-«=*,o» 
^ura 

g  =a"-»  : 

Cette  subtitution  donne 

T  I 

(  5— fit»-')  A  =  (5— u)  u»-' ,    ou    *«--«»  =  (S—u)  u"-'; 

donc 

1 

^nation  du  degré  n  en  «  5  ayant  obtenu  les  racines  a  par  le^ 
Méthodes  exposées  dans  la  suite  de  cet  ouvrage  ,  on  passera 
des  valeurs  de  a  à  celles. de  g ,  par  ,1a  relation  a  t=s  a""*'.  Oa 
traitera  de  la  même  manière  la  formule  6  du  même  tableau» 
On  voit  encore  par  les  deux  formules  précédentes ,  et  par 
Celles  10  et  12,  qu'on  peut-être  conduit  par  certaines  ques- 
tions fort  simples  à  des  équations  d*un  de^ré  quelconque  n^ 


*-  "^^  »      jt      'j 


ÊlBa 


i  Li  u  z  i  9 


S9 


i^^fT^TayûffnjT?»? 


f 


CHAPITRE  XX. 

Méthode  des  coejfficiens  indéterminés* 

dSi*  JL  OUR  bien  faire  connaître  l'esprit  de  cette  métfaodt 
dont  l'emploi  est  si  fréquent ,  nous  Texposerons  sur  un  exemple 
simple  qui  en  a  suggéré  la  première  idée. 

En  divisant  i  par  i  —  x^  x  étant  un  nombre  quelconqaei 
-on  a  trouvé  (chap.  7) 

=  i+x+a5*+x^  +  etc. , 

1  — X 

quotient  qui  procède  suivant  les  puissances  ascendantes  dex, 
qui  ne  s*arrête  jamais ,  et  dont  le  premier  terme  est  l'unité  ^ 
ce  qui  doit  être,  puisqu'en  faisant  a;  ==  o ,  la  fraction  serédok 

On  peut  d'abord  démontrer  à  priori  que  ,  dans  aucun  dei 

termes  du  développement  précédent ,  x  ne  doit  entrer  avec 

un  exposant  négatif.  £n  effet  ^  si  Tun  des  termes  pouvait  être 

1  •  .    .    .  '. 

ce""*"  =  -^  ,  la  supposition  de  a:  =  o  conduirait  à  cette  un- 

possibilité 

ou  l'unité  égale  à  un  nombre  infini.  Nous  ferons  voir  dans  la 
seconde  section ,  que  le  développement  ne  peut'  compoit» 
un  terme  de  la  forme 


m 


car  dans  le  cas^  par  exemple  ^  de  n  =  2,  on  aurait 


m 


à  cause  de  ^/i  =;  db  1  j  conséquemment  une  fraction  -^ 
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aâi^ettr^  deux  quotiens  différens  pour  «ne  même  valeur  de 
se  9  ce  qui  serait  «ocore  absurde  • 

s8fl.  Lorsqu'on  «ut  développé  pai  la  division  ^  ainsi  qu*on 
Ta  dit  (  chap.  7  ) ,  des  fractions  teUes  que 

dans  lesquelles  le  polynôme  au  numérateur  est  en  x  d*un 
'  degré  moins  élevé  que  celui  qui  est  au  dénominateur ,  on 
remarqua  que  cesdéveloppemens  procédaient  suivant  toutes  les 
puissances  entières  et  positives  de  a; ,  et  que  c'était  une  cir- 
constance qui  leur  était  commune  ;  qu'en  passant  d'une  frac- 
tion à  Tantre ,  les  coefficiens  numériques  des  puissances  succei- 
eîves  de  x  changeaient ,  et  qu'ils  se  compostent  des  nombres 
ou  quantités^données  a  ,  b,  c,  etc.,  af,  V,  c\  etc.  D'après  ces 
considérations  ^  on  a  adopté  cette  forme  générale  et  commune 
de  développement 

Jl  +  Bx+Cx^+Djc?+etc., 

A,  jB  ,  C,  etc.  étant  des  coef&ciens  indéterminés  qui  ne  doivent 
Jtaa  aucune  manière  renfermer  x.  Ënsorte  que  pour  la  fraction 

■  ,  par  exemple ,  on  posera 

—l^—ji  +  Bx+Cx^+Dx^+eic (1). 

On  n*introduit  p^^  en  facteur  dans  le  premier  terme  ^  parce 
^06^  pour  X  =  o^  la  fraction  ainsi  que  son  développement 
.^doivent  se  réduire,  à  Tunité ,  condition  qui  ne  serait  plus  satis- 
fiûte ,  si  X  multipliait  tous  les  termes.  Généralement ,  suivant 
'que  l'expression  à  développer  ^  se  réduit  a  un  nombre  ou  à 
9Eéro ,  pour  a:  =  o  ^  on  suppose  dans  le  développement  un  terme 
sans  X,  ou  on  introduit  x  en  facteur  de  tous  les  termes.  Au 
reste ,  si  l'on  supposait  un  terme  sans  x ,  lorsque  le  développe- 
ment ne  le  comporte  pas^  le  calcul  donnerait  z^ro  pour  son 
GoeiEcient.  Revenons  à  l'égalité  (1),  dans  laquelle  ji ,  B ,  C 
.D,  etc.  représentent  des  coeiSciens  encore  incoùnus  :  pour  les 
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évaluer ,  il  faut  se  procurer  (chap.  17)  autant  d'éqaations  qu'3 
y  a  de  ces  coefficiens;  et  pour  cela^  on  partira  de  cette  condition: 
le  quotient  multiplié  par  le  diviseur^  doit'reproduire  le  dividende, 
quelque  valeur  numérique  qu'on  donne  à  x ,  puisque  la  forme 
du  développement  est  indépendante  de  ces  valeurs.  Multipliant 
de  part  et  d'autre  par  1  —  a:  ^  puis  retranchant  Tunité  des  deux 
membres ,  il  vient 

A+B\x+  C\x^+  D\a^  +  etc (2). 

°  =  _x-J   -^1    -cl 

Cette  égalité  à  zéro  ne  peut  être  satisfaite  indépendamment 
de  toute  valeur  de  x^  qu'autant  que  les  termes  d^une  même 
puissance  de  x ,  qui  sont  les  seuls  termes  semblables,  s'entre^ 
détruisent ,  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  coefficienii 
puisqu'on  n^a  pas  généralement  x  =  o.  On  doit  donc  poser 

'u<— 1=0,     B^^Az=Oy     C— 5=0,     D  ''^C:=2o,    etc. 

d'où  l'on  déduit  ces  déterminations 

jtz=ii  ,    JB  =  A  =  i,     C  =  B=i,    D=C=i,    etc. 

Reportant  ces  valeurs  dans  le  quotient  hypothétique  (1)  ,  oa 
retrouve 

=  1  -|- jc4"^+^+ jc^+etc. 


X 


On  peut  encore  déduire  les  égalités  précédantes  de  cette  aotrt 
considération  fort  simple.  Puisque  Tégalit^T)  doit  avoir  lien 
pour  toutes  les  valeurs  de  a:,  et  que  d'ailleurs  x  ne  se  trouf« 
pas  dans  A  ,  B  ,C,  etc. ,  elle  doit  être  vraie  aussi  pour  x=o>|^ 
hypothèse  qui  donne 

^—1=0,     d'où    A:=:i, 
et  il  reste  ,      ,  1^ 

*o— ^    *  I  x+C  I  ar»4.Z>     «^+etc.^  -Jk 

— ./fl      —B  1      —  C 

divisant  par  x,  puis  faisant  x=  o ,  on  trouve 

B^A^o\    d'où    jB=:.4=:-i^  *  eig 
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et  il  Teste 


C 


—  C 


—  D 


d*où  Ton  déduit ,  après  ayoir  divisé  par  x  et  fait  x=o  ^ 

C—B=o,    d'où    C==i5=i, 
et  ainsi  de  suite. 
â83.  Si  Ton  eût  adopté  cette  forme  de  développement 

-^-i-- = -r<a:^'"+ ^ + Co? + Z>x»+ iîx'+ etc. , 

<lans  lequel  le  terme  de  puissance  négative  est  le  premier  (aoi); 
-parce  que  l'exposant  négatif  est  le  plus  petit ,  après  la  molti*. 
plication  faite  par  i  —  o?^  on  serait  parvenu  à  l'égalité 

o=^ar-"'---^ar-"-*-'+ .Ôlx*+  C  a:  +  D  x*  +  etc. , 

—  il     —B    — C 
de  laquelle  résultent  ces  conséquences 

^  =  0,     ^  =  1,     C=i,    etc.; 

donc  le  développement  ne  comporte  pas  le  terme  AxT^. 

L'hypothèse 

I  ^ 

— — -=:^+5x+Cx*4-^x»+etc.  s 

conduit  à 


—  1— ^ 


1  1 


x+Cx*  +  ^   x»—Cx*+ -81x3  + etc., 


— /^I 


d'oà  Ton  déduit 

^  =  i     B  =  1 ,     C=  o  ,    D  =  1 ,    etc. 

Ainsi  le  terme  de  puissance  fractionnaire ,  introduit  dans  le 
développement^  disparaît.  Si,  dans  ce  cas,  on  voulait  déter- 
miner les  coefficiens   par  l'hypothèse  x  =  o  ,  on  trouverait 

d'abord 

u<  =  i; 

et  après  avoir  supprimé  le  premier  terme  et  divisé  \^  suiyans 
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par  x^  il  viendrait 

—  A             —B 

et  pour  X  :t=:  0  , 

B  —  A=.o^ 

d'où    É^A 

X*  4-  etc. 


après  la  suppression  du  premier  terme  B  —  A,  on  trouve 
o=Cx*4-Dlx—  Cx»  +  J5jx*+etc.j 

^b\  ^d\ 

divisant  encore  par  x ,  et  faisant  a:=  o^  il  vient 

o  =  ~+Z>-^^,    d'où    i7=i  — -, 
o  o 

I 

et  tous  les  autres  coefficiens  deviennent  InEnis^  ceqni  démontra 
encore  l'impossibilité  du  développement  supposé.  Nous  obser- 
verons que  la  suite  marche  régulièrement  jusqu'au  terme  de 
puissance  fractionnaire  de  x,  au-delà  duquel  s'introduit  Tinfim 
dans  les  valeurs  des  coefficiens.  Si,  après  avoir  trouvé  B=:A, 

on  eût  divisé  par  x*,  on  aurait  obtenu  C=o,  ensorte  que 
le  terme  d*exposant  fractionnaire  eût  disparu^  comme  dans 
l'analyse  précédente.  L'hypothèse  d'un  exposant  négatif  coxi- 
duirait  à  la  même  conclusion. 

284.  L'égalité 

—^=A  +  Bx  +  Cx*+  Dx3+  etc., 

qui  a  lieu  entre  une  opération  indiquée  et  le  résultat  dé  cette 
opération,  s'appelle  identité.  C'est  ainsi  qu'on  nomme  en  général 
toute  égalité  entre  une  expression  non  développée  et  son  déve- 
loppement. L'identité  diffère  de  l'équation  en  ce  que  celle-ci 
n'est  satisfaite  ,  comme  nous  l'avons  vu  dans  les  deux  prenùen 
degrés,  et  comme  nous  le  verrons  bientôt  dans  les  degrés sà- 
périeurs ,  que  par  un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  x , 
tandis  que  Tidentité  a  lieu  pour  tout  nombre  pris  pour  X  \ 
c'est  même  en  cela  que  consiste  son  caractère  distinctif. 
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a 


Soit  >  en  second  lien ,  la  fraction 


dont  on  demandée 


le  déreloppement  snivant  les  puissances  ascendantes  de  x  ;  on 
jK)sera  l'identité 

H  "^  O  X 

A,  s,  C  f  etc.  étant  des  nombres  à  déterminer  :  multipliant 
^e  part  et  d'autre  par  le  dénominateur  (/  -^  b'x ,  puis  faisant 
itont  passer  dan^'nn  mênie  membre,  il  viendra 

K>z=:jid+B(^\x+Ca^\3d'+Da'  x^-fetc. 

Pour  évaluer  les  indéterminées  A,  B,C,  etc. ,  il  faudra  ; 
d'après  le  principe  démontré  ,  égaleif  séparément  à  zéro  les 
coeffîciens  de  chacune  des  puissances  de  x  ,  ce  qui  donnera 
les  égalités 

Ad '^   c   =o 

ÈdJ^AV:=iù 

CJ.+  BV^o 

rDa'+  CV  =10 
etc. 


desquelles  on  déduit  * 


l 


a 

a 

a 
etc. 


Chaque  coelficient ,  à  partir  du  second  inclusivement^  est  donc 

épi  au  précédent  multiplié  par  la  fraction ;  qui  est  immé- 

Platement  donnée  par  le  dénominateur  a'-^  b'x  de  la  fraction 
-proposée.  Cette  loi  riemplace  le  nomblre  inBni  d'équations  ,  né- 
cessaire pour  évaluer  pareil  nombre  d'indéterminées ,  et  elle 
dispense  de  pousser  plus  loin  les  calculs  :  cette  remarque  im- 
portante doit  ^tre  fréquemment  rappelée  à  l'élève. 
Soit  encore 

9 

^^^1j;i  -A  +  BX  +  Cxi^+  Dx>+  etc.  ; 
a  -t"^  x^c  or 


l 
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•n  opérant  comme  dans  le  cas  précédent,  il  viendra 


x'+Da'jx'+etC. 


~     a  +Jl/\    +BV 

—     b  I    +A(!      +Bc' 

Egalant  séparément  à  zéro  les  coefficiens  de  chacune  des  pu 
sances  de  x ,  on  obtient  pour  la  détermination  des  coeffidi 
jt,  BfC^  etc. I  les  équations 


jic^^  a  =    o 


A^ 


a 


Ba'  +  AV---    ft  =  o|  yBzrz-^^A+K 

desquelles  1  a  a 

Ca'+Bb'+Ac'  =  o[  ondédùit  \C=— Ç^— 4^ 

a  a- 

a  a 


D(^Ji^Cb'+Bc'  =  o\ 


etc.  '  V  etc. 

On  voit  qu'à  partir  du  troisième  coelBcient  C  inclusivement 
un  coefficient  dépend  toujours  des  deux  précédons ,  de  éorl 
que  si  P ,  Q  et  R  sont  trois  coefficiens  consécutifs ,  on  aura 

'     Ra'  +  Qb'+Pc'=o,     d'où     R=:_^Q  — ^P. 

Les  deux  premiers  coefficiens  une  fois  évalués ,  donnera; 
donc  tous  les  autres. 

Faisons  une  application  à  la  fraction  — ^ :  en  It  com 

1— a>— X* 

parant  avec  _^^-^^,  on  aura 


donc 


i,     B-^A— 2=10,     C— i?— >dfr=o,     D^C-^Bzr^^ 
fl— P— Ç=o; 

et  conséquemment  chaque  coefficient,  a  partir  du  troisièn 
inclusivement ,  est  égal  à  la  somme  des  deux  qui  le  précède! 

ai 
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n'est  AÎ^é  dç  conclure  des  cas  particuliers  ci-dessus  ^. 
fraction  rationnelle  de  la  forme 


n—i 


a'                   et 

/ f   » 

/    > 

a                    a 

a 

d-J^b'x+cjc^  + +  9'a;*    ' 

a  lieu  à  une  suite  dans  laquelle  le  coefficient  d'un  tenn« 
ique  ^  dépendra  d'autant  de  coeRiciens  immédiatement 
3ns  y  qu  il  y  a  d'unités  dans  le  plus  haut  exposant  de  x 
lominateur ,  en  observant  que  cette  loi  ne  commence 
lanifester  qu*àprès  un  sombre  de  termes^  égal  4  celui 
Bérateur*  Les  coei^iens 

b' 

quels  il  faut  miStiplier  ceux  qui  précèdent  celui  qu'on 
yaluer ,  portent  conjointement  le  nom  i^échelle  de 
n.  Les  suites  résultantes  du  développement  des  fractions 
lell^s  I  ont  été  appelées  suites  récurrentes  ,  parce  que  < 
brmer  cbacun  de  leurs  termes^  il  faut  recourîr  à  ua 
i  nombre  de  termes  précêdens. 

Nous  pouvons  appliquer  la  méthode  a  quelques  déve-» 

lens ,  et  d*abord  à  oehu  de qu'il  nous  importe 

naître.  Nous  supposefoûs  donc  ,  m  étant  un' nombre  en- 
jsitif ,  . 

—  =  u"-' +  -/^tt"*"*  +  Bu"^-^ -f  y^-\ 

crvantque  pqur  v=  o ,  le  développement  doit,  comme  la 
m ,  se  réduire  à  u"**"*,  ensorte  que  v  doit  être  facteur  dans 
ifEciens  A,  B,  C,  etc. ,  et  qu'aussi  pour  u  ==  o ,  le  même 
nt  doit  se  réduire  à  v*"""'.  La  forme  adoptée  satisfait  à 
nditions.  Multipliant  de  part  et  d'amtre  par  14 — f ,  on 

t 


z=:U^^^ 


u'^'-^B 


•^v  I        — ^y         — By 


j^m-a^.(0 


^""l  + "h^y^—^'^y^. 


.»S 
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d'où  Ton  tire ,  après  les  rédactions ,  ces  relationè 

^—    v=o^  Ç  A-=  i/ 

JB  —  Av  =  o  l  |A  =  v* 

C  •—  iBi/  =  G  \  qui  donnent  /    C  =  v^ 

D  —  Cv=o(  |z>  =  v* 

etc.  J  \       etc.  • 

Donc 

In  fil 

et  conséquemment 

i^m  —  v"*=(tt  —  v)  {a"*""'  -{-  vu"*";*-4- +  v*^'}. 

287.  Supposons  que  le  polynôme 

a:"+  ^x«-*  +  ^x«-«  +  Ca;'»-^ .7»^  ^  ;t^ 

dans  lequel  m  est  un  nombre  entier  positif^  ^^  B  ^  C,  ,.Tétf 
des  nombres  donnés,  soit  exactement  divisible  par  a;  — Ci 
.  a  étant  un  nombre  qui  satisfait  à  cette  condition  ,  et  cherchoni 
le  quotient.  Nous  poserons 

=  (x— a)  (x"*-»+^':r"-»+i&'x"»-34. -J-^x+TOf 

où  -<^,  -fî' 5',  T"  sont  des  coefficiens  à  évalaer.  A 

cet  effet ,  qu'on  effectue  la  multiplication  indiquée  dliis  k 
second  membre  ,  et  on  observera  que  pour  composer  ^  par 
exemple,  le  terme  af^"^  du  produit ,  il  faut  au  produit  par  X 
du  terme  a:"*"'"""*  du  multiplicande  ,  ajouter  celui  du  taa$i 
suivant  or^""  par  '— •  a ,  et  que  telle  est  la  loi  de  formatioii  dp 
tous  les  termes  du  produit.  Cela  fait,  on  feira  passer  tour  les 
termes  de  Tidentité  dans  un  seul  membre ,  et ,  conforméiiuiK| 
au  principe,  on  égalera  successivement  à  zéro  le  coefficiert 
de  chacune  des  puissances  de  a: ,  ce  qui  revient  évideiiinieDt| 
é.  égaler  les  coefficiens  des  mêmes  puissancesde  x  dans  les  den: 
membres  de  l'identité  quon  obtient  immédiatement aprift 
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multiplication  par  x—a.  On  voit  donc  bien  clairement  gu  ayant 
une  identité  entre  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  x,  on 
peut  établir  des  égalités  entre  les  coejffîciens  respectifs  des 
mêmes  puissances  de  x.  C'est  un  principe  qui  sera  fréquem- 
ment invoqué  par  la  suite.  On  aura  donc 

A^A'—a    1  CA'—a+A 

jB  =  ^' — a^'  I  \b'  =  a^+Aa  +  B 

C=  C—  aB'  I  I  ^ = «^+^a»+  ^a  4.  C 

)  â  ou  «  I  •  I  I 

etc. 


!r'=a«-^>dfa"-*-fJ5a"-34.. . .  ..4.7I 

Ces  valeurs  reportées  en  place  de  A\  ff >  7^  donnent 

le  quotient 


aï 


ifll— •, 


4- 


.r 


m^ 3. 


4-  c^ 


x«-^+. 


4-^a  +^a' 

4-5  +5a 

-f-C 
4.  ^"^14.  ^a«-*  4-  ^a"'-^^ ..... .  .4-  T. 

Cette  "expression  nous  sera  utile  pat  ta  suite.   *« 

â88«  Vérifions  la  possibilité  de  cette  transformation 

•cuc^^  jjpa^^^  -^  jI  ^x-^rCf^B  {pc—ny^C  (x--7ï)4.Z7  ; 

itt^b  t  c  y  d,,. ,  .n  étant  des  nombres  donnés  ,  et  A^B,  C  ^D 
^es  coeificiens  inconnus  qu*il  s'agit  de  déterminer  d'après  la 
.condition  que  l'identité  supposée  ait  lieu ,  ou  que  le  second 
'inembre  soit  tel  qu'après  les  opérations  faites,  il  se  change 
~':  diana  le  premier.  On  trouve 

^'  ^   ^bf-h bx'^+cx 4-  d=  Ax^-^SAn  I  x'»4- 5An^ 

+  B      1      —nBn 
4-.C 


+  Bn'' 

—  Cn 

+  D, 


^S$iron  égale  1.0§  coefficient  âes  mêmes  puissances  de  x{p,%'j)^ 


s 
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on  trouve 


B—ZAn=b 

C—iiBn+3Jn?=c 

conséquemment 

Si  Ton  veut  que  la  transformée  procède  suivant  les  puissance! 
de  j?  — *  1 ,  il  faut  supposer  n  =  i  ^  et  alors 

+(3a+2b+c){x—  i  )-Hz+J-f<-4-d. . . .  (i). 

Examiupua  Ib  mode  de  composition  des  coefficiena  de  cette 

'  transformée^  Si  l'on  écrit  sur  uue  ligne  1^  coefficiens  de  h 

proposée 

a,     b,     c,     d; 

et  qu'on  fasse  les  sommes  successives  du  premier ,  des  denx 
premiers ,  des  trj^s  premiers ,  et  en  En  de?,  quatre  ,  on  aura  ctttt 
suite  de  sommes  premières 

a,     a+b ,     a+^+^>     a+^+c-f-d^ 

dont  la  dernière  est  le  terme  tout  connu  de  la  trançformé^  en 
X  —  1.  Si  on  fait  la  somme  d'une,  de  deux,  et  enfin  de 
trois  de  ces  sommes  premières ,  oïk  obtiendra  ces  sommet 
secondes 

a  ,     2G  +  6  ,    3a  +  20  +  c , 

dont  la  dernière  est  le  coefficient  de  x  —  i .  Si  on  Cdt  la 
somme  de  la  première  ,  et  celle  des  deux  premières  de  ces- 
sommes  secondes ,  on  aura  les  sommes  troisièmes 

a ,     3a  -f-  6  , 

dont  la  dernière  est  le  coefficient  de  (:ç:— 0*.  Eufiq  la  somme 
dé  la  première  q^  ces  sommes  troisièmes ,  que  nous  appelU- 
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toaê  mmme  quatrième  ^  c'est-^-dire  >  a  ,  est   le.  coefiicient 

Ayant  ainsi  fofmé  lei  coeificiens  j4,  B  ^C  ,  D  de  la  trans- 
.  formée  en  x-^i  ,qvLOUp09e  dans  (1) 

X  —  1  =y  ; 
ce  qui  donnera 

M  on  paeeeia  a  la  tranâformé^  en  jr  -*—  1 ,  que  nous  représen* 
fierons  par 

^Cy-^y+B'iy^iy  +  Ciy-i)+  ly 

=  A' (x—sày+  ^  (a;— a)»+  C  {x  — a)+zy  , 
A,B\  C^ty  étant  des  coefficiens  qu*on  sait  calculer.  On  pas* 
sera  de  la  même  manière  à  la  transformée  en  x — 3  ^  et  ains* 
de  suite. 

S*il  manque  dans  le  polyaol&e  un  ou  plusieurs  termes  >  il 
^  faut  les  restituer  sous  les  coeificiens  zéro  y  aCn  de  pouvoir  for- 
^  mer  les  coefficiens  des  transformées  d*aprés  Y  algorithme  établi , 

lequel  sert  de  fondement  à  la  nouvelle  méthode  de  M.  Budan  , 

pour  la  résolution  des  équations  numériques. 
^       Nous  nous  bornerons  ici  â  une   seule   application  de  ces 

transformations.  Qu'on   ait  à  extraire  la  racine  cubique  du 

polynôme 

or^— 3a*4-3a?—  1, 

oa  en  déduira  la  transformée  en  x —  1  qui  sera        / 

1  (a:^i)3  4.o(x— i>*+o(a;— 0  +  0=  (x—  i)\ 

dont  la  racine  cubique  est  a:  -—  1 . 

ùSq,  La  formule  du  binôme  donnée  (chap.  la)  »  ^*^  ^^^  dé- 
montrée que  dans  le  cas  de  m  nombre  entier  et  positif;  nous 
allons  la  généraliser,  c'est-à-dire  ,  retendre  à  m  nombre  frac- 
tionnaire positif  9  négatif  et  incommensurable. 

Nous  poserons  toujours 


m 


(^i+xy^i  +  Jx  +  Bx^-i^Cx^+etc. 


'  p 


comporter  n    valeurs  ,    que   le   déveleppement    est   mi 
comme  Texpression  non  développée 


m 


mais  des  n  racines  de  l'unité ,  nous  ne  considérerons  ic 
la  racine  i .  On  aura  en  même  temps 


m 


(i+y)»  =  1  4-  Ay+By*+  <y  +  etc. 
Si  Ton  pose 


m  rrt 


d'où 

i+a:=:u",     i+y  =  v«    et    u" — v»=:x-^y; 

on  conclura ,  après  la  division  par  x  — j^ ,         ' 
mais  d'ailleurs  on  a  trouvé  (286) 

j^m j^m  ->.  Çy l/)(u^-'-}-Va"»-*4-i;»u"'-'+  ,  .  .  .  -f4/»- 


f 
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GOinme  il  est  permis  ,  x  =^  ,  auquel  cas  u  =  1^  ^  on  obtien- 
dra l'identité 


,m— 1 


^+2^^+3Ca:»+4Z)a:'+etc.=  ^^^1/  =  -  .  ÎL. . .  .(i»f)., 


Après  avoir  remplacé  u"  par  le  développement  de  (1+^)"»  ®^ 
?   multiplié  de  part  et  d'autre  par  u"=  1  +^«  on  déduit  de  (J^l), 


* 


af+4D  j  jcP+5E  I  x»+etc. 
4^C  I      +4^ 


gr      == 1 —  Ax'\ —  Bx^-^ —  Cr^4-—  Dx^-i^  etc. 

Ii  n        n  71  71  /t 

De  la  comparaison  des  deux  membres  *,  résultent  ces  équa- 
tions : 


^=2 

n 


m 


n 


sB  -f^  A=:^A 

n 


5C  +  !xB=^  B 


n 


iÊ+4D:^^ï> 


B  = 


qui  donneront  J  C=i 


D=z 


n 


£  = 


,  ("-^)» 


etc. 


etc. 


La  loi  suivant  laquelle  ces  ceeBtciens  dérivent  les  uns  àea 
antres^  est  facile  à  saisir;  et,  sans  multiplier  cei  relations  ,  on 
peut  j  par  son  secours ,  écrire  autant  de  ces  coeiliciens  qu'on 
Tondra.  Si  pour  A  ^  B  ^  C ,  etc. ,  on  reporte  leurs  valeurs 
dans  les  expressions  de  B  ,  C  ,  etc. ,  puis  qu'on  les  écrive  dans^ 


le  développement  hypothétique  de  (1  +x)'',  on  aura 


as(^ 


£  L  É  M  E  If  s 


m 


m 


(i+xY  =1 H — X  + 


-  arr+*« .    -       «> or 


1.2 


,^e-X"-'X?-^)"''', 

+  ~" ..».a,4  J'4-Mc-. 

formule  qui  n'est  autre  que  celle  donnée  (176)  ,  eàjcban-- 
geant  m  en  —,  a  en  x ,  et  supposant  x  ===  1 .  On  obser-? 


yera  que  le  développement  de  (1  -(-j:)"  ïi'est  pas  terminé 
ou  composé  d*un  «ombre  fini  de  termes  ,  ainai  qu*il  arri?e 
dans  le  cas  de  l'exposant   entier  ;   ce  qui  tient  i  ce  que  k 


nombre  retranché  de  —  dans  chacun   des    facteprs ,  étant 

n  .        ' 

toujours  entier  ,   la  différence   entre    une    fraction    e%  ce 

nombre  entier ,  ne  peut  jamais  être  nulle.  C'est  par  cette  différ 

rence  que  s'arrête  le  développement  ^  dans  le  cas  de  YtxgOz 

sant  entier  et  positif. 

Par  la  supposition  x  =  ±:-  ,  la  formule  précédente  de^ 

yiendra 

(AO...(a±:i)«  =  a"{i±-.- ^© 

m  (n — m)  (an — m)  /i\^  1 

Dans  le  cas  de  l'exposant  fractioniïaire  négatif,  m^Hitiit 

—  771 ,  ensorte  que  l'expression  — ^  emplo3rée  dans  Tanar 

Jyse  précédente  ,  se  change  en 

mais  dans  l'hypothèse  x=y  ,  auijuel  cas  i^  =  v,  on  a  Visqns 


V 


m   _  .,m 


m  u 


m 


W 


n' u"  * 


p'A  L  G  Ê  B  R  E.  ^7 

14"-"»—  tT'^  ml      u" m  w*  ^ 

ensuite  que  supposant 

ir*=  (i  -|rr)'*=  i  +  ><'x+  B^3d^+  etc., 
on  a  Tidentité 


qui  ne  diEFère  de  (3f  )  que  par  le  sîgue  d^  m.  Les  coelHcient 
ji\  B\  C y  etc.  seront  donc  composés  en  —  —  de  la  même 

manière  que  les  coefficient  A ,  B  ^  C  ^  etc.  Te  sont  en  ~.  Ce 


m 

n 

m 

développement  ne  peut  pas  être  terminé  par  la  raison  allé-» 
guée  ci-dessus. 

.  On  aura  donc  cette  formule 


Nous  offrirons  de  la  formule  du  binôme ,  dans  tous  les  eaa 
ûe  l'exposant  m,  deux  autres  démonstrations  remarquables  par 
leur  simplicité. 

1®.  En  supposant  d'abord  m  nombre  entier^  nous  poserons 

(i  -|-ar)"»=  1  +Ax+B2^+  Coc^  +  etc (O.), 

-ffoii  Ion  déduit ,  en  élevant  au  carré  de  part  et  d'autre ,  et  or-r 
dannaq;t  suivant  les  puissances  de  a;  ^ 

ii+xy^^ii  +  QAx  +  A^   x*  +  2C    |a:S  +  etc (i); 


+  2B 

m^is  d'ailleurs 


+  iiAB 


(i  +  a?)»"  =  {(i  +  x)*)*  =  (  1  +  2X  +  a:»  )'^, 
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et  remplaçant   dans  Tidentité  (O)  x  par  a:e-(-^>  on  Aw 
cet  autre  développement  de  (i+a:)*"*^ 

(i+x)'^=i+2Jx+  A  x^+4B   x^-f-etc (a). 

+4B       +SC 

Les  seconds  membres  des  identités  (i)  et  (a)  donnent 

-1-    I         %  m  1.2.3 

etc.  .)         V  etc. 

II  reste  à  déterminer  le  coeiRcient  j4.  Or  j4  est  une  fonctioi 
de  m^  telle  qu'elle  devient  double  quand  pour  m  on  écrit  om, 
ainsi  qu'on  le  voit  en  passant  du  développement  de  (i+'ï^)"« 
celui  de  (  i  +  x  )^"*.  Soit  donc 

^  ==  a  -f  6/71  +  cm*  +  dm^  +  etc. , 

o,  6  ,  c,  etc.  étant  des  coefliciens  indéterminés  :  on  aura, 
d'après  cette  propriété  de  la  fonction  A  y 

2^  ==  a  +  aô/n  +  4c7n* -f  Mm?+  etc (3); 

mais  on  a  aussi 

qA  =  sa  +  abm  +  2cm*  +  2^/771''+  etc (4). 

Or  les  deux  seconds  membres  (3)  et  (4)  ne  peuvent  former  um 
identité  qu'autant  qu'on  a 

a=o,     c=o,     €^  =  0,     etc.; 

il  reste  donc 

A  =  i/M  ; 

et  conséquerament 

^     .      N-  17.    mbCrnb  —  1)    .    ,     ^ 

(i+x)'^=:iA^mbx'4 ^ X*  4.  etc. 

^  '  *  1.2  ' 

Mais  dans  l'hypothèse  tti  =  1  ,  on  a 

(1  +0:)"*=  i+x, 
et  en  même  temps,  d'après  le  développement  précédent, 

1  +  or  =  1 -J- tx+ etc. , 
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la  comparaison  des  coeJHciens  de  x,  donUe  cette  déterminatioa 

de  fe  ,      • 

b=:z  1  ^     donc     ji  :;=  bm  ==:  m, 
Ensorte  que 

(i+x)"»=i+ma:^— -^i ^ac*+  — ^^ '-^ 'jc?+  etc. 

Cette  démonstration  est  extraite  d'un  ouvragé  ayant  pour  titre  : 
JElementi  (Tjilgebra  diPietro  Paoli,  P.  P.  dette  mathematiche 
superion  ,  nelV  universita  di  Piza.  Tom.  i.  Piza  DDXCIf^i 
mais  il  est  bon  d'observer  qu'elle  s*étend  aux  cas  de  l'exposant 

fractionnaire  positif  et  négatif.  En  effet  ^  pour  771  =  ^ ,  lea 

identités  (1)  ,  (a),  et  la  détermination  A=zbm=^  -^  ont 

,  encore  lieu ,  en  supposant ,  comme  qn  l'a  fait , 

p 
(i+a:)î=i  +-^x  +  ^x^+Car'+etc,, 

•n  serait  donc  conduit  à 

(  1  +  x)»  =  1  4.  C  io:  +  etc. , 

Xfr  f  en  élevant  de  part  et  d'autre  à  la  puissance  q^  on  obtient 
pour  les  deux  premiers  termes , 

(  1  -+-xy  =  I  +  pbx+  etc^ 
•t ,  pour  p  =  1 ,  on  a 

l  ^x=:  1  -^bx  -^  etc.  ,     d'oui    i  s=:  1  , 
^onune  ci-dessus  ,  et  conséquemment , 

7 


I  'f 


Lorsque  m  devient  —- ,  on  en  vient  encore  à 
par  l'élévation  à  la  puissance  q  ,  on  obtient 


3CÛ  £  L  É  -M  E  fC  s 

Pour  p=  1  , 

(  1  +  ^)""'  =  — ! —  ==1  —  bx+  etc.  :    '^ 

d'ailleurs 

1 
• — : —  =  1. —  x-f-  etc.; 
1  +x 

donc 

1  —  xHf-etc.  =  1  —  ix  +  etc. , 

et  conséquemment  6  =  i  ,  c'est-à-dire , 

^  =  m  =—  -^ 

â*.  Pour  m  et  n  nombres  entiers  positifs^  on  a  ces  d 

}(q>peniens 

^     .      N-  .  j    m  (m  —  i)    - 

(i+a;)"*:3=i  +  maî  +  — ^*- — -  ^ 

1  *2 

:     4.î2i2zilI(|Lir^^+etc 

1,2,0 


(i-+-x)'»  =  i+  ncç'\ ^ r-^  X 

I      X    «  «a 


a 


dont  le  produit  est 


1.2.3  * 


(14-37)"  =  i+(>n+yi)x+      ^  ^^    ^ i  x^ 

12 

,Xpi+n)  (m+n— 1)  (771+71—2)  ^       ^^^ 

12  3 

Si  donc  on  pose 

on  aura  cette. propriété 

/('w)X/(n)=/'(m  +  7i) (1), 

caractéristique  de  la  fonction  ou  de  lexpression  désignée 
jf,  qui  consiste  en  ce  que  des  polynômes  tels  que  ceux  qui 
représentés  ici  par /(m)  etfÇji)  ,  étant  multipliés  entre  < 
donnent  un  produit  composé  en  m  +  n  exactement  de  la  n: 


D*'A  L  G  È  É  H  t,  3oi 

manière  que  chacnn  des  fiacteurs ,  Test  en  m  ou  en  n.  Si  Toa 
change  dans  (i)  m  en  m  +  p,  il  viendra 


ou 


On  aurait  une  semblable  identité ,  quel  que  fût  le  nombre  des 

fonctions  multipliées  entre  elles  ;  et  comme  elle  s'établit  entre 

'    un  produit  fait  et  un  produit  indiqué  ^  elle  aura  donc  lieu  pour 

tm  nombre  k  de  facteurs  tels  que  f(  rj ,  ensorte  que   . 

./©></(Dx4):-=^-+^+l--)=«''- 

puisque  ^  X  i  ==  A  l  donc 

1 

(attirant  de  part  et  d'auti^e  la-vacine  k  ,  on  obtient 

/(t)-CfW3V 

ais  h  étant  un  nombre  entier  et  positif ,  on  sait  que 
Â^^is  la  notation  du  déTeikippemeitt  correspond^mt ,  ®s*/(t)> 


comme  le  signe  f  qui  indique  ou  qui  révèle  cette  forme 
développement ,  ou  sa  composition  en  exposant ,  n*a  pas 

h 
mgé ,  on  conclut  quQ la  formule  de  la  puissance  r  de  (i+o:), 

^^ftçc  que  devient  celle  de  la  puissance  m"%  en  changeait 

s  cellê'-ci  m  en  ?.  Oflu  a  donc 
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Passons  au  cas  de  Texposant  négatif.  On  a 

etc. 
conséquemment 

fi—rn)  X  /(-  «)  X  /(-F)  etc. 

f(^)X/(n)X/(p)etc.      /(m+/i  -f-  p  -f-  etc.)* 
et  par  les  mêmes  hypothèses  que  ci-^essas  , 

— *  /   An 

Ainsi  le  développement  de  (  i  +  x)  *  est  noté  par/r— rjj 

i 

c'est-à-dire  qu'on  l'obtient  encore  en  changeant  m  en-yrr 

i, 
dans  le  développement  de  (i  +  r)"*.  Cette  analyse  est 4* 

au  célèbre  Euler. 

La  formule  générale  jB^étend  donc  à  tous  les  cas^  mênwij 
celui  de  l'exposant  irratipnnel  auquel  on  peut  toujours  sn 
tuer  une  fraction  telle ,  c|ue  l'erreur  soit  plus  petite  qae 
nombre  donné. 

290.  Pour  accommoder  la  formule,  (iV)  aux  applicatÎDi 
numériques ,  nous  l'écrirons  comme  il  suit  : 

mm  ^  .      »  ^'J 


m  b         n^-^m  b    .      an— Tji    6       ^ 

_— . — -etc. 

3      na 


g  J«lL^7^       »  f    _i_  ^  ^  n»— m  b    . 

(        /i  «     '^      %     na    ^ 
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ï  p  réprésente  le  second  terme  —  >  9  le  troisième  terme 

. — »— ^. — '.  et  ainsi  de  suite.  Qu'on  ait  maintenant  à  ex- 
SL       na  ^ 

'aire  la  racine  n'^'"<  d*un  nombre  qui  n'est  pas  une  puissance 
e  Tordre  n  :  on  supposera  m  =  i  ,  puis  on  cherchera  dans  la 
ombre  proposé  la  plus  grande  puissance  n  qui  y  soit  com- 
prise 3  et  la  désignant  par  a ,  on  retranchera  ce  nombre  a 
tu  nombre  donné ,  et  désignant  le  reste  par  b ,  on  aura  dé- 
composé le  nombre  proposé  en  deux  parties  a-}-  b.  Soit ,  par 
xemple  ,  à  extraire  ,  à  un  cent-mil iième  près  ,  la  racine 
ixième  de  65  :  on  prendra  dahs  65  le  nombre  64  qui  est  le 
>vhe  de  4>  ^t  conséquemment  la  sixième  puissance  de  a , 
^nsorte  que 

6 

^/a=î=fl,     i=65— 64=1,     m=  1 ,     71  =  6 
3onc 

=  2  { 1  +  o,ooa6o4a  —  0,0000169  +  0,0000002— jçtc.} 
=  3,oo5i75o,  etc. 

On  8*est  arrêté  au  terme  0,0000002 ,  parce  que  celui  qui  suit , 
contient  plus  de  sept  zéros  immédiatement  à  la  droite  de  la 
virgule ,  et  qu'ainsi  il  ne  peut  influer  sur  l'approximation  de- 
mandée. 

1291.  Il  peut  cependant  arriver  que  le  nombre  b  qui  est 
le  complément  de  la  plus  haute  puissance  n'^""  au  nombre 
proposé^  soit  très-peu  différent  de  a  ,    et  alors  la  fraction 

i 

-  est  presque  l'unité  ,  et  la  série  ne  converge  pas  assez  rapide- 

ment  pour  qu'on  puisse  s'en  tenir  â  un  petit  nombre  des  pre- 
miers termes  (95).Voici  le  moyen  auquel  il  faut  recourir  dans  ce 
cas.  Prendre ,  au  moyen  de  la  formule  elle-^même ,  la  ratine 
jjem.  ^j^  nombre  proposé  avec  une  première  approximation  de 
dêux  ou  trois  décimulef  ;  élever  ce  résultat  à  la  puissance  n , 


,    I 
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ce  ^ui  donne  Jl  l  puis  écfire  pour  b  la'^fférencè  dû   no 
proposé  à  cette  puissance  i  alors  b  diffère  beaucoup   d 

ensoHe  que  la  série  ordonnée  suivant  tes  puissances  i 

devient très-convergente y  et  il  nefaut>  (fu^en  calcideriia 
nombre  des  premiets  termes. 

Proposons -nous  a  par  exemple  ,  de  tfouTer  la  racine 
quième  de  iGigoo  avec  tine  approximation  Se  doûàce  c 

maies  :  on  a 

^  n*=  1610S1  5 

dono 

a:=:|6io5i|    «t.  ir=:S49* 

aubatitoant  dans  la  fe^mnle  prise  atec  deult  termes  deukftii 
on  trouvera 

Elevant  ce  nombre  à  la  cinquième  puissance  ^  il  vient 

i&i^i  ,3?85^3iioao72883a , 

que  nous  ferons  encore  =  a  \  donc 

i  =  a^—  161900  =  31,3787.3^9  àQ7flS83fl* 

Ecrivons  pomt  4  «it  b.  ces  deux  nombres  daps  la  £cff«i«Ie  ; 

trouvera  enân 

5  ■  ■  ^  ^_  ,_ 

V^Toigoo  ==  11,01 1  S73i8oSg* 

flga.,  Ce  qui  précède  nous  conduit  naturellement  a  jparler 
la  formule  de  Haros  y  que  ce  géomètre  m*a  cc>mmiini<]aée  ds 
îe  temps.  • 

Représentons  par  a^-^^b  un  nombre  quelconque  dont  on 
à  extraire  la  racine  dû  degré  n  ^  «t  posons 

V/^?+T=a+?;    d'où    a»  +  i:?=(a+9«)  i 
et  retranchant  a"  de  part  et  d'autre ,  il  viei^t 

b=q  {«a-+ 2fcili»-»,7-f.  ^te^J^Z:î?«-r*,«+  etc.  j 

i 
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Vo&  on  tirera 

b 

^  ~  nin — 0        ]     .   nCn — i)(n — 2)    „   ,  ^ 

3i  7  doit  être  une  fraction  très-petite,  on  pourra  négliger 
^is^à'Vis  de  Tia""*  les  termes  qui  sont  multipliés  par  q ,  et 
on  aura  une  première  approximation  de  9  ^  que  nous  ^dési- 
gnerons par  (f ,  ensorte  que 

._      b 

>i  Ton  prend  dans  le  dénominateur  les  deux  premiers  termes  , 
Dn  trouvera ,  après  les  réductions , 

b_  1 

^~  na'^-*^       ,    n—i     ' 


•a  + 


2 


ît  écrivant  dans  q  pour  q  sa  première  approximation  (f^  il  en 

résultera  une  autre  valeur  de  q  plus  approchée  que  la  première, 

]ui  sera 

y  h  i  aab 

^  na^"^  ,  n  —  1       b  a7ia"+(/i — 1)6* 

a  A 

'       a 

Donc 


na''^^ 


V/a"±:  b=ia±Lq=ia± 


2/ia"it:(/i — 1)  b' 
Cette  formule  donne  pour  n=  2  ,  n  =  3,  etc. , 

|/^^^±î  =  a±:-4!r-r->   \/S^^Î  =  a  zh^-^  ,  etc. 

^a^±.b  oa^::îLb 

Si  le  nombre  dont  on  se  propose  d'extraire  la  racine  cubique, 
ïst  45873642 ,  on  prendra  le  cube  le  plu»  approché  en  dessus  , 
karce  qu'il  diffère  moins  du  nombre  donné  que  le  plus  grand 
•ube  inférieur  ,  et  le  désignant  par  a\  on  aura 

0^=45882712,.    bz=. — 9070,     0  =  358. 

20 
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La  formule  ci-dessus  donne 

=  358  (i — OjboooGSg) 
=  358  X  0,9999341 
=  357,9764078. 
Soit  encore  à  évaluer  


a3 


après  avoir  trouvé  que  \/  9"  >  ^^  1/7*6666,  etc. ,  a  pour  ses 

quatre  premiers  chiffres  2,768  =  0»  je  carre  ce  nombre,  et 
j*ai  7,661824  =  ût*  f  ^"^  f  ^té  de  7,6666 ,  etc. ,  donne  pour  reste 
0,004776,  etc.  =  6.  Donc,    dans    la    formule,   le  terme 

donne  0,000862582340,  et  de]  là 


Jia'+b 


a  + 


!^ab 


=2,768862582340. 


4a'+b 

On  peut ,  à  l'emploi  des  logarithmes,  substituer  celui  des 
formules  précédentes ,  lorsque  TapproximatioA  requise  ne  pent 
être  donnée  par  les  tables. 

293.  Nous  allons  donner  une  série  annoncée  (aSa)  an  moytt 
de  laquelle  on  peut  calculer  très-commodément  le  loganthmi 
d*un  nombre. 

Le  développement  de  (14-6)"*  que  nous  venons  de  démon- 
trer pour  tout  nombre  m ,  jouit  de  cette  singulière  propriété 
que  si  on  l'ordonne  suivant  les  puissances  de  l'exposant  m,  U 
coefficient  de  771,  offre  h  développement  du  logarithme  de  i+i^ 
suivant  les  puissances  de  b.  En  effet,  si  on  effectue  les  opél» 
tions  indiquées  dans  les  coefficiens ,  et  qu'on  groupe  s^arf- 
ment  les  termes  multipliés  par  771, 771',  m^,  etc.,  on  trouvm 
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(i  +  b)'^=i+    b  ^m-hBm*+C/7i*-f-  etc.;, 

a 
+  5 

4 

etc. 
oà  B  ,  C ,  D  y  etc.  représentent  des  in&nitinomes.  Posons 

â  D         4 

et  examinons  ce  que  deviennent  en  même  temps  (i+ft)"* 
et  m  A ,  lorsqu'on  attribue  une  suite  de  valeurs  à  m  : 

à\  ^=2  \  correspondent  \  (*+  i)*  >  et  <  a-4 
m=3i  fO+4)n       Isa 

etc.    3  v     etc.     J       \  etc^ 

Mais  de  ce  que  mA  croît  en  progression  arithmétique  ,  lors- 
jue  (  1+6)"*  croît  en  progression  géométrique^  il  suit  de  la 
définition  des  logarithmes  donnée  (chap.  i6)  ^  et  dans  tous  les 
Traités  d'Arithmétique,  que 

Mésignant/ogaràAme  pour  une  base  qui  n'est  pas  encore  connue,' 
et  que  nous  désignerons  par  e.  Mais  n  étant  le  nombre  i  +6 
pour  la  base  e,  et  son  logarithme  étant  x\  si  Ton  désigne  par 
X  le  logarithme  du  même  nombre  n  pour  une  autre  base  a 
donnée,  on  a  (pS^}  la  relation 

Si  l'on  prend  de  part  et  d'autre  les  logarithmes  pour  la  base  e  ; 
ogarithmes  qu* on  est  convenu  de  désigner  par  /  ,  et  qu'on 


•• 
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observe  que  /e  =  i  i  on  aura 

xla  =r  x\    d'où    a?  =  2"  ,' 

et  pour  a  =  lo, 

Z/i  1 

ensorte  que  les  logarithmes  rapportés  à  la  base   lo  ^  seront 
donnés  par  la  ^érie 

1     f        6»       6'        M              1 
log(i+i)  =  2;^^{i--+^-^+etc.} (flf). 

On  observera  que  le  logarithme  Z.io  serait  donné  par  lasirii 
précédente  ,  en  y  faisant  l,\o:=^\  eti=:9,  parce  qu'alors 
log(i+^)  ou  ^og  lo  se    changerait    dans  l\o  ^  d'après  b 

relation  a:  =  ^ qui  devient  xz=iaf.  Mais   d*abord  nooi 

chercherons  à  rendre  la  série  de  log  (  i+i)  convergente  (^5)  : 
à  cet  effet ,  nous  en  déduirons  par  le  changement  de  +  i 
en  —6, 

logO-i)  =  2^{-ô-Ç-|-f+etc.}....(2V'); 

ensorte  que  si  de  (iV)  on  retranche  (iV"')  ,  il  viendra 

Posant 

T  =1  +  -,     dou    6  = ; 

•n  aura ,  par  ces  substitutions  , 


•t  de  là 


~/.io{2/i4.i"*"3.(2/i+i)3  +  ®^^7» 


log  («+  i)=log 71-1-1 — 1 f-;?^ T-, 


'5Cq;4o^+'^'}-^^^' 
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pour  /.  1  o  :=  1 ,  et  71  =  1  ,  on  a 

^   /5=^a/.a  +  a{l  +  3^  +  5^  +  etc.}. 

mtant  ces  deux  logarithmes ,  on  a 

/io  =  a;»3oa58  Sogsg  g4o45  6S402 ,  etc., 

j— ^=0^4^39  44819  o3a5i  82765,  etc. 
)nnaissant  ainsi  le  facteur  invariable  7 de  la  série  con- 

/.lO 

rgente  entre  les  parenthèses  dans  (P) ,  on  pourra  former  les 
^aritlimes  tabulaires,  ou  rapportés  à  la  base  10 ,  des  nombres 
Dsécutifis  a  >  3  ,  4  9  ®^^'  »  ^^  commençant  par  log  a  qu'on 
urra  s'exercer  à  calculer.  On  observera  que  la  série  (P)  est 
lutant  plus  rapidement  convergente  ,  que  le  nombre  n  est 
is  grand ,  qu'ainsi  la  différence  log  (  71  «f  i  )  —  log  n  que 
us  avons  désignée  par  t"  (a38)  diminue  à  mesure  que  n  aug- 
:nte.  Nous  renverrons  pour  de  plus  amples  détails ,  à  la 
:onâe  section  de  ce  Traité. 

2^4*  On  trouvera  dans  cette  seconde  section  d'autres  ap- 
cations  de  cette  méthode  aux  développemens  des  fonctions 
»  sin  X,  cos  X ,  tang  x ,  etc.  en  séries  qui  procèdent  suivant 

puissances  ascendantes  de  af.  Dans  ce  chapitre  ,  nous  nous 
lunes  bornés  aux  seuls  développemens  dont  nous  ayons 
soin  dans  cette  première  section  ;  et  si  l'élève  rencontre  trop 

dilBcultés  dans  l'analyse  qui  donne  les  puissances  faction- 
ires  tant  positive  que  négative  d'un  binôme ,  il  pourra  en 
mrner  la  lecture ,  et  se  dispenser  d'étudier  le  chapitre  suivant 
i  suppose  le  d  éveloppement  du  binôme  dans  les  trois  cas. 
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CHAPITRE  XXI. 

Méthode  pour  trouver  la  valeur  vraie  des  fractions  qui 
dei^iennent  ^  dans  une  seule  hypothèse. 

ag5.  X.OUT  résultat  tel  que  |  donné  par  deux  ou  plusieurs 
hypothèses ,  est  le  symptôme  d'une  indétermination ,  ainsi 
qu'on  Ta  vu  (  67  ,  77  ,  207 ,  a^o ,  25S  )  ;  mais  lorsqu'il  vient 
d'une  seule  hypothèse ,  il  admet  une  valeur  unique  ^  comme 
on  l'a  observé  (67 ,  i63  ,  2^5  >  ^77  )•  Lorsqu'il  est  des  cas  que 
certaines  formules  ne  peuvent  représenter  ,  on  en  est  encore 
averti  par  le  résultat  %  ,  comme  on  le  verra  plus  loin.  On 
trouve  (  Calcul  des  Fonctions ,  3*  édit,  )  cette  retnarqne  de 
M.  Lagrange,  qui  n'avait  pas  été  faite  avant  lui  :  «  cette  cx- 
»  pression  |  est  toujours  le  symptôme  d'un  changement  de 
»»  fonctions.  »  C'est  ce  qu'on  trouvera  confirmé  dans  mon 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  (*J. 

*    Soit  une  fraction  que  nous  représenterons  par  j^ ,  telle  que 

^  "  çlx—ay  • 

dans  laquelle  P  et  Q  sont  des  expressions  en  x  qui  ne  sont 
pas  nulles  pour  une  même  valeur  attribuée  à  x  :  cette  frac- 
tion y  en  y  faisant  x  =  a  ^  devient 

_  PXo  _  o 


(*)  Cet  ouvrage  dont  je  n''ai  encore  public  qae  la  première  partie  gui 
traite  du  Calcul  différentiel ,  se  vend  chez  Bechet,  libraire,  qpsd  de» 
Augustiiu. 


i 
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€*tst-à-dire  que ,  dans  cette  seule  hjpothè&e  ,  elle  se  pré* 
sente  sous  une  forme  indéterminée.  On  observera  cependant 
^e  sa  valeur^  pour  x=a ,  doit  être  nulle  ,  finie  ou  infinie  , 
suivant  qu'on  aura  entre  m  et  n  l'une  ou  l'autre  de  ces  trois, 
relations 

TU  ^>  71  ,      7tt  ns  II  ,      fît  ^^  71. 

£n  elFet,  quon  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  par'  le 
facteur  commun  de  plus  petit  exposant ,  et  on  trouvera  Tune  de 
ces  trois  relations  : 

_ P  (x— g)"»"»  _P  _  P 

M  j  pour  x=  a. 

Ainsi  pour  obtenir,  dans  chaque  cas  y  la  valeur  vraie  d'une 
telle  fraction  ,  on  serait  naturellement  conduit  à  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  ses  deux  termes  ;  après  avoir 
divisé  haut  et  bas  par  ce  diviseur ,  on  ferait  l'hypothèse  dans 
la  fraction  réduite.  Mais  outre  que  cette  méthode  est  pénible  ^ 
ainsi  qu'on  le  verra  bientôt ,  il  est  des  cas  dans  lesquels  elle  n'est 
pas  immédiatement  applicable.  W 

L'analyse  suivante  suppose  le  développement  du  binôme  dans 
tous  les  cas  de  l'exposant.  Soit  donc 

fx 

f  ^  F  désignant  des  fonctions  ou  des  co&ipositions  en  x  qui 
deviennent  nulles  en  même  temps  pour  une  valeur  particulière 
de  x  ,  telle  que  x -=.  a.  Pour  trouver  la  valeur  vraie ,  on  fera 
x-^ia-^i  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  ^  puis  ,  d'après 
les  formules  rappelées  précédemment ,  on  effectuera  les  déve* 
loppemens  f(^a^i)  ,  F(a^i),  suivant  les  puissantes  ascen-* 
dantes  de  i.  Le  premier  terme  de  la  sériey*(a-f"  0>  ^®ra  néces* 
saîrejuent  fa  ,  puisque  pour  i  =  o^  la  fonction/ (a +  0 
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«e  réduit  à  fa  ;  par  la  me  me  raison ,  le  premier  terme  de 
la  série  F^a-^r^)  sera  Fa,  Or  pour  x=  a,  on  a,  d'après  la 
supposition^ 

fa  =  o ,    Fa  =  o  ,  ^ 

et  conséquemment  ce  développement 

fja  +  i)  _  ^/"^+^i"+Cf>  +  etc. 

ri  r  %      "\    — "•   — — — ^^^— ^— — — — ^^— —  •«•«•«••fil. 

dans  lequel  u4  y  B ,  C,  etc. ,  A\  B\  C,  etc.  sont  des  fonctions 
de  la  lettre  x  ,  ainsi  qu'on  le  verra  sur  des  exemples  parti- 
culiers qui  d'ailleurs  confirmeront  la  forme  générale  adoptée 
ci-dessus.  Alors  suivant  qu'on  aura  i 

on  divisera  haut  et  bas  par  i^,  1"*= i^,  i^^  et  il  viendra 
••••F(a+0  ^'+^£'-''4.  etc. 


•W— 1» 


(30)         /'(g  +  ^')  ^       ^+i?t        +etc.       . 
•  •  •  •  F(a  -h  O  ""  ^i"'-'»+  ^'i'-"*  +  etc.  ' 

eu  tous  les  exposans  sont  positifs  :  faisant  i  =  o  pour  en  re- 
venir à  la   valeur  particulière  x==a,  et  à  la  fraction  ■^ 

■  '*' 
qu'il  s'agit  d'évaluer ,  on  trouvera 

Cette  méthode  s'étend  à  tous  les  cas ,  et  nous  l'applique- 
rons à  quelques  exemples. 

On  sait  (ai  5)  que  la  somme  de  n  termes  de  la  progressioû 


I 


r         • 
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par  équi-qnotiens 

1  4-  a;+a:*+x^+ +^""'> 

est .Dans  le  oas  de  j;=  i ,  cette  somme  doit  devenir 

1  —  X 

1  + 1 -f- 1  + 1  +  etc.  = /i; 

cependant^  pour  cette  valeur  de  a; ,  on  trouve 

1  —  x^        o 


1 X  o 

Pour  obtenir  la  vraie  valeur  de  cette  fraction ,  on  posera  donc 

a?=  1  +  i, 
d'où  Ton  déduit 

i  +  n^H — ^: ^**H i^ '-\ — '  i^^tXcA 

'  i.a         '         i.fl.5  '  j  ^ 

1  —  X  — i  * 

divisant  haut  et  bas  par  i  et  faisant  î=:  o  ^  pour  en  revenir  à 
o;  =  1 ,  on  obtient 


1  —  x* 


n. 


1 — X 

Reprenons  encore  la  valeur 

b{c—\/7d) 
c — a 

trouvée  (pag.  273)  et  qui  devient  |  pour  c  =  J.  On  fera, 
conformément  à  la  règle, 

d'où  résulte 

i 

Or  

J'  étant  une  série  donnée  par  Textraction  de  la  racine  con« 
tjnuée.  Substituant  cette  valeur  du  radical  dans  or,  et  rédui* 
Bfant ,  il  vient 

en  faisant  z=:  o. 


Si4  .   iti  m  B  H  s 

Lafraetio* 

(tvrient  Iponr  xsba.  Sitmétrit  « 'f- i poitr  « ,  oa  aort 

»»  - 

posant  isso,  pour  «arerenir  àcsa»  oaébtiteat  - 

4        ' 

Qà*oa  ait  encore  la  fraction 

dont  on  demanâèla  TaTemr  traie  pour  x±=iM,  ni^pofid 
dan»  la^étU  j  :=  |  :  on  fera  donc 

et  le  numérateur  devient 

Va+l—  V^â+  \/ï=  v/r+-l-  +  etc., 

a  y  a 
et  le  dénominateur 

V/r(2a+.t)  =  l/âôTH 7=  +  cte. 

Ensorte  que 

/(g+'O 2  |/a 

y  2a .  y  i^ ^^t=r  +  etc. 

et  ^  après  avoir  divisé  haut  et  bas  par  ^i ,  on  trouve 

-.      ,   ..  1  H — ^4- etc. 


y  2a  -j 7=  +  etc. 

a  V^aa 


•  i 


/ 
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Faisant  iz=io  ^  on  est  ramené  à 

Dans  plusieurs  de  ces  exemples ,  les  déve1opp€mens/*(a+0  > 
^(a+i)  procèdent  suivant  les  puissances  fractionnaires  de  i: 
;'est  d*après  cette  considération  qu'en  géuéral  nous  les  avons 
upposés  tels . 

On  pourrait  poser 

/(fl  +  0  _  ^  +  jg/  +  Ci»  +  DP  +  etc. 
FÔHhT)  ~  A'+  B'i+  6" j»+  2/?+  etc.  ' 

ar  quoique  ces  développemens  paraissent  avoir  moins  i% 
;énéralité  que  ceux  que  nous  avons  adoptés  plus  haut,  ce- 
»endant  comme  ils  conduisent  au  même  procédé  de  calcul  pour 
chaque  expre^ion  fractionnaire^  on  sera  rappelé  par  l'ap- 
)lication  de  la  règle ,  aux  deux  développemens  convenables. 
Les  premiers  termes  A  et  A'  sont  fa  et  Fa ,  parce  que  pour 
:  =  o,/"(a  +  £)  et  F(a+î)  se  réduit  à  yà  et  Fa  ;  ensorte 
pie 

fja+i)  _  Bi  +  Ci^  J^pp^  etc. 

F(a+i)  """  5'i+ Ci» +  D'f 3+ etc.* 
sn  divisant  haut  et  bas  par  i  y  puis  faisant  i=:o ,  on  passe  à 

Fa  ~  B'' 

Si  B  et  B'  sont  nuls  ^  on  a  encore 

fa  o^ 

F^~'ô'' 

Mais  alors  qu'on  porte  ces  valeurs  de  B  et  J^^dans  les  développe- 
neos^  puis  qu'on  divise  haut  et  bas  par  i  ^  et  on  aura 

f(^a+i)  _  C  +  Pi +  Ei*+ etc. 
F(a+i)  ~  C+D'i+E'i^+ etc.' 

^  pour  £  =  o , 

fa  _£ 

Fa  ~  6" 


3iS  ÉLÉMENS 

Mais  si  Ton  suppose  encore  C  =  o ,  6?'  =  o ,  les  dévelo 
mens  précédées  deviendront  ^  par  la  substitution  de  ces  va 
et  la  division  par  i , 

f(,a+i) _  D  +  Ei+  Fi""  +  etc. , 
F^a  +  i)'^  D'+£ri  +  F'i^+etc.' 

II  n*est  pas  à  craindre  qu*on  ait  indéfiniment 

j?  =  o,     C  =  o,,     Z>  =  o,     F=o,     etc. 
£"=  o  ,     C=o,D''=o,     F'=o,     etc., 

car  alors  on  serait  conduit  à  ces  deux  conséquences  absu 

/(a  +  i)  =  o,    F(a+0  =  o, 

i  restant  indéterminé  ou  ne  recevant  aucune  valeur  nu 
rique.  Donc  on  ne  peut  avoir  indéfiniment 

fa  o 

F^^Z' 

et  conséquemraent  on  parviendra  tôt  ou  tard  à  une  va 
vraie  qui  sera  zéro  ,  un  nombre  ou  Tinfini. 

Qu'on  ait ,  par  exemple  ,  à  évaluer  la  fraction 

Tix"*^'  —  (71+1  )  x"  +  1 

qui  est  le  terme  sommatoire  de  la  suite  i+3a:+3a:'+....wjt 
et  qui  devient  f  pour  rr=  i  :  on  fera  0;=:  1  -f-f,  doc 
8ubi.titution  donnera 

?  *  ? 

+ ' ? + 

Les  deux  premières  fractions  sont  nulles  par  les  nnmératei 

indépendamment  de  i  ;  on  les  supprimera  donc  ,  puis  divj 

par  i*,  et  faisant  i  =  o ,  on  tombera  enfin  sur  cette  v« 

.     ,     ,                 ,    71^(71  +  1  ) — nfrî" — 1)        n(n4- 
vraie  de  la  proposée  — ^ — -^-—^ ^ =  -^^ 

qui  est  Ja  somme  de  n  termes  de  la  suite  par  difFérences  é| 
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1^22 -{-3 +7z>  laquelle  est  ce  que  devient  la  suite 

1  -4-  ar4-  3x'*+'  •  •  ^naf^^  pour  a:  =  i. 
6i  Ton  a 

P  et  Q  étant  des  expressions  en  a: ,  et  qu'une  certaine  yaleur 

N 
de  X  donne  P  =  o ,  Ç  =  —  ,  on  fera 

7î=i,    d'où     Ç=l; 

et ,  dans  la  même  hypothèse  ,  R  deviendra  —  =  o  ;  donc 

^       ^       ^       o 

^xÇ  =  ïï  =  ô- 

Supposons  enfin  ^  =  P  —  Ç , 

P  et  Q  ayant  même  acception  que  ci-dessus  :  si  pour  une 
même  valeur  de  a:,  chacune  des  fonctions  P  et  Ç  devient 
infinie,  nécessairement^  si  elles  sont  algébriques,  c'est-à-dire  , 
si  elles  ne  renferment  pas  de  logarithmes,  d'exponentielles,  de 
lignes  trigonométriques ,  etc. ,  P  et  Q  seront  des  fractions 
dont  les  dénominateurs  seuls  deviendront  zéro  dans  Thypo- 
ihèse  dont  il  s'agit  :  si  on  les  réduit  «u  même  dénominateur , 
et  qu'on  ajoute  les  deux  fractions,  on  en  aura  une  qui,  pour 
la  même  valeur  de  x,  deviendra  | ,  et  dont  on  saura  assigner  la 
•valeur  vraie. 

296,  Nous  croyons  nécessaire  de  poser  ici  un  principe  qui 
trouve  souvent  son  application ,  et  que  nous  avons  déjà  em- 
ployé (  pag.  275)  :  Lorsque  le  symbole  l  ou  00  entre  dans  une 
expression ,  on  doit  négliger  vis^à-vis  de  lui  tous  les  termes 
finis  avec  lesquels  il  se  trouve  combiné  par  voie  d'addition  ou 
de  soustraction  ,  parce  que  00  étant  la  limite  des  quantités 
croissantes ,  on  ne  peut  ,  sans  contradiction  ou  sans  absurdité  , 
supposer  cet  infini  augmenté  ou  diminué  par  la  présence  de 
ces  termes  finis.  Il  résulte  encore  de  cette  notion  que  la 
différence  entre  deux  infinis,  peut  être  une  quantité  défiûie 
^u  assignable,  comme  on   la   vu  (pag,  53  et  a33). 
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CHAPITRE  XXII. 


De  la  composition  des  équations  numériques. 

297.  xLn  traitant  la  question  des  annuités  y  et  supposant  con« 
nus  le  capital ,  l'annuité  et  le  nombre  des  années ,  auquel  cas  il 
restait  à  découvrir  l'intérêt  pour  cent  >  nous  avons  été  conduiti 
(pag.  172  )  à  cette  forme  générale  d'équation 

Parmi  les  solutions  comprises  dans  les  tableaux  (pag.  a8o ,  081)1 
nous  rencontrons  encore  des  équations  d*un  degré  quelcoiiqiMi 

Qu'on  se  propose^  par  exemple  j  de  retrouver  l'échelle  di 
système  de  numération ,  dans  lequel  le  nombre  1730  rapporta 
à  la  base  10,  est  représenté  par  Scsi  :  en  désignant  par  x€i 
module  inconnu ,  on  aura  (chap.  YIII)  l'équation 

5x^+0J^+  aa:+  1  =  1730  ; 

et  on  conçoit  que  de  telles  questions  peuvent  encore  conduin 
à  des  équations  de  tous  les  degrés. 

Pour  conserver  la  notation  adoptée  y  nous  représenteroBi 
l'inconnue  par  x^  et  en  supposant  que  la  plus  hauta  poissancedé^j 
X  y  que  nous  désignerons  par  m,  ait  l'unité  pour  coefficient, 
nous  aurons  ce  type  général  des  équations  de  tous  les  degrés, 

a:"-f-^x'*-'+5a;"»-*+Ca;"»-3^. . .  .+Ta:-h^=o. . .  .(1), 

A  yB  yC, ,  ,T^  V  étant  des  nombres  donnés  par  la  question. . 

238.  On  appelle  racines  d'une  équation ,  les  nombres  fij 
substitués  en  place  de  l'inconnue ,  réduisent  le  premier  menib0 
à  zéro,  où  la  proposée  a  la  forme  0  =  0^  bien  entendu  f*^ 
tous  les  termes  se  trouvent  dans  un  seul  membre^  ainsi  qa''| 


D*  A  L  G  è  B  R   E.  S19 

arrive  dans  la  formule  précédente.  Ici ,  comme  nous  rayons 
déjà  observé  (âo5 ,  267  )  ,  leînot  racine  n*a  plus  même  acceptîoài 
^u'en  arithmétique.  Résoudre  une  équation,  c'est  en  chercher 
toutes  les  racine». 

ê 

299.  Toutes  les  propriétés  des  équations  reposent  sur  cette 
proposition  :  Si  F  on  représente  par  a  une  racine  de  l'équation 
(,1)  ,y  compris  le  signe,  le  premier  membre  sera  exactement 
divisible  par  x  —  a.   En  eiFet ,  désignant  par  X  le  polynôme 
^ui  forme  le  premier  membre  de  Téquation  (1)  ,  on  pourra 
Itou  jours  pousser   la   division   de   X  par  a:  —  a ,  jusqu'à  ce 
«ju'on  parvienne  à  un   reste  R  indépendant  de  x ,  puisque 
le   diviseur  est  du  premier  degré  en  x,   ensorte  que  repré- 
sentant par  Çle  quotient  correspondant,  on  aura  cette  iden- 

-tité  (a84) 

X=2Q  (a?-p-fl)-Jr/î. . .  ..(2). 

Or,  par  hypothèse,  a  pour  x  réduit  le  polynomeXàzéro  j  la 
aaaiéme  substitution  donné  évidemment 

Q  (x  —  a)  =  o; 

^ODC  on  aura  nécessairement 

«danc  la  division  se  fait  sans  reste.  Il  est  facile  de  voir  que 
>!Cette  conclusion  n'a  plus  lieu  lorsque  a  n'est  pas  une  racine , 
^Kurce  qu'alors  le  polynôme  X  ne  se  réduit  plus  à  zéro  ,  et 
«ju'il  devient  en  a  ce  qu'il  était  eh  x ,  ensorte  que  si  on  le  dé- 
Mgee  par  ^ ,  on  a 

J  =  R, 

^*oà  l'on  conclut  que  le  reste  indépendant  de  x  dans  la  divisioa 
^e  Xparx— a,  lorsque  a  n'est  pas  une  racine,,  est  ce  que 
'Revient  X  en  y  changeant  a;  en  a. 

Réciproquement ,  si  le  premier  membre  d'une  équation  est 
^exactement   divisible  par  x —  a  ,  a  est  une  racine.  Eu  effet 
a  f  dans  cette  hypothèse  ,  l'identité 


520  £  L  £  M  E   N  S 

qui ,  pour  a:  =  û ,  donne 

donc  a  est  une  racine. 

Enfin  si  le  premier  membre  n'est  pas  divisible  par  :; 
comme  alors  on  peut  parvenir  à  un  reste  indépendant 
que  nous  désignerons  encore  par  R ,  oa  aura  l'identité 

X=Q(x  — a)  +  /î; 
ensorte  que  pour  x=:a  /i\  viendra 

A  étant  un  polynôme  en  a  déjà  défini. 

3oc.  D'Alemheri  est  le  premier  qui  ait  démontré  1( 
cipe  précédent  d*une  manière  rigoureuse  ;  nous  allons  ej 
ner  ,  d'après  M.  Ixigrange ,  une  démonstration  aussi  e 
mais  plus  complète  ,  en  ce  qu*on  y  voit  non-seuleme 
la  division  doit  réussir,  mais  encore  qu'elle  réussit  actuel 
et  généralement. 

Le  nombre  a  représentant  toujours  une  des  racii 
réquation ,  y  compris  le  signe  ,  donnera  par  sa  substi 
dans  (i), 

d*où  Ton  déduit 

Substituant  cette  valeur  de  /^dans  (i)  ,  et  effectuant  le 
ductions,  il  viendra 

(x"*— a"»)  +  u^  (  x"»-'—  a"»-»  )  +  ^  (  X"»-*—  û"-»  )  + 
+  Tix—a)=o (4). 

Or  m  étant  un  nombre  entier  et  positif ,  on  sait  (not.  p< 
€t  n°  28G)  ,  ou  par  la  division  ,  que 
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en  aura  donc  aussi 


<3C 


m— 1 


m— 1, 


etc . 

Ajoutant  toutes  aes  identités  ,  et  observant  que  le  premier 
membre  de  (4)  >  est  identiquement  le  même  que  celui  de  (i)  , 
puisqu'il  n'est  que  la  différence  entre  le  premier  membre 
de  (i)  et  celui  de  (3)  qui  est  nul  de  lui-même ^  on  obtiendra 
cette  propriété 

(5) a;"»-f  ^x^'+  ^af»-*+ +  Tx-^V^ ^ 

(j7— a)  («•»-'+ ^'x"»-H-  ^a:"-3^ +  5^'), 

les  coefEciens  A%  E^,. . ,.  ,T'  ayant  pour  valeurs  (2287) 

A'  —  a-^-A 

B'-=a^^Aa  +5 

C  =zv?^Aà^  +  Ba  +  C 


Qu'outre  le  nombre  a,  il  existe  un  nombre  b  différent  de  <x  ; 
qui  satisfasse  encore  à  1* équation  (1)  ^  il  réduira  nécessairement 
À  zéro  le  second  membre  de  Tidentité  (5) ,  c'est-à-dire  ^  le 
polynôme  «"•-"'  +  -^'a;"*""*+. . . .  .-HT',  ensorte  qu'on  aura 

0:^*4.  A'af-y^ +  T'  = 

Où  les  coefficiens  A\  B" T"  «ont  (287) 

A'^b  +Af 
'       B'^b^  +  A'b  +Br 

C^  =  63  +  j;b\+  Bfb  4-  C 


S'  =  î«=»+  ^6«-?4-. ..... .+,S'. 


A« 


I 
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Ensorte  que  le  premier  membre  de  (i)deTient 

En  continuant  le  même  raidonnement ,  on  prouvera  qoe 
c  ,dye^  etc.  sont  d'autres  racines  de  Téquation  (1  )  ^  son  pre 
mier  membre  sera  divisible  exactement  par  le  produit 

(x — a)  (x — J)  (a>— c)  (j:— d)  (x — e)  ,  etc. 

On  voit  que  si  6  =  a  ^  le  second  membre  de  (5)  devieodri 
bien  nul  par  le  multiplicande  x  — -  a ,  mais  qu'aussi  le  multi- 
plicateur 07"*"*+ -f-  7"  se  réduira  à  zéro  dans  la  mêoi 

bypothèse  »  puisquil  contient  Tautre  facteur  x  —  b^zx^-dî 
conséquemment  l'bjrpotbèse  des  raciaes  égales  ^  ne  modifie  a 
rien  l'analyse  précédente. 

Le  nombre  a  n'étant  plus  supposé  une  racine  ,  onn'a&ia 

plus 

^=  — (a"»+ ^a«-' 4-. . . .+ T'a) , 

ensorte  que  le  résultat  (4)  et  les  conséquences  qu'on  en  dédo^i 
cesseront  d'avoir  lieu. 

3oi.  Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède,  1®.  qu'un polyiua^ 
nest  exactement  divisible  que  par  les  facteurs  simples  corro' 
pondans  à  ses  racines  ;  2^.  que  la  décomposition  d*unpolyno0 
en  facteurs  du  premier  degré ,  se  réduit  à  la  résolution  /«» 
équation  donnée  par  ce  polynôme  égalé  à  zéro  ,  cesi-à-^t 
à  la  recherche  des  racines  de  cette  équation  ;  ayan^  ** 
soin  d'observer  que  les  seconds  termes  des  facteurs ,  i^  '^ 
racines  prises  en  signes  contraires;  3**.  que  si  Von  dkf0f* 
d'une  manière  quelconque  la  substitution  à  faire  povx  ^ 
lettre  dans  un  polynôme  ,  à  l'effet  de  le  rendre  nul ,  cett»l^ 
moins  ia  quantité  substituée  ^  sera  un  diviseur  exact  du  JX^ 
nome.  Nous  ferons  dans  un  des  chapitres  suivans  ,  un  fréqu^'' 
usage  de  ce  principe. 

3o2.  Une  équation  ne  peut  admettre  plus  de  racines  (j^ 
l exposant  de  son  deg^  ne  renferme  d'unités.  En  effet,  *^ 
une  équation  du  degré  m  pouvait  être  satisfaite  par  un  noinbrt 
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\  racines ,  plus  grand  qne  m ,  un  polynôme  db  degré  m  résiil- 
rait  donc  d*un  nombre  de  facteur»  simples  ,  plus  grand  que 
,  ce  qu'on  ne  peut  supposer. 

3o3.  Jusqu'ici  nous  ayons  supposé  les  racines ,  et ,  pour  cba- 
ne  d'elles  ^  nous  avons  conclu  l'exbtence  d'un  facteur  formé 
l'inconnue  moins  la  racine.  Nous  allons  maintenant  ^  â*aprèsf 
.  Lagrange ,  présenter  la  chose  d'une  manière  inverse.  L'es- 
it  du  calcul  algébrique ,  dit  cet  illustre  géomètre ,  qui  est  in* 
pendant  des  valeurs  particulières  qu'on  peut  donner  aux  quan- 
és ,  permet  de  regarder  tout  polynôme 

imme    formé    du    produit   d'autant  de    facteurs    simplet 
—  a  ,  X  —  A,  x  — c,  etc.  qu'il'y  a  d'unités  dans  l'exposant 
du  degré  de  ce  polynôme ,  considération  qui  fournit  cette 
entité 

"'^Ax'^'+Bx^'^+. .  .+^=  (x-c)(x— i)(x-c),  etc. ..(7), 


quelle  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  toute  valeur  de  x, 
est  uniquement  dan»  cette  transformation' dès  polynômes  que 
Qsiste  la  diéorie  de»  équations.  Les  relation»  que  nous  allons 
i^ouvrir  entre  les  quantités  a,b  ,  c ,  etc.  et  les  coeificieo». 
B  ,  C,  etc.  constituent  les  propriétés  générales  des  équa- 
is.  Lors  donc  qu'on  fait  l'hypothèse  précédente  ,  il  reste  à 
terminer  les  quantités  a,b ^  c,  etc.,  .ou  les  seconds  termes 
^  facteurs ,  d'après  là  condition  que  Tidéntité  posée  ait  lieu. 
3i«i  dans  cette  analyse^  on  suppose  les  facteurs^  et  on  conclut 
iracines.  Si  l'on  effectue  les  multiplications  indiquées ,  et 
^  Ton  compara  les  coefficiens  des  mêjùies  |)nis8ance7  de  x 
^7)  >  ^^  ^^^^  ^^^  relations 


5a4  JÎLÉMENS 

(i«).,.udf=!— (a  +  ft-fc  +  ct  +  etc.) 
(a*») . . .  iï  L=  +  ûi  +  oc  'i'ad  + ttc. 

+  ic  +  id+  etc. 
+  cd  +  etc. 
etc. 
(3*).  • .  Css-^Ç^abc  +  abd  +  ttc.+acd  +  etc.+ bcd+ttc.) 

etc 

(m"). , .  F'szs  dt  abcde  etc. , 

payant  le  signe  +  lorsque  m  est  nn  nombre  pair,  et  If 
signe  —  I  si  m  est  un  nombre  impair ,  bien  entendu  que  les 
seconds  termes  des  facteurs  binômes ,  soient  affectés  du  signe 
•*— ^  ainsi  qu'on  le  suppose  dans  ce  calcul.  II  reste  maînténaDt 
à  déterminer  ces  quantités  a,  6  ,  c^  etc.  A  cet  effet ,  on mnl- 
tipliera  (i'.)  para"*"*,  (a®.)  par  a"*^,  la  pénultième  équation 
par  a,  et  faisant  la  somme  de  ces  produits  et  de  (m*) ,  oi . 
trouvera 

—  a"»=  Aar*^^  +  BàT^  +  €0^^+ +  ^, 

Vest-à-dire 

oT'+Aàr-^+Bà!'^  +  €0^"-^+ 4.  V=-0. 

Si  on  traite  les  mêmes  équations  par  rapport  à  â  ,  à  c ,  etc.  1 
exactement  de  la  même  manière  qu'on  vient  de  les  traiter  {Mi 
rapport  à  a ,  on  parviendra  à  ces  résultats. 

<?"*  4-  >^c"»->  +  ^c"»-*  +  Cc"^  4- 4-  /^=  P/ 

etc. 

Mais  ces  équations  ne  sont  autres  que  la  proposée  dans  laquelle 
on  aurait  substitué  successivement  a ,  i  ,  c ,  pte.  pour  x.  Donc 
ces  seconds  termes  a  ,  &,  c,  etc,  sont  autant  de  racines,  et 
il  reste  à  démontrer  qu'elles  existent  (  Discours  préliai' 
naire  ). 

Nous  croyons  utile  de  répéter  cette  analyse  sur  une  éqoatioa 
d'un  degré  déiini ,  telle  que  la  suivante 

SL^  +  Ax^  +  Bx+  C=:q  } 
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en  rapposant 

a^  +  ^x*  +  iîa?+ C=  (x  —  a)  (  X  —  i)  ( a:  — c)  , 

on  trouvera 

A  =  —a—b — c; 

£  =z  ab  +  ac  +6c, 

C  =  —  abc. 

Or  y  d'après  le  procédé  indiqué  précédemment ,  on  passe  de 
ces  équations  aux  suivantes  : 

(^A  =  —  o^  —  a*6  —  a»c, 
aB  =  a*i  +  a*c  +  abc, 
C^L-^abc, 

dont  l'addition  donne 

\       {^+A(^+Ba  +  Csso (i). 

-     On  trd^uyerait  de  même 

'    b^  +  Ab^+Bb+Cz=:o (ù), 

i      {p  +Ad'+Bc+C  =  o 0) 

-^     3o4.  ^pus  ferons  sur  la  solution  précédente  une  remarque 
"«qu'il  est  nécessaire  de  retenir.  Lorsque  des  inconnues  entrent 

exactement  de  la  même  manière  dans  des  équations ,  en-* 
i-eorte  qu'en  changeant  l'une  quelconque  de  ces  inconnues  dans 

une  autre  et  réciproquement,  les  équations  ne  changent  pas , 

il  arrive  que  l'équation  finale  qui  détermine  l'une  de  ces  in- 
■^  connues,  se  change  dans  celle  qui  donne  l'une  des  autres,  en 

y  remplaçant  la  première  inconnue  par  celle-ci.  C'est  ce  que 
:^  montrent  en  eiFet  les  équations  (i) ,  (a) ,  (3),  toutes  composées  de 
^•.  la  même  manière  et  convertibles  les  unes  dans  les  autres  par 
V  le  changement  de  o  en  6  en  c,  et  réciproquement;  et  comme 
*-.  alors  pour  parvenir  à  chacune  de  ces  équations  ,  on  emploie 
:^     les  mêmes  données  et  les  mêmes  calculs ,  toutes  les  inconnues 

a,  byC  doivent  être  déterminées  par  l'une  quelconque  des 

équations  finales  en  a,  b  onc,  qui  doit  admettre  en  même 

temps  les  trois  racines  afb,c. 


5a6  é  L  É  M  E  N  9 

3o5.  On  peut  donc  conclure  maintenant  des  équations  (i*.), 

(a**.)  ,  (o®.) (^*)  *  et  de  la  propriété  des  seconds  termes 

Oyb  ,c ,  etc.  des  facteurs  ,  de  satisfaire  au  polynôme  qui  ei 
est  le  produit. 

1*.  Que  le  coefficient  du  second  terme  de  toute  équation 
complète  ,  pris  en  signe  contraire ,  est  la  somme  de  toutes  les 
racines  ; 

2*.  Que  celui  du  troisième  terme ,  est  la  somme  des  produits 
dijférens  de  toutes  les  racines  multipliées  deux  à  deux  ; 

3°,  Que  celui  du  quatrième ,  pris  en  signé  contraire,  est  la 
somme  des  produits  différens  des  racines  multipliées  trois  à  ; 
trois  ,  etc. 

Qu'enfin  le  dernier  terme ,  pris  en  signecorUraire  ,  est  lepro' 
duit  de  toutes  les  racines  ,  lorsque  téquation  est  de  degré 
impair  /  dans  le  cas  contraire  ,  le  produit  des  racines  étant 
de  même  signe  que  celui  des  seconds  termes  des  Jiicteurs ,  k 
dernier  terme  est  le  produit  des  racines, 

D*où  il  suit  :  i^.  que  dans  une  équation  qui  manque  de  second 
terme ,  la  somme  des  racines  positives  est  égale  à  celle  des  racines 
négatives. 

â^.  Que  si  le  dernier  terme  manque  dans  une  équation,  lune 
des  racines  est  nécessairement  nulle. 

Réciproquement ,  si  l'une  des  racines  est  nulle  ,  l'équation 
manque  du  terme  tout  connu. 

En  eifet,  une  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  x  =  0| 
qu'autant  que  tous  ses  termes  sont  multipliés  par  x, 

3oS.  Ce  qu'il  est  bien  est  essentiel  de  remarquer,  c'est  ce 
que  la  division  exacte  du  polynôme  qui  forme  le  premier 
membre  de  l'équation ,  par  x  — a,  ne  peut  se  faire  qu'autant 
que  a  est  une  racine  exacte  ou  commensurable ,  et  dans  ce 
cas  seulement ,  le  degré  de  l'équation  peut  être  abaissé ,  ce  qui 
n  est  plus  possible  lorsque  la  racine  est  incommensurable ,pé!r 
qu'on  ne  peut  lobtenir  qu'en  partie ,   et  que  x  moins  cettt 


I 
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racine  approchée,  n'est  plus  diviseur  exact.  C est  par  cette 
raison  qu'on  doit  procéder  d*abord  à  la  recherche  des  racines 
comnaensurables  des  équations  et  en  débarrasser  Inéquation , 
en  divisant  son  premier  membre  par  le  produit  des  facteurs 
qui  correspondent  à  ces  racines» 

307.  Il  sera  bon  de  démontrer  qn'une  équation  ne  peut 
être  décomposée  en  ses  facteurs  simples  que  4'une  seule  ma- 
nière. 

308.  On  a  bien  prouvé  (371)  qu'en  supposant  à  l'équation 
du  second  degré  une  racine  ,  elle  en  admet  une  seconde  ;  on 
prouverait  de  même  que  l'éqnadon  du  troisième  degré  en 
comporte  encore  deux ,  si  on  lui  en  suppose  une  ,  et  ainsi  de 
suite.  Ainsi  l'existence  d'une  racine  reste  i  démontrer,  et  jus- 
cju'ici  cette  proposition  n'est  qu* une  vérité  de  fait ,  parce  qu'à 
regard  de  toute  équation  numérique ,  on  parvient  toujours  à 
assigner  une  racine. 

Sog.  Il  peut  arriver  ou  que  toutes  les  racines  de  l'équation 

x"  +  ^x"*-'+ +  Tx'^V=  0 

ou  que  quelques-unes  seulement  résolvent  la  question ,  quoique 
toutes  réduisent  l'équation  à  la  forme  0  =  0. 

On  demande ,  par  exemple ,  le  nombre  qui  retranché  treize 
fois  de  son  cube,  donne  la  pour  reste.  Cette  question  traduite 
en  algèbre  donne  l'équation 

ac^ — i5x=:i2 

qui  a  pour  racines  a:=4>  x=— 1  ,  0:=  — 3  lesquelles  ré- 
solvent la  question.  Mais  si  on  proposait  de  déterminer  la  haur^ 
,fmir  d'un  segment  sphérique  dont  la  solidité  serait  8,5376  et 
qui  appartiendrait  à  une  sphère  dont  le  rayon  serait  3 ,  oa 
serait  conduit  à  l'équation 

3c^ — 9x*  +  8  =  o 

qui  a  pour  racines  a:=  1  ,  a;  =  8>  89  89  89  9,3:=— o  ,  89 
89  89  899  dont  la  première  seule  répond  à  la  question  ^  ainsi 
qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer. 
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Dans  la  première  question  et  dans  toutes  les  autres  du  même 
genre^  on  considère  l'inconnue  sans  aucune  relation  avec  d'autres 
quantités  connues.  C'est  toujours  cette  inconnue  d6nt  les  puis^ 
sances  sont  ajoutées  ou  retranchées  un  certain  nombre  de  fois, 
c'est-à-dire  ,  combinées  entre  elles.  De  tels  énoncés  sont  com- 
pris dans  la  traduction  littérale  de  cette  équation  générale 

x'^  +  jix^'  + +  Tx  +  r=:0', 

mais  généralement  parlant ,  il  s'agit  de  trouver  le  rapport 
d'une  quantité  inconnue  à  d'autres  quantités  connues  d'après 
les  conditions  énoncées  qui  déterminent  la  forme  de  Téquatioa 
à  résoudre.  Ainsi ,  dans  la  seconde  question,  on  veut  découTrir 
le  rapport  entre  la  hauteur  du  segment  dont  le  volume =8^3376, 
et  le  rayon  3  de  la  sphère.  Tel  est  le  sens  vrai  de  Tén^ncéqu 
n'est  pas  le  sens  littéral  de  l'équation, 

qui  se  réduirait  à  la  recherche  d'un  nombre  dont  le  cube  di^ 
minué  de  neuf  fois  son  carré ,  donne  pour  reste  — -  8  :  énoncé 
satisfait  par  les  trois  racines  trouvées  plus  haut  qui  sont  au- 
tant de  réponses  a  l'équation ,  lorsque  Tune  seulement  convient 
à  la  question. 

Cette  réponse  à  la  question  peut  être  réelle  ou  imaginaire; 
ainsi  pour  cette  énoncé  :  trouver  la  hauteur  d'un  segment  d'um 
sphère  dqnt  le  rayon  =  3 ,  cf  dont  le  volume  =  1000 ,  ou  trou- 
vera l'équation 

^—9^  +  954,  8  =  0, 

dont  les  deux  racines  imaginaires  sont  les  seules  qui  conviennent 
à  la  question ,  puisque  la  seule  racine  réelle  qui  est  à  peu  prèi, 
= — 7|6,  ne  peut  visiblement  lui  appartenir. 

Il  importerait  donc  de  démontrer  «comment  cette  racin» 
que  Ton  cherche,  se  mêle  avec  d'autres  racines  étrangères! 
la  question.  (  Voyez  le  chap.  VIII  de  l'ouvrage  déjà  cité  A 
M 4  Canard), 
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CHAPITRE  XXni. 

t 

Transformation  des  équations  ;  évanouissement  des 
termes  intermédiaires  j  et  théorèmes  sur  les  racines p 

3io.  Il  est  naturel  de  penser  que  le  degré  d'une  équation 
restaA;  le  même ,  sa  résolution  sera  d'autant  moins  laborieuse , 
jque  son  premier  membre  renfermera  moins  de  termes.  Of 
s'est  donc  proposé  cette  question  :  étant  donnée  une  équation, 
la  transformer ,  sans  en  connaître  les  racines ,  en  une  autre  d'un 
moindre  nombre  de  termes .  ou  dont  les  racines  aient  avec  celles 
de  la  proposée  y  une  relation  donnée. 

Si  l'on  représente  par  Kr  =  o,  l'équation  que  l'on  veut 
transformer  en  une'  autre  dont  les  racines  aient  avec  celles  de 
la  proposée  une  relation  exprimée  par  ^  (  x ,  ^  )  =3:  o  ^  il  est 
évidejpit  que  la  question  revient ,  en  général ,  à  éliminer  x  entre 
Fa:  =  0  et  ^  (  x,y  )  =  o.  Au  lieu  de  donner  ç  (  x^y  )  =  o  , 
on  a  souvent  pour  but  de  déterminer  cette  relation  de  manière 
à  satisfaire  à  certaines  conditions.  C'est  ce  que  nous  allons 
développer. 

3ii.  Soit  l'équation  ^* 

x^+wrfx"-»+i5a;«^+Cx'"-3+ +Tx+F'=o 0)  '• 

nous  nous  {proposerons  de  la  transformer  en  une  autre  dont  les 
racines  soient  toutes  plus  grandes  que  celle  de  la  proposée  d'une 
quantité  h.  Si  l'on  rep^résente  par^  la  nouvelle  inconnue ,  on 
aura  par  la  condition  de  la  question , 

^  yz=zx+h',    d'où    x=y  —  h (a). 

Substituant  dans  (0  J^  *^  ^  B^^  ^  9  ^^  obtiendra  la  trans- 
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^rj"* — mh 


yin-i  J V Ij^ 


m 


—  (m— 1  )  -^A 
m — i    m  — 3,,      J^"*~^+ etc  . . .  .(3)  , 


jin- 


a     •     3 
m— 1    m — s 


a 


A3 


u^A' 


_îîi=^5A 


dont  les  racines  y  surpassent  de  la  quantité  h  celle  de  h 
proposée.  Le  nombre  h  étant  encore  arbitraire ,  puisqu'on  s*i 
rien  prononcé  sur  Taugmentation  de  chacune  dea  racines  >oa 
peut  ]e  déterminer  par  la  condition  que  le  coefficient  d*ai 
des  termes  de  (3)  ,  se  réduise  à  zéro  :  on  aura  donc  ^  poor 

faire  disparaître  le  secoad  terme  ^  par  exemple  , 

•  ■ 

A  A 

A — mA  =  o,    d'où    A  =  — ,    et    a;=y— — , 


m 


m 


En  effet  ^  d'après  la  relation 

yz=zx+h, 


et  cette  valeur 


m 


cbaque  racine  x  étant  augmentée  de  —  ,  la  sonuiie  des  a 

mA 

racines  ^  sera  augmentée  de ou  de  ^ ,  et  comme  cetti 

m 

somme  (3o5)  est  ==  -—  >^^  celle  des  racines  de  (3)  sera 

^  —  ^z=o , 

ce  qui  explique  révanouissement  du  second  terme.  Cette  ^^l^f  1 
de  h ,  reportée  dans  tous  les  coefficiens  de  la  transfonii6>il 
réduit  chacun  d'eux  à  un  nombre  unique. 
On  déduit  de  là  cette  règle  pour  faire  éyanonir  le 
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terme  d'une  équation  :  il  faut  à  l'inconnue ,  substituer  une 

*  nouvelle  inconnue  aufçmentée  du  coefficient  du  second  terme , 
pris  en  signe  contraire ,  et  divisé  par  l'indice  du  degré  de 
f  équation. 

Pour    opérer   réyanouissement  du   troisième  terme  ,   on 
poserait 

m  .  h* —  {m — i)Ah  +  B=zo  ; 

*  et  pour  obtenir  h ,  on  aurait  à  résoudre  une  équation  du  second 
degré.  La  valeur  de  h  propre  à  faire  disparaître  le  quatrième 
terme  serait  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de  suite  ;  ensorte 
que  l'évanoui^ement  du  dernier  terme  dépendrait  de  la  ré- 

"  solution  d'une  équatibn  en  h  de  même  degré  que  la  proposée. 
I^n  effet ,  ce  dernier  terme  s'obtient  en  faisant  dans  (3) , 

y=io ,    d'où    x=— A, 
d'après  la  relation 

conséquemment  ce  dernier  terme  est  ce  que  devient  l'équa- 
tion (i)  en  y  changeant  xen  —  A  :  on  voit  donc  qu'on  ne 
gagnerait  rien  en  le  faisant  disparaître. 

Sis.  Si  on  voulait  transformer  une  équation  dans  laquelle 

manquerait  un  terme  y  parce  qu'on  l'aurait  déjà  fait  dispa- 

ridtre,  ou  parce  que  l'état  de  la  question  ne  le  comporterait 

pas,  en  une  autre  qui  ne  renfermât  plus  un  certain  autre  terme  • 

^n  introduirait  dans  l'équation  le  terme  qui  n'y  entrait  pas 

^'aboid.  En  effet ,  par  la  substitution^^— -A  pour  x ,  on  forme  ' 

toutes  les  puissances  de  y, 

3i3.  On  pourrait  penser  que  par  la  substitution 

ggai  renferme  deux  indéterminées  A  et  A,  il  serait  possible 
^6  faire  disparaître  deux  termes  ;  mais  on  observera  qu'en 
plaçant  h  par  A  +  ^  d^ns  (3)  ,  puis  égalant  à  zéro  les 
icieus  de  deux  termes  quelconques^  on  obtiendra  deux 
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éfjaations  entre  la  même  summe  &  +  ft  ^  qui  ne  ponrrcMt 
déterminer  en  particulier  ni  A  ni  A.  Il  est  d'ailleurs  évident 
que  la  somme  de  ces  deux  indéterminées ,  équivaut  à  hm 
seule  indéterminée.  Il  y  a  cependant  des  cas  dans  lesqneb 
il  existe  entre  les  coefficiens  de  la  proposée ,  telle  relation 
qui  rend  possible  la  co- existence  des  égalités  à  zéro  dt 
deux  des  coelficiens  de  la  transformée.  Ainsi,  par  exemplt| 
la  proposée 

dans  Thypothèse 
devîezit 

I 

transformée  qui  ne  contient  plus  les  termes  ^  ety.  En  général, 
si  on  voulait  faire  disparaître  de  la  transformée  (3)  les  seooil|  ] 
et  troisième  termes ,  par  exemple ,  on  serait  conduit  aox  deoi 
équations 

dont  la  première  donne 

771 

valeur  qui  reportée  dans  la  seconde,  fournirait  l'équation  di 
condition 

(771  —  i)A^ — QmB=o, 

sous  laquelle  seulement  réyanouissement  des  deux  termes  pott^ 
rait  avoir  lieu.  Celui  de  trois  termes  dépendrait  de  deux  équa- 
tions de  condition ,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait  encore ,  par  la  substitution  (a)  ,  transformer  il 
proposée  en  une  autre  équation  dans  laquelle  le  coefficient 
de  Tun  des  termes  serait  égal  à  un  nombre  donné  :  à  cet  cffit, 
il  faudrait  égaler  ce  coeîlicient  au  nombre  en  question,  et  dé- 
terminer h  d'après  cette  relation. 

3 14.  On  diminuerait  toutes  les  racines  de  la  propo5éc  d'umi 
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^qnantittt  donnée  h,  en  posant 
pT  y=:X'^h,     d'où    x=^-f-A, 

faisant  cette  substitution  pour  x. 


•  '    3i  5.  Si  Ton  veut  que  les  racines  de  la  transformée,  deviennent 
^ilgales  à  celles  de  la  proposée ,  multipliées  par  une  quantité 
donnée  f^  il  faudra  établir  la  relation 


y—fx,     d'où    x=-^; 


t  substituant  pour  x  cette  valeur  dans  (i),  on  aura  cette 
ansformée 


>m  «#ni--*i 


Mille  M,m — «  **rn^-M  *. 

""^quelle  multipliée  par  f^,  deviendra 


Ainsi,  pottT  convertir  une  équation  en  une  autre  dont  les 

racines  soient  égales  à  celles  de  la  première  ,  multipliées  par 

une  quantité  donnée  f ,  il  suffit  de  multiplier  les  termes  de  la 

'proposée  y  à  partir  du  second  inclusivement ,  par  les  puissances 

"  mccessives  f ,  f*,  P ,f^, 

^:    3i6.  Nous  appliquerons  ce  qui  précède  à  la  résolution  de 
•-cette  question  :  p ,  </  ,  r ,  etc.  étant  les  racines  de  Féquation 

Ax'"+  Bx»-*  +  Cx^-* -}- +  Tx  +  F=o (4)  , 

^  trouver  ses  facteurs. 

En  p6sant  comme  ci-dessus  , 

-on  «nra,  d'après  la  règle  énoncée  précédemmeat , 

:^y»+  %— '  4-  Cfy"-'+. .....+  Ff  =o. . .  .(5). 

Ij  Supposons  donc  l'indéterminée  y=5Mrrf,  le  premier  membre 
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de  (5)  sera  divisible  par  A ,  ensorte  qa'elFectuant  la  diviMon  i 
le  coeiRcient  de  y^  sera  réduit  à  Tunité  ^  et  il  Tiendra  pour 
transformée 

j,'«4.i5[ym-»4.  CJy'^'^  + +  ^^«-'  =  o (S), 

Supposons  maintenant  que  «,?«><,  etc.  soient  les  racines 
de  cette  équation;  on  aura  (3oo,3oi) 

ym^By-^'-'+. .  .+^^«-'=(j^_«)(y_C)(y-^)  etc. . . .  (7). 

Si  Ton  remplace  y  par  Ax  dans  les  deux  membres  de  Tidentitç 
(7) ,  on  obtiendra  celle-ci  : 

=  (-^x  —  et)  (-^x—  f)  (v^x — >)^etc. 

en  observant  que  les  facteurs  sont  en  nombre  77»  :  si  Ton  diviM 
de  part  et  d'autre  par  A^^^y  on  trouvera 

où  "^t  '^t  ji  etc.  sont  les  racines  de  la  proposée  que  nom 
désignons  par  p,  g  ^r  y  etc.  Donc 

^x"  +  J5x"»^  +  Cx"-M- +  f^ 

:=:A  (a;— p)  (x  —  q)  (x  —  r)  ,  etc. 

=K-;-)a-)(F-)--- 

parce  que  le  produit  des  racines  €i£y ,  etc.  étant  VA^^ 
d'après  (7) ,  on  a 

Pr  «te.  =  --^pr-  =  ;^- 


D*  A  L  G  È  B  R  E.  335 

Cette  transformation  e&t  bonne  à  connaître ,  et  elle  nous  sera 

utOe  dans  la  seconde  section  de  ce  Traité. 

» 

Si 7.  Lorsqu'une  équation  a  des  coef&ciens  fractionnaires  ^ 
ainsi  qu*il  arrive  dans  la  suivante 

m  n  e         ' 

on  multiplie  de  part  et  d'autre  par  le  produit  des  dénomina* 
teurs^  ce  qui  donne  ' 

mnej? — pena^ + qmêx  —  rmn  =  o , 

et  de  cette  équation  on  passe  y  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut,  à  la  transformée 

y^  —  pney*  +  qm*^ny  —  w?n^^T  =  o , 

dont  tous  les  coelEciens  sont  entiers. 

3i8.^£tant  donnée  ^me  équation ,  il  serait  aisé  d'en  déduire 
une  autre  dont  toutes  les  racines  fussent  celles  de  la  première , 
divisées  chacune  par  une  quantité  donnée  f,  A  cet  effet  ^  on 
établirait  la  relation  *  , 

et  on  remplacerait  x  par  f,y  dans  la  proposée. 

319.  Une  équation  dont  tous  les  coefficiens  sont  4^s 
nombres  entiers- ,  celui  de  la  plus  haute  puissance  de  t in- 
connue étant  r unité  ,  ne  peut  admettre  pour  racine  une 
fraction. 

Nous  venons  de  voir  que  toute  équation  pouvait  être  ra- 
menée^ par  des  transformations  convenables ^  à  la  forme 

Jt:"+^x"»-»  Bx^^  4.  Cx*»-3  4  ...  4-  Tir  +  r=o, 

A ^  B^  C.  ,.T  et  V étant  des  nombres  entiers.  Il  s'agit  donc 
de  faire  joir  que  la  précédente  ne  peut  être  satisfaite  par 

X'=.rr    -T  étant  une  fraction  irréductible.  En  effet,  admettons 
00  '  '  . 


.  ■  '■       ■y'. 
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qd^lne  dÎM  xioiim  ftfif»  Ure  ▼  :  en   subititttAiit  ee  im 
pour  op  dans  U  p»poM6^  on  aurait 


et  mnltiiiiiaÈbt  tout  les  termes  par  &**'\  îl  mndr^Et,  i^ 
avoir  fidt  paMer  tous  i  Teiceptioii  da  premier^  dans  le  i 
niflubre^  >.         ' 

Or  r  étantipathjfpoliiise^iuinoiiibreirrédnctible,  aetpa 

séqbaat  a*  a^anroiitpas  de  commiin  diviseur  arec  A,  ainsi 

Fa  d^i  démomtré  (iio,iii^iia)  :  donc -^  ne  pourra  ê 

nombte  entier;  cependant  le  second  membre  est  vnnomb 
tier,  d'apris  la  définition  des  nombres  a,b,A,B,Cf,^.', 

,      &  est  absurde  de  supposer  que  t  poisse  être  nne  fiarà 

STso.  Si  Fort  change  x  en  — x  dans  une  éqtuiÙM 
change  en  mênfe  temps  les  racines  positives  en  négati^e^^ 
proquement.    V  ^  ,         *  ''*. 

Soit  d*abord  une  équadon  d'un  degré  impair  et  ai 
telle  que     - 

afi  +  j4a:^  +  Ba;^+Cx^  +  Dx+F  =  o....(i), 

dont  a,  b^'c,  dj  e  représentent  les  racines  y  comprisiesfl 
on  aura  Tidentité 

=:(x  — a)(x— i)  (a;  —  c)  (a;  —  ci)  (jc* 
qui^  par  la  substitution  de  «^x  pour  x,  devient 

— x^+jéx^  —  Ba^+Cx^  —  Dx  +  F' 

=  (—  x — a)  (—  a:  —  i)  (—  x  —  c)  (—  ir — £/)  (—  J 

==  — (^+û)(x  +  i)(x  +  c)(jc+d)(x4-0i 


t 
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ePt;  aptèâ  le  changement  des  signes^ 

afi  —  Jx^  +  Bx^ — Cx^-^Dx—F 
=  (x  +  a)  (a;+  b)  (x  +  c)  (ar+^O  (^  +  0- 

On  voîl  donc  que  le  changement  de  -f-  a:  en  —  jç,  produit 
celui  des  eigiles  des  racines. 

On  passerait  de  même  de  rideritîté 

•     x^  —  JaP+Bx^—Cx  +  D 

yp=z  (x  —  û)  (x  —  è)  (a? — e)  (a;  •—  cQ  • 

à  celle-ci 

x^-^Jx^  +  Bx^—Cx-^-D 

=  (* — X— -a)( — X — i)(  —  X — c)(-*-a:-^à) 

s=  Xx  +  a)  (x  + 1)  (x  +  c)  (a?+d)  , 

parce  que  le  nombie  des  factemrs  est  pair.  Donc  etc.      ^ 

On  remarquera  que  la  substitution  de  *—  a:  atu  lieu  de  x ,' 
change  les  signes  des  termes  de*^rang  pair ,  et  qu'ainsi  le  seul 
changement  des    signes  de  ces  termes,   détermine  ceux  de^ 


xacmes. 


3a  1.  Si  tous  Tes  signes  cTune  équation  sont  aUerndtivement 
^  et  — ,  c* est-à-dire ,  si  une  équation  ne  ptésente  que  de$ 
'Variations  de  signes-,  elle  ne  peut  comporter  de  racines  négatives J 

Car  en  changeant  dans  une  telle  équation  +a?  en— a7> 
tous  les  termes  prennent  le  même  signe ,  ou  le  signe  +  ;  or  >' 
la  transformée  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  racines  néga- 
tives, si  cependant  elle  en  a  de  réelles  ;  et  d'ailleurs  ces  racines 
négatives  sont  les  positives  de  la  proposée  5  doue  etc. 

Saa.  On  peut  encore  transformer  la  proposée  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  des  quantités  réciproques  kx,  relation 
expriiftée  par 

t  • 

y 

Dans  la  transformée  multipliée  par  la  plus  haute  puissance 
de  y ,  Tordre  des  coeificiens  serait  renversé ,  ensorte  que  le 

ai) 
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second  terme  manquant  dans  la  proposée  ,  l/avant  •*  dernier 
manquera  dahs  la  transformée.  On  observera  encore  qu*à 
la  plus  grande  racine^  de  la  transformée  ,  correspond ,  d'après 

T 

la  rdation  a;  =  -,  la  plus  petite  de  la  proposée  ^  et  réciproque- 

ment.  Cette  relation  sera  souvent  employée  par  la  suite  ,  et  il 
faut  retenir  la  conséquence  que  nous  venons  de  déduire. 

3d3.  On  peut  enfin  convertir  une  équation  en  une  antre 
dont  les  racines  soient ,  par  exemple  ,  les  racines  canées  de 
celles  de  la  proposée  ^  relation  qu'on  énoncera  ainsi  : 

y  =  V/o? ,  d'où  j'*=  X', 

la  substitution  donnera 

Cette  équation  manque  de  tous  les  termes  d'une  puissance 
impaire  àty  ^  ce  qui  résulte  encore  de  la  composition  des 
coefSciens  en  racines ,  en  observant  d'ailleurs  que  le  radical 
\/x  est  alFecté  du  doul^e  signe  +  et  — . 

334-  Nous  avons  done  fait  toutes  les  opérations  arîtlmié- 
tiques  sur  les  racines  inconnues  d'une  équation  proposée ,  et 
îl  n'était  pas  difficile  de  prévoir  que ,  puisque  ces  opérations 
ont  lieu  sur  chacune  des  racines,  elles  doivent  influer  sur  les 
coefficiens  qui  en  sont  des  combinaisons  données  ^oS).  Enfin 
on  peut  conclure  de  cette  analyse  que  ,  pour  transformer  une 
^équation  en  une  autre  dansjtoutês  les  racines  aient  avec  celles 
de  la  proposée  une  relation  donnée ,  il  faut  traduire  cette  re- 
lation  en  algèbre ,  en  déduire  la,  valeur  dex,  et  la  mbstituer 
dans  laproposée*^ 
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CHAPITRE   XXIT. 

Mecherche  du  plus  grand  commun  dwiseur  entre  des 

polynômes  algébriques. 

Ss5.  JLiORSQUE  A  et  B  représentent  deux  polynômes  algé* 
briques  ^  ou  qfii  ne  renferment  pas  de  logarithmes  ^  hlnus  ^ 
cosinus^  etc. ,  on  les  ordonne  par  rapport  à  une  même  lettre; 
alors  le  pitts  grand  commun  diviseur  est  le  facteur  commua 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  cette  lettre  :  le  plus  .  ^  . 
grand  -de?  deux  polynômes  est  aussi  celui  dans  lequel  se  trouye  S|^l[ 
la  plusliaute  puissance  de  cette -même  lettre. 

SâS.  La  règle  donnée  (chap.  6)  s'applique  sans  restriction  aux 
polynômes  >  ensorte  qu'on  diyise  le  plus  grand  parle  plus  petit , 
^  on  •continue  C£tte  {>remière  division  joisqua  ce  qu'on  obtienne 
«m  dividende  reste  dans  lequel  l'exposant  de  la  lettre  par 
npport  à  laquelle -on  ordonne,  soit  moindre  que  celui  de  la 
même  lettre  dans  le  diviseur,  ou  tout  au  plus  égal  à  l'expo- 
•ailt  de  cette  lettre,  ensorte  qu'on  ne  rencontre  pas  d*exposans 
FsXSiO  :  6e  reste  devient  diviseur^  et  ainsi  de  suite. 


On  pourra  aussi ,  dans  le  cours  de  ces  divisions ,  àrelTet  d'évi- 
ter les  quotiens  fractionnaires,  et  de  faciliter  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur,  supprimer  ou  introduire  dans 
le  divKlende  un  facteur  qui  ne  soit  pas  commun  au  diviseur^  et 
réciproquement  (83). 

337.    Lorsque  les  polynômes  sur  lesquels  on  opère,    sont 


«^ 
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composés  d*nn  grand  nombre  de  termes ,  on  rendra  moini 
pénible  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  en  dé* 
taillant  l'opération  ainsi  qu'on  le  voit  dans  Ténoncé  suivant! 
1®.  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  coefficiens 
numériques  f  et  diviser  les  deux  polynômes  A  et  B  par  ce  nombre, 
ce  qui  donnera  A'  et  B';  a*,  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  coefficiens  algébriques  de  la  lettre  par  rap* 
port  à  laquelle  on  ordonne ^  que  je  suppose  être  la  lettre  a, 
^t  diviser  par  ce  plus  grand  commun  diviseur^  d*oùrésultent  A* 
et  B";  et  3®.  enfin  chercher  la  partie  du  plus  grand  commun 
diviseur ,  dépendante  de  la  lettre  a ,  qu'on  obtient  par  la 
méthode  donnée  plus  haut.  Le  plus  grand  cqmmun  diviseur 
sdemandé  sera  le  produit  de  tous  ces  communs  diviseurs  partiels. 

328,  Nous  poserons  ce  principe  :  Lorsqu*un  polynôme  com^ 
poiie  un  diviseur  indépendant  de  la  lettre  suivant  laquelle  il 
est  ordonné ,  ce  diviseur  doit  diviser  les  coefficiens  des  puis" 
sances  de  cette  lettre  ;  d*où  il  suit  que  sifla  plus  haute  puisr 
sance  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne ,  est  Funité^ 
le  polynôme  ne  peut  avoir  de  diviseur  indépendant  de  cette 
lettre. 

En  effet ,  soit  le  poljmome  ^+-ffx+Cx*+  etc. ,  ajant  im 
diviseur  c/  indépendant  de  a;  :  on  aura  l'identité  : 

ji+Bx  +  Ca^-i- etc.  =  d(a-f-i^+cx*+etc.) 

qui  doit  avoir  lieu  (chap.  XX)  pour  x=:o.;  donc>/=:^» 
ensorte  qu'après  avoir  supprimé  ji  et  sa  valeur  4a,  et  âivist 
par  X  qui  n  a  pas  de  commun  diviseur  avec  6 ,  on  a 

J54.  Cx  +  Dx*+  etc. =d(6  4-  cap+rfx»4-  e^c.)  : 

pour  a:  =  o,  on  conclut  B=db  et  ainsi  de  suite 5  donc  lei 
coefficiens  A,  B,  C,  etc.,  sont  séparément  divisibles  j>ar  i. 

1^.  Propofioii8*-npu$  d'assigner  le  plus  grand  commun  diTi* 


f 
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ibinr  entre  les  deux  potynomes 

•f   ■ 

£z=z  Qjb^a^  —  1  U*a^  —  Qb^a?. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  numérique  est  9  ,  et  ^  et  B 

sont  en  outre  divisibles  par  b^a^^  ensorte,^u|en  divisant ,  on 

trouve 

^=4a^  —  2a*  — 3a  + 1  , 

ja'=3a*— 2a  —  1. 

La  âîrimn  de  A'  par  R'  donne  pour  plus  grand  commun 
^yiseur  a— 1 ,  ce  qu'on  aurait  pu  découvrir  indépendamment 
de  la  division ,  en  observant  que  ^'  ^  B'  et  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  doivent  être  nuls  éb  même  temps,  d*où  il  résulte 
que  ces  trois  polynômes  admettent  quelques  racines  ébmmunes 
Çoi)^.  Pour  lea  trouver  ^  on  po&era 

3a*  —  sa—  1  =  o\ 

d*où*  Fon  déduit  a  =  1 , ,  racine  qui  rend  A'z=:o  :  l'autre 
jncine  doit  être* rejetée  ,  parce  qu'elle  ne  donne  pas  A^  =  o» 
Donc  a— -1  est  le  plus  grand  commun  diviseur.  Dans  cet 
exemple  ,  où  la  somme  des  coefllciens  pris  avec  leurs  signes ,  est 
BuUe  tant  dans  A'  que  dans  B\i\  est  très-facile  de  découvrir 
h  racine  a=:  i«  Le  plus  grand  commun  diviseur  est  donc  le 
groduit  gfi^*a?  (fi"^^)  ;  ^t  les  deux  quotiens  sont 

Ç  =4a*-t-aa  — 1,. 
Ç'  =  3a+i. 

u\  Nous  supposerons  les  polynômes 

>/=(  9i»—  1 8&c)a3+  (q  1 P-^  4j26V)  a*V  (3Gb^c—i  Sb^)a , 
^=(i5i*— 3o6c)a*-h(i8i*c— 96^)  ^  . 

*»  trouve  sur-le-champ  3ab  pour  un  plus  grand  commun 
diviseur  partiel ,  d*où  Ton  déduit  après  la  division  ,  ces  quotient. 

^'=(3è--6c)a»-f-(7i*— i46c)a+i2è*c— Ç6V 
B'=  C5*— ioOa+  66c  — 3i* 
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S'il  doit  exister  un   plus  grand  commun  diviseur  entre   Ié|| 
coeiliciens  de  a  dans  A\  B'  y  ces  coeiRciens  deviendront  m 
en  même  temps  que  ce  diviseur;  et  comme  36  -*  6c est  le  pfilj 
simple  de  ces  coeiliciens  ,  on  posera 

3èr=6c,  d*où  b=*2c  : 

et  en  efTct ,  pour  cette  valeur  de  £  ^  on  a  en  même  temps 

A'=o,B'  =0-, 

ensorte  qu  en  divisant  ces  polynômes  par  6  — -  2c  ^  on  obtient 

A"—'5a''\'jba—Sb\ 
B"=  5a  —  3i. 

Comme  riiypolhùse 

5fl  —  3i  =  D ,  d'où  i  =  3  a  , 

ne  donne  pas  -^"  =  0  ,  B"=o,  on  en  conclut  qu'il  n*exktt 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  complexe  dépendant  de 
Oj  conclA.sion  qu'on  déduirait,  mais  plus  laborieusement,  d% 
la  division  de  A"  par  B'\  Ainsi  le  plus  grand  commua  diviseur 
est  3ab  (b — 2c). 

3°.  Soient  les  polynômes 

A  =  (c— c/)a^+  {Q.bc—tibiî)  a  +  (b'^c-^b^d)  , 

B  =  {bc'^b(i+  c'—cd)a  +  {b^d+bc''—b''c—bcd)  ; 

on  aperçoit  sur-le-champ  qu'entre  les  coeiliciens  de  a,  i7  ne 
peut  exister  de  diviseur  commun  plus  grand  que  c  — d,  ensortc 
que  b'il  y  a  lieu  à  un  tel  diviseur,  tous  les  coeiliciens  doivent 
devenir  nuls  dans  l'hypothèse  c:=d,  ce  qui  arrive  effecÙNft- 
ment  *,  on  divisera  donc  A  et  B  par  c  —  c? ,  ce  qui  donnera 

Ii'=ib+c^a  +  bic—b), 

et  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  polynômes  n'admettent 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de  a,  ce  cpfoi 
reconnaîtra  d'ailleurs  parla  division.  On  a  donc  c — d  fooî 
plus  grand  commun  diviseur. 
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4^.  Prenons  encore  ces  deux  polynômes  dans  lesquels  on  ren- 
contre des  puissances  négatives  de  la  lettre  par  rapport  à  la- 
quelle on  ordonne , 

A  =  (lifi^cfi— aSiVd  —  i4bcd  -f-28cd)a-f.(aiiVcî— aicrQ 
—  (i4A3c£i—  i4bcd  —jb^'cd    '\^cd)Qr^ 

4-.(49*W-^g8icrf  +49ccOa-'  ^ 

On  multipliera  d'abord  -^  et  -ff  par  a* ,  afin  de  faire  dispa- 
raître les  exposans  négatifs ,  mais  on  aura  soin  de  diviser  le  ' 
plus  grand  commun  diyiseur  par  a^.  On  remarquera  d'abord 
que  jcd  âiyise  exactement  A  et  B ,  ensorte  qu'on  aura  après  la 
division  , 

^=(fli3_4i*_3i+4)a'+(36»_3)a*— (ai^—aJ—i^+i) , 

JÎ'isCSfi'-i  ai»+i  5i-G)a*+(7i*-i4i4.7)a-(363-5i»+i+i). 

Le  diviseur  des  coeiHciens  de  a  ^  ne  peut  être  que  6  -f~  ^  ou 
4  —  1  ,  puisqu'il  doit  diviser  le  coefficient  3  (  i*  —  1  )  ;  or 
l'hypothèse  &  =  1  rend  nuls  tous  les  coefficiensdes  polynôme» 
A  etB;  donc  fr  ^-  1  est  diviseur ,  et  il  est  le  seul  :  on  trouve 
les  qnotiens 

A''=  (  ai*— 26— 4  )a3+3  (  J+i  )a«— (  ab^+b—i  )  , 
jr=:  (  3*^—96+6  )a»+7  C  b—i  )a  — (  36^—26—1  ) 

n  reste  à  obtenir  la  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  , 
qui  est  en  a.  D'abord  on  découvre  aisément  que  i  =  —  1 
donne  ^*r=  o  ,  sans  rendre  nul  le  polynôme  JB'' ;  et  quepour 
3  =  1 ,  .on  Si  ff  =  0  sans  qu'il  en  résuite  A"  =  o.  Donc  on 
peut  diviser  A''  par  f  +  1  et  5"  par  b  —  1  ,  s^ns  altérer  le 
pluB  grand  commun  diviseur  ;  et  on  obtient  après  ces  réduc-^ 

tione 

^=i:a  (i  — 2)a''+3a'»— (si— 1), 

B^  =3(i  — 2)a*  +  7a  —  (3i+  1). 
Comme  la  somme  des  coefilciens  de  a  ;  pris  avec  leurs  signes  ^ 
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est  nulle  dans  J^  et  dans  B' ,  on  conclut  sur-le-champ  que 
pour  a  =  1 ,  on  aura  A*  =  o  ,  ^'=0  ^  qu'ainsi  a  —  1  est  Je 
plus  grand  commun  diviseur  entre  A"  et  B" ,  Donc  le  diviseur 
commun  le  plus  grand ,  est 

ncd{h — i)(a — 1)  jç  rL      n  -t      rt       n  ^*i 

Si  les  deux  polynômes  entre  lesquels  on  cherche  le  plu» 
grand  commun  diviseur,  renfermaient  des  puissances  frac-^ 
tionnaires  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne  , 
que  je  supposé  être  a ,  on  réduirait  les  expos  ans  fraotionnaires^ 
dans  les  deux  polynômes,  à  une  commune  dénomination  ; 
on  représenterait  par  une  nouvelle  lettre,  la  lettre  a  élevée 
a  Tunité  divisée  par  le  dénominateur  commun  des  exposans 
de  a  ,  et ,  par  cette  préparation  ,  il  ne  resterait  dan&  les  deux 
polynômes  que  des  exposans  entiers  de  a  ;  enfin  on  rempla:^ 
cerait  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  ^  la  lettre  iatro-^ 
diiite  par  la  puissance  fractionnaire  de  a ,  qu'elle  représente^ 

5®.  Soient  les  deux  polynômes 

^=-^èVa6+i46Va5— laiea*— 7iVa34-ï4ic*a'» 
J?:==—  h^a^  +i.V      -i-ab^a^  +6^^'     — ai^o^, 

I^a  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  tXBy. 
par  la  méthode  ordinaire,  c'est-à-dire  par  la  division j  est 
très- laborieuse  5  c'est  pour  cett«  raison  que  nous  ^vons  dhoist 
de  préférence  cet  exemple  que  uqus  avons  traité  dans  le  t^bieav 
ci-ioint  avec  tous  îes  détails  nécessaires.  Mais  nous  devons 
observer  qu'il  est  facile  d'abréger  l'opération  par  des  décom- 
positions qui  font  découvrir  des  facteurs  communs  aux  deux 
polynômes ,  lesquels  sont  les  élémens  ^u  plus  grand  diviseur 
commun.  Qu'on  reprenne  les  polynômes  déjà  simpîifîe's 

-^  ^b^a^  +  i^ba^  —  120*^  •—  jbca  +  14c 

—  à^a4  +      ia3  +    sa'*  +     ¥a  -^  nh^: 

on  découvrira  aisément  cette  décomposition  du  second 

—  c*  (  b^a^^ba  — fi  )  +  è'*  (  ai—  a)  J 
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qui  devient  nulle  par  ci  =  a;  on  trouve  que  le  premier  se  ré- 
dui€  à  zéro  dans  la  même  hypothèse  ,  et  on  en  conclut  qu'il 
est  divisible  par  a£  -—  2  qui  est  conséquemment  facteur  da 
pins  grand  commun  diviseur.  Les  deux  polynômes  débarrassé» 
de  ce  facteur^  deviennent 

^4ba?^  Ga*— 7c;  — a*  {ab+  1  )  +  i*, 

et  ces  quotiens  n'admettent  pas  de  commun  diviseur.  Oa 
conçoit  en  effet  qu'il  faut  pousser  ces  décompositions  en  fac- 
teurs aussi  loin  qu'il  est  possible ,  puisque  si  on  pouvait  assigner 
tous  les  facteurs  simples  des  deux  polynômes ,  on  aurait  sur- 
le  -  champ  le  plus  grand  facteur  commun.  Dans  le  second 
exemple  du  tableau  ci-joint ,  tous  les  termes  de  chacun  des 
deux  polynômes  sont  de  même  degré  ^  ils  ne  renferment  que 
deux  lettres 9  et  de  plus,  la  somme  des  coefRciens  numériques 
est  nulle  dans  les  deux  ^  donc  l'hypothèse  y  =x  les  réduira' 
en  même  temps  à  zéro ,  c'est  -  à  -  dire  qu'ils  ont  x^-^  y  pour 
con^mnn  diviseur, 

5°,  Proposons-nous  de  réduire  à  sa  pluB'simple  expression  U 
fracticm 

'   ^ba^  —  27ica'*  —  Qbc'a  +  \ib(^  * 

ce  qui  revient  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ses  deux  termes  :  on  trouve  avec  un  peu  d'habitude  du 
calcul ,  que  les  deux  polynômes  admettent  ces  décompositions 
flg^  C5g*~  2c^  )  +  Sba"  (5a*—  qc"  )  (fla^+SéaQCSa'- ac*)  , 
36a  (3û*— ac*).—  96c  (  3a*—  ac^  ^"  36 (a— 3c) (3a*— ac^)  ' 
qu'ainsi  a  —  "de  n'étant  pas  facteur  d©  3a*  —  2c*  ni  de 
tia^  -^  5ia*,  le  faq|eur  3a*— 2(r*  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  termes  de  la  fraction  qui  a  conséquemment 

pour  plus  simple  expression  =^--- =-r.  On  aurait  pu  par- 

Tenir  à  la  décomposition 

aa^  (3a*  —  qc*  )  +  56a*  (  5a*  —  ac*  )  ^ 
•         ^6a*(a~3c}  — 66c*(a— 3c)      * 
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alors  il  éerait  permis  >  dans  la  recherclils  du  plus  grand  cou^ 
jnun  diviseur  des  deux  ternies  de  cette  fraction  ,  de  supprimer 
le  facteur  a  — -  3c  étranger  au  numérateur  ,  et  on  trouverait 
Sa* —  ac*  pour  résultat  de  Topération  :  après  la  divisiqn  <lei 
deux  termes  par  ce  facteur,  on  retomberait  sur  la  même 
fraction  réduite. 

6*.  En  examinant  avec  le  même  soin  la  composition  des  deuT 
termes  de  la  fraction 

^da^ —  éicda —  2c*û5+2C^  * 

on  découvrira  sur-le-champ  le  plus  grand  facteur  commun  et 
cette  plus  simple  expres&ion 

(  çg ^  —  c* )  (g  +  g) 

Sag.  Nous  aurons  très  -  souvent  occasion  par  la  suite  dç 
recourir  à  cette  méthode  que  les  élèves  n'emploient  pas  heu- 
reusement ,  parce  qu'ils  ne  font  pas  assez  d'exelnples.  Les  pré- 
ceptes que  nous  avons  posés  et  les  applications  que  nous 
en  avons  faites,  quoique  bien  propres  à  les  diriger  >ne  peuvent 
cependant  remplacer  la  pratique  que  nous  leur  recommandons 
particulièrement. 

33o.  Cette  méthode  sert  encore  à  trouver  les  conditions 
sous  lesquelles  deux  polynômes  prendraient  un  plus  grand 
commun  diviseur.  Soient ,  par  exemple ,  les  deux  polynôme» 

en  divisant  le  premier  parle  second  ,  on  trouve  le  reste  y*— J*, 
reste  qui  s'oppose  à  Texistence  du  commua  diviseur  en  ques- 
tion. Mais  qu'on  pose 

y  — è'^  =  o,         d'où        y  =  ±.h, 

et ,  sous  cette  condition ,  x-\'  a  sera  le  plus  grand  commun 
diviseur.  En  effet  pour  j  =  i:  è  ^  le  premier  polynôme  deyieût 
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«•  4-  ûox  +a* ,  carré  de  a;  +  a  ,  lequel  est  exactement  di- 
"visible  par  x-j^  a» 

Appliquons  cette  remarque  à  la  résolution  de  deux  équa- 
tions du  premier  degré  entre  deux  inconnues  >  déjà  tr^ûtées 
(chap.  17  )  par  différens  procédés.  La  propriété  qui  carac- 
térise essentiellement  la  valeur  de  j^  déduite  de  l'équation  finale  ^ 
est  de  faire  acquérir  aux  deux  équations 

aoe  +  ô^  — -  c  =i  G ,  a'x  +  by  —  c'  =  o  , 

une  même  racine  x,  ou  d'introduire  dans  ces  équations  un 
commun  diviseur  x  moins  cette  racine.  Mais  comme  cette 
valeur  de  y  n'est  pas  connue ,  on  est  conduit  à  rechercher  la 
condition  sous  laquelle  les  deux  équations  précédei\(e&  admet- 
traient un  commun  diviseur  du  premier  degré  en  x,  A  cet 
effet ,  on  divisera  la  première  équation  par  la  seconde ,  et  om 
trouvera  pour  reste 

Ce  reste  ne  pouvant  être  diviseur  de  la  seconde  équation ,  doit 
être  égalé  à  zéro  ^  ensorte  qu'on  a 

pour  condition,  de  l'existence  d'une  racine  x  commune  aux 
deux  équations,  La  valeur  de  y  qui  l'introduit,  est  donc 

ac^  —  afc        -,   ,  c&'  —  ic' 

Nous  rechercherons  encore  la  condition  d*où  dépend ,  pour 
le  polynôme  x^  -f-  Px^+  Ç^M-  R  ,  l'existence  d'un  commun 
diviseur  du  second  degré  ,  tel  que  x*  -f-  uix  -j-  B ,  P  ,  Q  9  R 
étant  des  nombres  donnés  ,  et  A  ^  B  ,  des  coefficiens  à  déter- 
miner de  manière  que  la  condition  énoncée  soit  satisfaite. 
En  divisant  le  premier  polynôme  par-^le  second  ,  on  arriva 
à  un  reste  du  premier  degré  en  x  , 


qui  s\>ppofte  à  Tcïxistence  du  polynôme  a:*+  ^i/jr-^J?  comme 
diviseur  ;  mais  en  posant  ce  reste  =  o ,  la  division  se  fera  exac- 
tement.  Or  x  n'hélant  pas  zéro  »  on  doit  avoir  ces  deux  équar 
lions  séparées 

la  seconde  donne 

*=-3^ :•■•«.- 

■ 

substituant  cette  Yaleiu:  pour  B  dans  la  première  ,  et  faisant 
disparaître  le  dénomiiiateur  A  ^  on  trouve 

A^—tiPA^+  (Q  +  P«)^  -f-  /^—  ÇP  =  o. . . , ,   (9>. 

Les  équations  (i)  et  (2)  servent  à  évaluer  les  coelEciens  BetA 
au  moyen  des  nombres  connus  P,  Q  et  R.  Par  exemple  ,  le- 
polynôme  x^-|-x*— i-x — 1 ,  divisé  par  x*  +  Ax'i^B  ,  donne- 
pour  conditions  *   • 

La  première  mise  sous  la  forme  A^A-^^  =  o  >  donne  ces^ 
valeurs  de  A  : 

.      f^  =  -  i 

auxquelles  correspondent  "j  5  ==  —  1 

U  =  4-  I  ; 


ensortequele  polynôme  x^-^-x^ — x—  1  est  divisible  par  les 
facteurs  du  second  degré  x*  —  i ,  x"  —  1  ,*x*+  2x^-f"  1  :  con-* 
séquewnent  deux  des  trois  racines  do  la  proposée 

x^  +  X*  —  :e —  1=  o , 

sont  donnés  par  Tune  du  l'autre  de  ces  équations^ 

x^ — 1  ==0,.    x^-f-û»^  +  A  =  Q>. 
qui  fournissent  ensemble  les  trois  racines 

x  —  ij     x-=.  —  1     etx  =  — 1,' 
de  réquation  formée  du  polynôme  donné  égal  à  zéro%. 
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Si  ron^ayaîl  à  résoudre  la  même  question  sur  les  poly- 
laomesx^+Pjc^+Qx^+Rx+S,  etx^^u4jf-{-Bx  +  C,  oa 
fierait  conduit  à  un  reste  du  second  degré  en  x  ,  lequel  deyant 
être  égal  à  zéro ,  donnerait  trois  équations  qui  serviraient  4 
évaluer  les .  coef&ciens  inconnus  A,  B  ,  C,  au  moyen  "des 
coefficiens  donnée  P ,  Q ,  R  ,  5 ,  et  par  là  on  ferait  dé- 
pendre la  résolution  d*une  équation  du  quatrième  degré  ,  de 
celle  de  deux  équations  ,  Tune  du  troisième  et  l'autre  du  pre- 
mier. Nous  reviendrons  sur  cette  question  dans  la  seconde  sec- 
tion de  ce  Traité. 

33 1.  Ce  que  nous  venons  de  dire  est  le  complément  né- 
cessaire de  la  métliode  du  plus  grand  commun  diviseur  ,  elf  le 
germe  de  celle  que  nous  exposerons  dans  le  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  XXV. 

De  Vélimination  entre  deux  équations  de  degrés  queU 
conques  a  deux  inconnues  ^  et  du  degré  de  Véqua^ 
tion  finale. 

532.  Xjorsqu'on  a. deux  équations  du  premier  degré  entr» 
deux  inconnues  a;  et^,  Télimination  de  l'une  des  inconnues 
est  toujours  facile ,  et  V équation  Jinale ,  c'est-à-dire  celle  qui 
donne  l'autre  inconnue  ,  est  aussi  du  premier  degré  (ch.  17): 
mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  ces  deux  équations  sont  d'aa 
degré  supérieur  au  premier  :  il  faut  entendre  parle  degré  d'uod 
équation  qui  contient  plusieurs  inconnues >  la  plus  forte  somme 
des  exposans  des  inconnues  dans  un  même  terme. 

333.  Soient  entre  les  inconnues  a:  et  jf  deux  équations  com- 
plètes ,  l'une  du  degré  m ,  l'autre  du  degré  n  :  ces  deux  équations 
seropt  toujours  réductibles  à  la  forme 

+  rx-f-^zsc (^ 

X»  +  P'a:«-»+  Ç'x— *+  Raf"^+ 

+T'x+F'=o (5) 

Q  l  étant  de  la  forme  \c+dy  +  ey^ 

R)  if+gy+hy-  +  lf 

«tc.^  etc. 

n  (  a'+  b'y 

C'y  étant  de  la  forme  ic'-^-d'y+- e'y' 

R'}  if+gy+h'y'+Fy 

etc.  etc. 

les  coefficiéns  /^«t  F/  pouvant  renfermer  jusqu'aux  puissaaces 
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771  et  n  de^  (*).  Résoudre  ces  équations,  c*est  assigner  ton» 
les  couples  de  nombres  qui,  substitués  pour  x:  et^,  les  ré- 
duisent en  même  temps  à  la  forme  0  =  0.  Ces  nombres  an 
et  y  s'appellent  encore  racines ,  ou  plutôt  solutions  des.pro-. 
posées  qui  en  admettent  plusieurs. 

334*  Nous  présenterons  le  principe  de  la  résolution  de  cea 
équations ,  sons  deux  points  de  vue. 

i'.  Soient  C  une  valeur  de  jr  et  et  une  valeur  de  x,  qui 
substituées  simultanément  dans  les  équations  (^A)  et  (^B) ,  les 
réduisent  à  o=iO',  il  est  évident  qu'il  revient  au  même  d'écrire 
d'abord  Cipoury,  et  dans  les  résultats  qui  ne  sont  plus  qu'en  x^ 
de  remplacer  x  par  et.  Or  les  polynômes  qui  forment  les  pre* 
miers  membres  de  {A)  et  {B)  devant,  après  la  substitution 

de  C  pour  ^  ,  devenir  nuls  en  même  temps  par  x==«^  ne  peu* 
yent  être  que  de  la  forme 

donc  la  substitution  6  pour  y  introduit,  ^ans  (A)  et  (B)  un  fac-^ 
teur  commun  en  x — a.  dont  l'égalité  à  zéro  donne  la  solution 
xr=c(  correspondante  à  yz=:C.  Telle  est  donc  la  propriété 
de  toute  racine  y ,  et  tout  nombre  y  jqui  n'en  jouit  pas ,  doit  êtra 
rejeté  comme  ne  pouvant  faire  partie  des  solutions. 

s**.  Supposons  que  les  deux  équations  soient  résolues  séparé—' 
ment  par  rapport  à  x ,  comme  si  y  était  un  nombre  ,  et  repré-« 
tentons  par  a ,  a\  a",  etc.  les  racines  de  la  première ,  et  par 
*  ,  fit' ,  et",  etc. ,  cell«  de  la  seconde  :  (A)  et  (B)  prendront 
la  forme 

(^A), . .  (x — a)  (x — a')(r — a')  (x — a^  etc.  =0 
(5).  • .  («— «)  (x— a')(j^— *")  (jc— ^'0  etc.  =  o. 

mu  '  '  ■        ■  ■..■-■:.,■         ...  ^ 

(♦)  Il  est  visible  qu'aprèa-  les  multiplications  faites  <lc  x"»-^ ,  x"*~* ,  cttr." 
^Mûries  polynomçs  coefBciens,  le  deuxième  terme  on  donnera  deux ,  quel» 
'Sfoisièmo  en  donnera  trois,  et  ainsi  de  suite  ^  ensortc  que  le  nombre  total 
^ks  termes ,  sera  le  même  que  celui  de  la  suite  des  nombres  i ,  a ,  3.-.  .mr4-x  • 
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Si  mainteDant  on  égale  Tune  quelconque  des  racines  tf ,  a\  ti; 
etc.  à  Tune  quelconque  des  racines  ce ,  a',  *",  etc.  ,  on  aun 
une  équation  ^ny 

par  exemple ,  qui  donnera  pour  y  une  ou  plusieurs  valeur» 
& i& y  ë>"i  etc. ,  telles  que  substituées  dans  (jsO  et  (J5)  ,  ces 
deux  équations  acquerront  un  commun  diviseur  J?,—  a  ou  x — «  : 
ensorte  que  la  valeur  y=&  déduite  de  a=flt ,  et  la  correspond 
dante  a:  =  a  ou  a  qui  de\dent  un  nombre  par  la  substitution 
de  Q  pour  y ,  réduiront  simultanément  les  équations  {A)  et 
(  j6  )  à  la  forme  o  =:  o.  Ainsi ,  si  Ton  substitue  Tui^e  des 
valeurs  fi  de  y  dans  les  deux  polynômes  (^jf)  et  (5) ,  ce  qni 
changera  les  coefficiens  JP ,  Q ,  R,  etc.,  P',  Q',  /i',  en  (P)^ 

(Q) ,  (^)  I  e^c-  .  (^0 ,  (QO  ;  (^0  ,  etc. ,  c'est-à-dire ,  en  des 
nombres,  les  résultantes 

a:'"+(P)r"»-'+(Q)x'»-*+  . .  .+(r)x+(r  )=o. . .  (C) 

n'étant  plus  qu'en  x  ,  deyront  être  satisfaites  par  x  =:a  ou  «, 
c'est-à-dire ,  qu'elles  acquerront  un  commun  diviseur  du  pre- 
mier degré  x—  et  :  on  chercherait  donc  entre  les  polynômes 
qui  sont  les  premiers  membres  de  (C)  ,  et  (D)  ,  le  plus  grand 
commun  diviseur  ,  lequel  égalé  à  zéro,  donnerait  x=sa=et, 
a  étant  un  nombre.  On  trouverait  de  la  même  manière  nue 
autre  valeur  de  x  correspondante  à  la  seconde  valeur  0  Aey, 
et  ainsi  des  autres. 

Qu'on  opère  donc  sur  les  deux  polynômes  proposés  comms 
pour  en  trouver  le  commun  diviseur  x—  et  ,  et  étant  alors  une 
fonction  de  j^,  et  on  trouvera  un  reste  qui  ne  renfermera  quejr; 
c'est  ce  reste  qui ,  pour  toutes  les  valeurs  ^  ,  C ,  jBtc.  de  y , 
devient  nul  ;  qu'on  le  pose  égal  à  zéro  ,  et  on  en  déduira  pour 
y  ces  mêmes  valeurs  :  maintenant  reportant  chacune  d'ellei 
dans  le  commun  diviseur  que  ,  pour  plus  de  généralité ,  nom 
représenterons  par  u4x  —  B  ,  j4  et  B  étant  des  fonctions  dey, 
«t posait,  après  chaque  substitution, 

condilioi 
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condition  d'après  laquelle  les  deux  polynôme^  deviennent  nuls , 
on  aura  pour  a?  les  nombres  •«,  «'  ,  *",  etc.,  qui,  pris  avec 
j8 ,  i8',  /3",  etc. ,  satisfont  aux  deux  équations  proposées.  Tout   . 
ce  que  nous  venons  de  dire  se  trouve  résumé  dans  ce  qui  suit. 

335.  Une  valeur  de  y  serait  bien  choisie  ^  si ,  substituée  dans 
(^)  #t  C-^).,  les  résultantes  avaient  une  racine  commune 
en  X ,  pui3qu*alors  ces  deux  valeurs  correspondantes  de  x  et  do 
y  y  substituées  simultanément  dans  les  deux  équations  proposées  , 
réduiraient  chacune  d'elles  à  0=  o.  L* équation  finale  en^  doit 
donc  avoir  pour  racines  toutes  les  valeurs  de  ^  qui  jouissent  de 
la  propriété  énoncée  ,  et  seulement  celles-là  :  d'où  Ton  tire  un 
moyen  bien  simple  d'obtenir  cette  équation.  En  effet,  les  deux 
équations  résultantes  d'une^ubstitution  cpnvenable  pour  y , 
devant  acquérir  uo  diviseur  commun,  si  l'on  cherche  par  les 
méthodes  données  ( chap,  o^) ,  le  commun  diviseur  entre  les 
polynômes  {A)  et  QB  )  ordonnés  par  rapport  à  a:  ,  on  par- 
viendra nécessairement  à  un  reste  indépendant  de  a:  ,  ou' 
qui  ne  contiendra  plus  que  ^ ,  lequel  égalé  à  zéro  ,  donnera 
l'équation  finale  chtrchée.  %)it 

«  =  o 

cette  équation  en  y  :  sa  résolution  fera  connaître  les  valeurs  d^ 
y  y  et  01^  obtiendra  celles  de  x  qui  leur  correspondent ,  eft 
substituant  successivement  chacune  de  celles-là  dans  le  reste  du 
premier  degré  en  x ,  qui  ,  à  cause  de  /l  =  o  ,  devient  le  com- 
mun diviseur  entre  (^)  et  (B)  :  d'ailleurs  ce  commun  diviseur 
doit  être  supposé  égal  à  zéro ,  ensorte  qu'on  a  cette  seconds 
équation 

ji  et  B  étant  des  fonctions  de^,  de  laquelle  on  déduit  une 
yaleur  de  x  pour  chacune  des  valeurs  de  y.  Il  est  clair  que  le 
commun  diviseur  enx,  n'a  lieu  que  dans  l'étendue  de  Téqua- 
.  tien  finale. 

Aijisi  aux  deux  équations  proposées  entre  a?  et^ ,  pn  en  subs- 
titue deux  autres  >  l'une  en  y  seulement ,  et  l'autre  eu  x  et  y* 

a3 
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PREMIER    EVEMPLEJ 

(i) aP+Zya^+Sfx—^S^o 

(a) a^+^x  — 2y*    — iq=o; 

en  diyisant  (i)  par  (a),  et  continuant  la  division  jnsqA'â  c* 
qu'on  parvienne  à  un  reste  sans  x,  conformément  à  la  méthode^ 
çn  trouvera  pour  équation  finale 

45j^+3>45y^-^i9Soj^+75oy*— fl94oy— 45oa  =o. 

Le  diviseur  commun  du  premier  degré ,  ou  l'équation  qttidoit* 
liera  lea  valeurs  ide  a; ,  est 

(gy*-f-i  o)x — 52)^— «10^ — 98  =  a* 

IDEVXIÈMB    EXEMPLE.     . 

(1)%  ». .»  ap'-j-7na:*-f-njF-+-p=o 
(q) x^-^bx  '^a  — jr=o, 

où  m,  n ,p ^  a  et  6  sont  des  nomBles  :  en  ^ppliq[uant  la  rè{^6| 
on  trouvera  poiu:  le  reste  du  pre|liier  degré  en  x 

m 

(b*+mb+n+€U+y)x+(b+m)  Ça^)+p  =  o. .  •  •! 

et  pour  l'équation  finale  enjf  # 

(y+af — (mft  +  Tn*— an)  Qy  +  a)' 
4-  (/li^-K/rfa— 3y})  i  +  7i*— amp)  (j  +  a) 
—  pC^^-+-  mi»-|-  n6 + p)  =  o. 

336.  Avant  de  procéder  à  Ténumération  et  à  rexameadetou 
les  cas  qui  peuvent  se  rencontrer  dans  les  applications  de 
cette  méthode,  j'indiquerai  un  moyen  de  composer i volonté 
(les  systèmes  d'équations ,  dans  lesquels  ils  aient  lien  ;  conié- 
quemment  il  sera  facile  d'introduire  ceux  de  cer  cas  dont  )•- 
^'auraipas  tenu  compte,  et  de  compléter  ainsi  cette  discas" 
sion.  D'ailleurs  ce  procédé  montrera  qu  une  môme  équation 
finale  et  un  même  diviseur  commun  peuvent  convenir  à  na 
nombre  indéfini  de  systèmes  de  deux  équations  de  même  degr4 
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It  d»  degrés  (àifférehs ,  et  à  cet  égard  nous  relaterons  une  ob- 
servation de  M,  Monge,  (  n°  8  des  feuilles  d'Analyse,  à  l'usage 
des  Elèves  de  l'Ecole  Polytechnique  ).  a  Lorsqu'une  propriété 
5>  est  exprimée  par  une  équation  unique ,  cette  équation  est  nè- 
))  cessaife  et  ne  peut  être  suppléée  par  aucune  autre  équation 
M  unique  ^e  même  genre  :  mais  lorsqu'elle  est  exprimée  par  le 
»)  système  de  plusieurs  équations ,  aucune  des  équations  de  ce 
3î  système  n*est  nécessaire ,  et  il  existe  toujours  une  infinité 
^  d'autres  systèmes  d'équations  ,  absolument  équivalens.  -h 
M.  Monge  cite  des  exemples  pris  dans  la  Géortiétrie. 

w 

Qu  on  se  propose  ,  par  exemple  ,  de  former  deux  équa- 
tions ayant  pour  diviseur  commun  du  premier  degré  x  —  v ,  et 
y*—-  1=0  pour  équation  finale  ;  au  produit  de  x — y  par 
un  facteur  quelconque ,  fonction  de  x,  ou  de  a;  et  dey.,  et^ 
par  exemple,  du  premier  degré  en  a:,  on  ajoutera  j'* — 1  ,  et 
-alors  on  aura  un  polynôme  du  second  degré  ;  au  produit  de  ce 
polynôme  par  une  fonction  en  a;,  ou  en  x  ety  y  on  ajoutera 
le  polynôme  diviseur  du  premier  degré ,  et  ainsi  de  suite. 

Deux  quelconques  de  ces  polynômes  consécutifs  sreront  de 
degrés  differens,  et  sous  le  nxême  degré,  un  pourra  varier 
à  volonté  leur  composition.  Ittaisdeux  quelconques  de  ces  poly^ 
nomes  successifs,  égalés  à  z«rQ>  admettront  les  mêmes  solu- 
tions et  en  même  nombre  ;  ce  qui  résulte  nécessairement  de 
leur  formation.  Il  sera  donc  facile  de  composer  des  exemples 
qui  offrent  toutes  les  cireoostances  possibles,  et  de  prendre 
pour  chacune  les  conclusions  du  calcul ,  si  on  n*a  pu  les  porter 
àpriorL 

337.  Afin  qn^il  ne  reste  aucun  doute  sur  la  règ)e  précé- 
dente qu*il  importe  de  bien  saisir  ,  on  pourra  encore  en  con- 
ce^ok  la  démonstration  de  la  manière  suivante  :  soient  j4,  B 
les  deux  proposées,  /!,/{', etc.  les  restes  successifs,  Q,  Q^\ 
Q'  ,  e^.  les  quotiens  :  on  aura  les  égalités 

A=BQ^R,  B  =  RQ'  +  R'^R:=zR'Q''  +  R' etc. 

€ela  posé ,  chacon  des  systèmes  de  valeurs  dex  et  de  y ,  quî 


S56  i  L  i  M  z  y  $ 

43onne  A^=io  ^  ^  =  o ,  donne  aussi  iR  =  o ,  d'après  la  premiiré 
égalité  ;  et  réciproquement  les  solutions  en  x  et  ^  de  B±=io, 
et  /{  ==  o  y  le  sont ,  en  même  temps  ,  de  ^  =2  o ,  ^  =  o. 
Donc  la  question  de  trouver  les  racines  communes  à  ^=0, 
'  j8  =  o  ,  est  ramenée  à  connaître  celles  qui  conviennent  au  sjs« 
tème  des  deux  équations  B  =  o,  )l=o ^ dans  Tune  desquelles 
X  ou  ^  est  élevée  à  un  degré  moindre  que  dans  les  deux  pro- 
posées. On  prouvera  par  le  même  raisonnement  que  les  racines 
communes  à  ^  =  o  ,  A  =  o  ,  sont  les  mêmes  que  celles  qnî 
satisfont  aux  couples  /J  :=  o,  R=:zo  ^  /l'=z=o,  R'=io  ;  etc.  Comme 
le  degré  du  diviseur  diminue  à  chaque  opération ,  on  parviendra 
nécessairement  à  deux  équations ,  l'une  en  x  et  y^  l'autre 
en  X  ou  y  seulement ,  dont  les  couples  de  valeurs  communes 
sont  précisément  les  mêmes  et  en  même  nombre  que  ceux  dei 
proposées.  La  deuxième  à  une  seule  inconnue ,  sera  donc  Té- 
quationjînaie  cherchée. 

L'avant-dernier  reste  étant  diviseur  commun  non  -  seulement 
des  deux  proposées^  mais  encore  de  tous  les  restes,  il  s'ensuitqoe 
les  systèmes  des  racines,  résultans  de  l'égalité  à  zéro  desdeuz der- 
niers restes ,  satisfont  à  tous  les  autres  restes  aussi  bien  qa'asx 
deux  proposées  ;  d'où  Ton  voit  sur-le-champ  qu'une  mêmeéfBi- 
tion  finale  et  un  même  diviseur  commun  peuvent  convenir  iaa 
nombre  indéfini  d'équations ,  puisqu  avec  les  deux  propo^  01 
peut  en  former  qui  en  soient  composées ,  de  la  même  manière 
qu'elles  le  sont  elles-mêmes  au  moyen  des  restes  et  desquotiei». 

338.  Si  l'on  compare  à  la  méthode  d'élimination  (pi  ^^^ 
d'être  exposée,  celle  que  l'on  suit  dans  la  résolution  deséqtudiotts 
du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues  ,  on  reconnaîtra lùeotfitf  1 
que  celle-ci  est  tout-à-fait  analogue  à  la  première.  Soient, ptff  ^ 
exemple,  deux  équations  du  premier  degré  que  l'on  peut  ioqoaaf  ^ 
mettre  sous  la  formeo:  -f- p  =:o,a:+cf=o:en  substituant  dm  *?■ 
l'une  la  valeur  de  x  prise  dans  l'autre  ,  on  trouve /?  —f^^ 
pour  équation  finale  ;  or  c'est  aussi  la  condition  sous  laqa4l  ^ 
les  deux  quantités  x-f-/>  ,  a:-t-^  auraient  un  commun  ^'^^.^ 
seur  en  X ^  comme  on  peut  s'en  assurer  aisément  parh^y 
TisioQ.  En  général  ^  les  divers  procédés  d'élinatioatioa  qn*  1*4  'Z 
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petiteioployer  pour  parvenir  à  résoudre  les  équations  à  plusiea» 
inconnues,  ont  tous  un  but  commun  qui  consiste  à  substituer 
au  système  des  équations  proposées  ,  un  autre  système  parfai- 
tement équivalent ,  et  à  continuer  ainsi  à  décomposer  la  dif- 
Eculté  qui  résulte  de  l'existence  simultanée  de  plusieurs  inconnues 
danstoutesleséquationsqueTon  compare  ,  en  ramenant  succes- 
siyemént  leur  résolutions  à  celle  d'équations  plus  simptes  dont 
la  dernière  ne  renfeijne  plus  qu'une  inconnue ,  et  peut  être 
résolue  exactement ,  ou  au  moins  par  les  méthodes  ^Gonnue• 
d'approximation. 

33g.  Il  reste  maintenant  à  examiner  les  principales  circons- 
tances que  peut  présenter  l'application  du  calcul  à  la  recherche 
des  racines  communes  à  deux  équations ,  dont  le  commun  divi- 
seur et  l'équation  finale  ont  été  trouvés  par  la  règle  énoncée 
plus  haut. 

340.  Supposons  d'iabord  que  le  reste  en  x  spitdù  premier  de^ 
gré,  et  représenté  par  Ax — B,  La  valeur  de  x  obtenue ,  après  la 
substitution  d'une  desilcines  de  l'équation  finale  dans  ce  reste , 
peut  être  finie^  nulle,  infinie^^  ou  |.  Si  Ton  a  or  =3  «,«  est  là  racine 
commune  aux  deux  équations  pour  jf=i9 ,  et  de  plus  elle  est  la 
seule  ,  puisque  x — et,  ou  ,  en  général,  N  (  a:  —  *  )  (  iVétanf 
un  nombre  )  ,  est  le  plus  grand  conmiun  diviseur  ;  il  en  est 
de  même  dans  le  cas  de  a  =  o.  Lorsque  l'on  trouve  x  =  00  ^ 
il  faut  en  conclure  qu'à  la  valeur  j^  =: /S ,  il  ne  corres- 
pond aucune  valeur  àe  x  ^  pas  même  a;  =  00  que  semble 
dopner  l'équation  dx  —  J5=o^  car  il  est  visible  que  deux 
équation»ne  peuvent  être  satisfaites  par  a:=  oo  ^y-  =  C  ,  puis- 
que leurs  premiers  membres  deviendraient  infinis.  Si  Ton  trouve 
dans  le  cas  actuel  ^x==od  ,  c'est  parce  que  l'on-  pose  une^ 
équation  absurde  ,  en  écrivant  Ax — Bz==.o  \  car  le  terme  >^a; 
est  nul  y  d'après  la  substitution  j;  =:  |S  ,  puisque  A  devient 
mkto  y  et  B  est  un  nombre  qui  ne  peut  paa  égaler  zéro.  Ce 
BOfflbre  B  est  doi3C  le  commun  diviseur  que  la  valeur  ^=:/3' 
fait  acquérir  aux  deux  proposées  ^  et  si  toutes  les  racines  de 
Inéquation  finale  iotroduidoient  de  même  un  commun  divlA&ui^ 
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numérique  dans  les  deux  équations ,  il  faudrait  en  Conclut^ 
qu* elles  sont  en  contradiction ,  tu  qu*il  n*y  a  pas  de  couples  de 
"valeurs  de  a:  et  de  ^ ,  qui  puissent  les  réduire  en  même  temps 
à  0  =  0;  c^est  ce  qui  a  lieu ,  par  exemple^  dans  les  deux  équa- 
tions 

flj^*-^8ry  +  2y+3y  —  8  =  0,  4^y  —  -^*  —  y^  +  7  =  o* 

niais  il  peut  se  faire  que  toutes  les  racines  de  réquatioii  finale 
ne  produisent  point  cet  effet ,  et  alors  les  proposées  ne  sont  pas 
en  opposition. 

On  voit  donc  que  même  lorsque  les- procédés  du  calcul  n'ont 
introduit  dans  l'équation  finale  aucun  facteur  étranger,  ce  qui 
arrive  très-souvent,  comme  nous  le  montrerons  bientôt,  il  n*cn 
résulte  pas  toujours  que  toutes  les  racines  de  cette  derniers 
satisfont  aux  deux  proposées.  Réciproqueroeat,  si -deux  équa- 
tions avaient  été  composées  de  manière  qu*une  certaine  va- 
leur substituée  pour  y,  leur  fit  acquérir  un  commun  divisent 
numérique,  cette  valeur  de^  serait  uoe  des  racines  de  l'équa- 
tion finale ,  puisque  celle-ci ,  d'après  les  conditions  exprimées 
par  le  calcul  qui  y  conduit ,  doit  contenir  non-seulement  tontes 
les  valeurs  de  y  qui  font  système  de  solutions  avec  celles  de 
X  y  mais  ,  en  général ,  toutes  celles  pour  lesquelles  les  deux 
proposées  ont  un  facteur  commun ,  quel  qu'il  «oit. 

Enfin  si  la  valeur  y  '==■&  donne  ,  en  même  temps  ,  ^=0 , 
J?  =  o  ,  le  reste  Âx  —  /?  se  réduisant  à  zéro  par  Ii  seule 
hypothèse  y  ==.5,  quel  que  soit  x  ,  il  en  résulte  que  celle  va- 
leur substituée  dans  les  équations,  proposées  ,  leur  ferait  ac- 
quérir un  facteur  en  x  d^un  degré  supérieur  an  premier, 
puisque  le  reste  du  premier  degré  s*anéantltde  lui-iiiême;  ce 
sera  donc  le  reste  précédent ,  ou  ,  en  général ,  celui  des  realo 
antéiieurs  que  la  valeur  j^=iS  ne  réduit  pas  à  o  =  o  ,  qui  de- 
viendra diviseur  commun  ;  il  y  aura  donc  alora  plusieurs  va- 
leurs de  X  correspondantes  à  la  racine  yzzi  ^.  La  valeur  (!• 
X  n*est  donc  pas  indéterminée  :  maïs  Tindétermination  existe 
dans  Téquation  Ax-^B^^^o ,  parcç  que  celU-ci  étant  îosuT- 
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fifianlt  pour  donner  les  deux,  trois ,  etc.  valeurs  de  x  correspon- 
dantes iy=sfi,  ne  doit  pas  donner  l'une  plutôt  que  Tautr^^ 
et  elle  montre  son  insuflisance  par  le   symbole  |.    . 

Ce  résultat  |  ^  dit  M.  Lagrange ,  dans  le  Calcul  des  fonc^ 
fions,  a  lieu  dans  les  formules,  lorsquil  y  a  des  cas  quelles 
ne  peuvent  représenter}  c'est ,  pour  ainsi  dire^  le  moyen.  qu9 
V analyse  emploie  pour  échapper  aux  contradictions.  Les  ra-^ 
cines  imaginaires  n'indiquent  pas  ,  à  proprement  parler ,  une 
contradiction^  nuiis  une  impossibiUté. 

S4i  •  Si  Yon  sait  à  priori ,  ou  d*après  la  composition  des  den9t 
équations  données ,  qu*à  une  même  valeur  de  y oorrespondent 
phteiettra  valeurs  différentes  de  x  ,  les  restes  en  x  depuis  celui 
iritu  premier  degré  inclusiveinent  jusqu'à  cehii  pris  exclusive- 
ment dont  le  degré  est  égaf  à  ce  nombre  de  valeurs  de  x , 
eeront  nuls  d'eux-mêmes,  après  la  substitution  de  cette  va- 
leur de  jr j  car  autrement  iî  résulterait  de  la  démonstration  du 
plus  grand  commun  diviseur ,  que  les  deux  équations  proposées- 
n'auraient  pour  facteur  commun  qu'un  polynôme  en  x  d'uir 
degré  moindre  que  le  nombre  des  valeurs  de  x ,  connu  d'a- 
Tance  y  polynon^e  qui  ne  pourrait  donner  le  nombre  nécessaire- 
dé  solutions  en  x  ,  ce  qui  est  contre  l'esprit  dé  la  méthode.. 
On  peut  d'ailleurs  le  prouver  directement  C^). 


(*)  SoîcBt  A ,  af  les  deux  Tahnrs  de  x ,  corrcspondanïcs  à  ^  =  C,  et  on  con- 
çoit que  la  conclnsion   sera  vraie,  à  fortiori ,  dans  le  cas  où  i)  y  aurait 
'pins  de  denx  ralciirs  pour  x,  qui  rt'poncîraiem  à  nne  racine  y:  en  reper- 
çant cette  valeur  C  pour  jr  dans  les  coefficiens  ^  et  B  de  Ax  — -  ^  =  o^^ 
on  aara 

(^*-.(5)=:o,    (^*'-(JÎ)=:o, 

•c  reti^BBcIiant  la  sccondse  équati«n  de  la  première  ,.il  i^ient 

(^  («  —  «')  =  0. 

Or  comme  nous  ne  supposons  pas  ici  qu*à  la  même  racine  y  corrcspondenr- 
|g»lnsiéuTs  valeurs  égales-  de  x ,  circonstance  sur  laquelle  nous  reviendrons  plu» 
))£>fo  9  on  n^aura  pas  «  =  «'  j  il  faut  donc  qu^on  ait ,  pour j-  =  C, 

(A)  =  o ,  donc  (B)  =  o. 
.V  lteb(j[>roq«;ement|  tontes  Ips  fois  qnc,  pont  nue  même  vakar  àejr  tki'e  de 
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Il  est  eàsentîel  d'observer  que  les  coelHcîenis  des  difFéren» 
restes  qui  se  réduisent  d'eux-mêmes  à  o  =  o  ,  pourjr  =  C, 
ont  tou8  pour  facteur  j^  — C  ,  d'après  le  principe  de  la  com- 
]gosîtion  des  équations  :  s'ils  deviennent  nuls  par  pluslears  va<« 
leurs  CyC y  etc.  àe  y  ^  on  prouve  de  même  qu'ils  ont  poui 
facteur  coipmun  {y  —  C)y  ^^C'}  ,  etc. 

54a.  Si  l'on  savait,  à  priori  ,  qu'à  toutes  lès  racines  de  l'é- 
quation finale,  doivent  répondre  plusieurs  valeurs  de  x,  onen 
^  pourrait  conclure  que ,  dans  la  recherche  du  plus  grand  eom- 
mun  diviseur  des  polynômes  proposés ,  Topération  s'arrêtera 
d'elle-même  à  un  diviseur  d'un  degré  supérieur  au  premier , 
par  exemple ,  au  diviseur  du  troisième  degré,  B'il  doit  y  avoir 
pDur  chaque  racine  y ,  trois  valeurs  de  x  ;  en  effet,  si  1*0» 
trouvait,  dans  ce  cas,  un  reste  du  premier  ou  du  second 
degré  seulement,  ce  resté,   d'après  ce  qui  précède,  aurait 


*m» 


réqaation  fù^ale  /{=:  o^le  facteur  du  premier  degré  en  x,  c'gale'  à  zéro, 
c'est-à-dire , 

donnera  jr  =  | ,  on  conclura  avec  certitude  qu*à  cette  valeur  de  y  corres- 
pondent des  valeurs  multiples  de  Xy  il  faudra  donc  reporter  y  zsz  C  daoi 
le  reste  précèdent  du  second  degré,  qui  est  de  la  forme 

Ax^  -f-  B'x  -4-  Cj 

le  résultat  de  cette  substitution ,.  égalé  à  zéro ,  fournira  les  deux  valenn  àtx* 
Si  cette  équation  donnait  encore  x  =  |,  on  serait  averti,  comme  dans  ie  cas 
précèdent,  qu^à  Ja  valeur^  =  C ,  correspondent  plus  de  deux  Takoi*  àsx- 
En  effet  qu*à  j^=  C,.  doivent  correspondre 


« . 


a:  =  flt ,  a:  =  *',  x  =  cl". 


on  aura  donc,  par  la  substitution  de  cette  valeur  y  dans 

cos  trois  équations  en  x  et  en  nombres , 

{A)  cL>  ^(IT)  <f+.  {C)  =  6 
(yf)  «'^  -f.  (B')  <t'  +  (CO  =  o        . 

fioustrayvit  la  seconde  de  la  pr«mièj:e,  et  la  troifième  de  la  prcmièxc,  oitak* 
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^our  {acteur  de  tousses  termes ,  Téquation  finale  :  or  les  deux 
proposées  étant  exactement  divisibles  par  ravant-demier  reste  , 
lorque  l'équation  finale  est  satisfaite^  il  s'ensuit  qu'elles  pren- 
draient pour  facteur  commun  cette  équation  finale ,  et  qu'elles 
fieraient  satisfaites  indépendamment  de  x,  par  toutes  lea 
valeurs  de  ^  ^  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  On  rencontre 
le  cas  énoncé  dans  le  système  suivant  : 

ar'4-ayj:*+ay*x4-y^-f-ay» — 81=0  : 
-ien  trouve  le  diviseur  du  second  degré  en.  x 

et  le  reste  correspondant  est 


Rendra  ces  denz  Haultantei 

,'4^t  la  "pTemière  diniée  par  «  —  a'i  donne 
la  seconde  divisée  par  «t  —  a",  donne 
Retranchant  encore  cette  dernière  de  la  pieci^dente  |  on  obtient  « 

eomme,  parhypothàie,  les  racines  tt/,  a"  sont  inégales,  il  faut  nécessaire^ 
copcluic 

(jf)  =  oi  donc  (B0=  o  et  (C;  =0 ; 

c  anssi  x  =  ^ ,  pour  la  valeur  C  à  laquelle  doivent  correspondre  plus  de 
valeurs  de  x.  On  effectuerait  alors  cette  substitution  dans  le  reste  du 
^^sième  degré. 


1,  égalé  k  zéro>  donnerait  les  uois  valevs  Ô/9  x^  qu'en  doit  prendra 


>, 
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ensôrte  qa'à  cbaéane  des  valeurs  j'z::  ±z5,  déduites  de- 

correspondent  deux  yaleurs  de  a?.  On  voit  qu'on  ne  reneontre' 
pas  ici  de  commnn  diyi^ur  du  premier  degré. 

343.  Mais  si  quek{ues-unes  seulement  de;s  mcin«s  de  Téqua'* 
tîon  finale  ,  donnent  des  valeurs  multiples  de  x«  ators  on  est 
conduit  à  un  diviseur  du  premier  degré  en  or  ^  puisque  lui  seul 
peut  faire  connaître  les  valeurs  non  multiples  de  a? ,  à  moins 
cependant  que  les  proposées  n'admettent^  par  exenïple,  im 
diviseur  de  la  forme  Kr*+  ^'^  +  ^*^>  .^  étant  l'Àpatio» 
Eyale^et  Y\  ^  des  polynômes  enj^.  En  général^  pour  celles  des 

É 

racines  y  qui  rendent  x  =  -,  les  fonctions  en  jr^  représentées 

par  ^  et  ^^  renferment  nécessairement  un  facteur  eomraun 
(y—^  (y — ^')>  etc.  (319)  ;  conséquemmént  si,  avant  de  faire 
la  division  du  diviseur  du  second  degré  par  celui  du  premier  ^ 
on  supprime  dans  A  et  B  ^  ces  facteurs  que  nous  supposeroa» 
n'être  pas  communs  aux  fonctions  A\S\  Oà^^^oc^^ffoD+Cy 
réquation  fin^Je  pourra  perdre  toutes  les  racine»  C,  C,  etc.^ 
et  seulement  celles-là ,  ensorte  qu'elle  ne  contiendra  plus  qw 
celles  des  racines  y  qui  donnent  nne  seule  valeur  de  x.  S\ 
donc  on  a  découvert  et  supprimé  ce  facteur,   il  faut  tenir 
compte  de  toutes  les  valeurs  de  y  qui  le  rendent  nul,  et  en 
faire  les  substitutions  dans  le  diviseur. 


e 

0 


.4 


^   Jfcà^+B'x  +  Cf^o^  iic 


Cf^' 


La  mém'^-vr.titV  "^^ aurait  lieu  dans  les  coefiiciens  A .  H 
-et  C,  AriV-:j^a8\>.«)^^  quelques  racines  de  Inéquation  finale, 
correspondraient  plus  de  deux  valeurs  de  xf  alors  il  faudnk 
tenir  compte  des  valeurs  de  y  qui  rendraient  nul  le  fact« 
commun  supprimé,  parce  que  Téquation  finale  pourrait 
dépouillée  de  ces  racines,  et  ouïes  reporterait  dans  le  divî 
du  troii^ième  degré  qui^  égalé  à  zéro ,  £era  connaître  les  val 
correspondantes  de  x ,  et  ainsi  de  suite.  S*il  arrive  même  jqatj 
pour  quelques  racines  v^  Tune  des  4^ux  proposées  devi< 
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diviseur  de  l'autre^  alors  tous  les  diviseurs  jusqu^à  celui-là 
«xclusivement^  dona^ront 


Il  reste  donc  à  reoonnaitre  si  le  facteur  Çy —  C)  (jf — C)  etc- 
qu'on  a  découvert  et  supprimé  dans  tous  les  coeificiens  de  Tun 
des  diviseurs ,  doit  faire  ou  uon  partie  du  premier  membre  d» 
réquation  finale.  Or  comme  »  dans  le  premier  cas  seulement  ^ 
C  ^  C\  etc.  sont  des  solutions  en  j^,  les  deu^polynomes  proposés 
devront ,  pour  chacune  des  valeurs  de  C ,  .C  ^^  y  3  devenir 
divisibles  par  le  diviseur  qui  précède  immédiatement  celui 
dans  lequel  on  a  fait  la  suppression  de  (y,— ^)  iy — €'  )  etc. , 
^11  arrive  en  même  temps  que  le  degré  de  Téquation  finale  eet 
abaissé.  Les  exemples  suivans  éclairciront  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire* 

a;*  -f-  (3  -^sy  )  i:-^6y  =  o  : 

en  divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde ,  om 
obtient 

f^.T^4-(5y-^Qy)3:— gy  _  (7y-Hay'-^a?+ifly— 3y3 

^^+(3 — 2y)ir+6y  "^      x»+(3  — âyjjc  — ^     '< 

j'observerai  qu'en  posant  ''^^y^-f^^:^  " 

2y«_7y+  6  =  0,  3y  ~  laV^SSà 

on  trouve  que  ces  deux  équations  s'accordent .  ,;  nnerj^rzra, 
et  que ,  pour  cette  valeur ,  les  deux  proposées  ont  lieu ,  çuh^ 
qu'elles  deviennent  .    , 

■ 

^t  qu'elles  sont  satisfaites  par 

Oa  reconnaît  donc  qn*â  imeyalevr  da^^  doifaot  eùtr^i^ 


/ 

,• 


r 
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le  diriaeur  da  premier  degré  ea  x^  s* évanouit.  Cette  racitiejf 
doit  dooc  appartenir  à  Téquation  finale;  si  Ton  dîfiae  par^— a 
chacun  de»  deux  polynômes  ay* — 7y+^>  3y^— iiay,  on 
trouye  ces  quotiens  aj'  —  3 ,  3y*+  Sy ,  énsorte  qu^on  a 

it>onr  diviseur  du  premier  degré  en  x  ^  en  observant  que  la 
signes  ont  été  changés;  et 

pour  équation  finde  qui  ne  contient  plus  la  racine  ^=  s  :  M 
résolution  donne 


valeurs  auxquelles  correspondent 

X  r=  o,  X  ^s:  — -  5.  I 

Si  on  n*eût  pas  supprimé  le  facteur  y — a^  on  aurait  e« 

(jy-2)  0'«4-3)y=o, 

équation  finale  plus  élevée  d*un  degré  que  la  précédente.  Dans 
cet  exemple ,  si  le  facteur  j' —  2  commun  aux  deux  fonctiom 
u4  et  B ,  et  qui  fait  nécessairement  partie  de  l'équation  finalb 
complète,  ne  se  reproduit  pas  dans  les  diviseurs  plus  élevés, 
c^est  que  la  fonction  en  x  ety  par  laquelle  on  a  multiplié  le 
diviseur,  est  fractionnaire  en  y,  et  contient  en  dénominateur 
le  facteur  y  —  2  :  ensorte  que  j^  —  2  ne  se  trouve  plus  diviseur 
dans  la  sommede  ce  produit  et  du  polynôme  {y — 2)  (y*+3)y- 
Nous  observerons  que  si,  dans  l'exemple  précédent,  etpouB 
favoriser  la  division,  on  multipliait  le  dividende 

jî*  +  (  3  —  ^y)  ^  —  6y 

par  le  facteur  yy  —  oy^  —  G ,  on  introduirait  une  fois  de  plus  le 
facteur  y —  2 ,  et  conséquemment  la  racine^  =  2  dans  Téqua- 
tion  finale  qui  se  trouverait  trop  élevée  de  ce  facteur  répété. 
A  la  vérité,  il  ne  résulterait ,  dans  ce  cas,  aucun  inconvénient 
de  l'introduction  de  ce  facteur  dans  les  termes  du  diviseur 

précédent,  puisqu'on  retrouyerait  ks  «lêiCaes  systèmes  de  valeia» 
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pour  ±  et  yt  et  en  même  nombre^  en  ne  prenant  qa*iuie£Mi 
ceux  qai  se  répètent.  ' 

II*   Exemple. 

ys?'^-  Gx*  —  ^^  +  6   =  o (i) 

aoc? —  3yx* — 2y»x+  3^=:  o (a)  : 

on  trouve  pour  le  reste  de  la  division  du  premier  poljnom^ 
par  le  second 

(3y —  12)  j:»-f-(^y — ay)  x — 3y4-  ia...(3) 

et  continuant  Topération  d'après  les  règles  données  ^  on  parvient 
mux  restes         ^ 

C— i3/+4oy)  ^+  (a4y*~  24)  x+g^— 36/ •  .(4) 

Ca6/— 34y*— 38oy»+a88)  a>- 1  a/— 56^+588/— 48ojr . .  (5) 
Je  cherche  "s'ii  existe  un  plus^and  commun  diviseur  entre 

si6y— 34y*— a8oy+a88  et—  lay— gSy+SSSy— 48oy^ 

^t  je  trouve  a  (j^+ ')  (^y — 1),  facteurs  qui* ne  sont  pas 
^ans  (4).  Après  avoir  supprimé  ces  facteurs  dans  (5),  oa 
obtient  pour  diviseur  du  premier  degré  en  x^ 

(i3y-4y*-i44)^-6/-54/4-a4oy..,-(6)5 
ttcbevant'Fopération ,  on  parvient  à  Téquation  finale 

— a43jr"+  âoa4y  »*»—  4ao  1  a/-^8ia8y«+459S48/— 74G49Gy 

-fa4883a=o, 
Ibquelle  divisée  par  37  devient 

9y  "  —  u  ay  **>  +  1  SGy»  +  3a64yS  —  1 7oa4y4 

+37648/ —  gaie  =  o. .  .(7); 
celte  équation  traitée  dans  un  des  chapitres  suivans  ^  donne  lei 
racines 

^  =  ±a;  j^  =  d=|;   y=ifcV/6]  y=±\/^, 

dont  chacune  des  deux  premières  se  répète  trois  fois  :  la  subs-* 
titutiou  de  ces  valeurs  de^  dans  (6)  ^  donne  ces  valeurs  corres* 
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pondantes  de  09 

a:=±:3;  x  =  d=  i  ^  x  =  ±  V^6;  x  =  :+:  V^ — 6 

On  trouve  de  plus  y  en  égalant  à  zéro  le  facteur  comman' 
supprimé  daas  (5)^  ces  racines 

y=+i'>  y  =  — li 

auxquelles  correspondent  les  suivantes  pour  x  » 

X'z=:±:i',  x  =  ±  1. 

Tels- sont  donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  a;  etde  yqoi 
satisfont  aux  deux  équations  proposées ,  en  observant  que  le 
deux  dernières  racines  y  oe  se  trouvent  phis-  dans  TéquatioA 
finale. 

Nous  ferons  remarquer  que  réquatîonEnaTe  précédente  est  vé 
2Îtablementdn>  quatorzième  degré,  tandis  qu'elle  ne  devrait  êbt 
au  plus  que  du  douzième.  Ces  racines  superflaice  oq  é&angjbtti 
à  la  question ,  qui  viennent  ainsi  compliquer  l'équation  finale,  V 
proviennent  des  facteurs  en  j^  introduits  à  l'effet  défavoriser  lei^ 
divisions  des  premiers  termes^  dans  le  cours  de  l'opération ^^ 
comme  nous  le  prouverons  à  la  fin  de  ce  chapitre  :  nousrevieiH 
drons  incessamment  et  avec  beaucoup  de  détails  sur  ce  poiat 
important. 

III»   Exemple. 

jx*+  (3y—  i)  j[^  —  y^x  +  y^i  =o (2)1 

on  trouvera  les  diviseurs  successifs  des  troisième    et  seconl 
degrés. 

(3) 3^  +  2x^y',    iy—i)  x*  +  (jy_i) (4)j 

lorsqu'avant  de  procéder  à  la  division  de  (3)  par  (4) ,  on  cn-j 
lève  le  facteur  j —  1 ,  on  trouve  le  diviseur  du  premier  degrf 


ejxx 

•t  l'équation  finale 


x—y=o. 


i  âon|[Lent  ces  couples  de  valeurs 

=  -f  V/—  1 ,  a;  =  +  ï/  — I  ;  j^=— »/—  i ,  x  =  — v/— ij 

au  contraire^  à  dessein  de  faire  la  divisîoa  et  n'ayant  pas 
ïouvert  ce  commun  facteur  ^  on  multiplie  (3)  par  jf—  i , 
parvient  à 

valeur 

portée  d^s  les  diviseurs!  des  prem^r  et  second  dtfgch: 
ane 

celui  du  troisième  devient 

riseur  exact  des  deux  proposées.  Conséquemroent  cette  yalear 
=  1 ,  prise  avec  les  trois  racines  dej^  +  aa?—  i  =o,  sont 
tant  de  couples  d,e  solutions  qu*on  perdrait,  si  Ton  suppri- 
kit  le  facteur  jr—^  i  8an&  en  tenir  c<$mpt«.   * 

ly  Exemple. 

r5-j-(2y-f.i)a:^  —  yx* — ^x  — (jf  +  l>=  O (a): 

.  trouve  les  diviseurs 

faisant  cette  division  en  supprimant,  le  facteur  J^  +  ^  i  on 
orvient  enfin  à 

y^x —  1  =0,  y—  1  =  0. 

i^  valeur  ^= —  i  ne  se  trouve  ici  (ju'accid.entellement  dans 
^nation  finale  ,  ou  plutôt  le  facteur  ^  -f-  i  de  cette  équation 
S98t  pas  le  même  que  celui  qii'on  a  supprimé.  On  a  d'abord 
m  solulions  ^ 

y=  —  li        lx  =  l 
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pondantes  de  jd  ^ 

On  trouve  de  plus  ,.  en  égalant  à  zéro  le  factauj^^  commun 
supprimé  dans  (S),  ces  racines 

auxq[uelle8  correspondent  les  suivantes  pour  x , 

Tak^sont  donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  dé  x  et  de  ^  qui 
aatisfbnt  aux  deux  équations  proposées,  en  observant  que  les 
deux  dernières  racines  j-  ge  se  trouvent  phxs-  dans  Téquatioa 
finale. 

Nous  ferons  remarquer  que  réquatToDfinaTe  précédente  est  vé 
litablementda  quatorsième  degré,  tandis  qu'elle  ne  dèvnrit  êtft 
au  plu&  que  doi  douzième.  Ces  racines  soper&uee  oq  étraagj^ 
à  la  question,  qui  viennent  ainsi  compliquer  Téquation  finale, 
proviennent  desfacteurs  en  jr  introduits  à  l'effet  de  favoriser  hê  ' 
division»  de»  premteirs  t'ermes^.  dans  le  couvs  de  Kopévatiôn^ 
Qommenoue  le  prosverons^ila  fin  de-  ce  diapitre  :  nous  révieib* 
drons  incessamment  et  avec  beaucoup  de  détaiU.  axu  ce  poial 
important. 

III*  Exemple. 

yx^  +  ^yx^—y^x'^  (y+.i  )  X— yt=  o. . .  .fi) 
yx^+  (  5y —  1  )  a^  —  y^x  +  y — i  =o.  ...(a): 

on  trouvera  les  diviseurs  successifs  des.  troiaièrae  et  second 
degrés. 

(3) x^  +  f^x—y,    iy—i)  x^  +  Cy—i) (4)? 

I6rsqu*avant  de  procéder  à  la  divinon  de  (3)  par  (4) ,  on 
lève  le  facteur  j' —  i ,  on  trouve  le  diviseur  du  premier  dej 
eux 

x— j^=o, 
•t  Téquation  finale 
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[ul  don|;ie^  ces  couples  de  valçurs 

li  au  contraire ,  à  dessein  de  faire  la  division  et  n'ayant  pas 
lécouvert  ce  commun  facteur ^  on  multiplie  (3)  par  jf— - 1 , 
m  parvient  à 

la  valeur 

reportée  dans  les  diviseur^  des  prem^r  et  second  degct»^ 
lonne 

et  celui  du  troisième  devient 

diviseur  exact  des  deux  proposées.  Conséquemroent  cette  valeur 
y  =  1 ,  prise  avec  les  trois  racines  de:i^-f-aa?— •  1=0,  sont 
autant  de  couples  d,e  solutions  qu*on  perdrait,  si  Ton  suppri- 
mait le  facteur  jr—^  1  sans  en  tenir  c<$mpt«.   > 

IV»  Exemple. 

||fa:5^(2y_^i)jj3  —  yx»— ^x  — (jf  +  i>=o (3): 

&n  trouve  les  diviseurs 

Et  faisant  cette  division  en  supprimant  le  facteur  y  +  i ,  on 
firvient  enfin  à 

y»x— 1  =  G ,  jr^  —  1  =  o. 

|a  valeur  ^=—  i  ne  se  trouve  ici  qu'accidentellement  dans 
Kquation  finale  y  ou  plutôt  le  facteur  ^  -f-  i  de  cette  équation 
'^t  pas  le  même  que  celui  qu'on  a  supprimé.   On  a  d'abord 
H  solutions^ 

y=:  —  i  )       lx  =  i 
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et  l«  surplus  des  r^cmeay  est  donné  par  - 

Qu'on  n*enlève  plus  le  facteur  j^ -|- 1 ,  mais  qu'on  Fintroduise 
dans  le  dividende ,  on  trouvera 

y  (y  +  i)x—(y'^i)  =  o 

Pour^  =  -»ij  les  facteurs  des  premier^  second  et  troisiénie 
degrés  y  donneraient 

éelùi  du  quatrième  qui  serait  alors 

/  deviendrait  diviseur  exact  des  deux  proposées-  après  y  avoir 
fait  la  même  substitution  pour  y  ;  il  fournirait  donc  les  quatrt 
valeurs  de  x  à  prendre  avec  j^  ==  —  i. 

V.  Exemple. 

yiy—O^+yiy  —  O^ 

On  trouvera  le  diviseur  du  premier  degré  en  x  » 

et  si  on  a  découvert  et  supprimé  le  facteur  y  —  i,  ce  diîî-l 
seur  devient  ^x+i .  Dans  les  deux  cas ,  oa  obtiendra  la  même 
équation  finale 

^  (  J' •+ 1  )  ==  o  * 
qui  donne  les  deux  racines 

y=o,y=:—i. 

Ces  racines  substituées  dans 

yx  +  1=0, 
donnent 


x=— il        f  y~'^ 


Vi 
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Nous  reyîendrons  sur  ces  couples  de  valeurs ,  après  avoir 
examiné  ce  qui  résulte  de  la  substitution  jf  =z  1  ,  pour 
laquelle  le  diviseur  immédiat  en  x  du  premier  degré  ^  donne 

Pour  jf  =â  1 ,  les  deux  proposées  donnent 

résultats  contradictoires  desquels  on  doit  conclure^  1*.  quo 
y  =  1  ne  satisfait  pas  ;  22*.  que  la  valeur  de  y  qui  donne 
a;  =  f  ne  fait  pas  toujours  partie  des  solutions. 

Sous  la  4ouble  condition  du  diviseur  commun  égalé  à  zéro  ^ 
savoir  : 

et  *  de  l'équation  finale 

^^0^+0  =  0* 
les  proposées  deviennent 

— J' (J' —  O -^  —  (^— O  ^=  <> 

ret  alors  elles  s'accordent  :  aussi  sont ^ elles  satisfaites  parle 

•  couple  de  valeurs  •  . 

yzzz — 1    etaî=:si. 

'Pour  montrer  qu elles  le  sont  aussi  par  j^i=io  et  :r  =  —  -, 
'■^faisons,  dans  les  proposées  ±  =^  -^  elles  deviendront 

^  (^_i  ) +(^  —  1  )  2,+j  (  j+ 1  )zi^  =0  : 

or  y  =  o  les  change  dans  celles-ci  : 

—  2^=0,     —  a=^o, 

11 
-■•qui  sont  satisfaites  par  z  =  0  ou  par  x=  -  =- 

*  343.  Il  peut  arriver ,  1°.  qu'à  toutes  Us  racines^ ,  réponde  la 
^^mèjne  valeur  de  x  \  a®,  qu'à  plusieurs  racines  j',  réponde  une 
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-tnênie  valeur  de  ^,  tandis  (|ue  pour  le  surplus  des  racintesyi  on 
trouve  des  valeurs  de  x différentes  ;  3*.  enfin  que  pour  pla^ientt 
racines  j^,  on  ait  une  même  valeur  de  x,  et  quepoiM"  d*autr^s 
racines^,  on  ait  une  même  autre  valeur  de  x.  Nou^  sup- 
posons toujours  qu*on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
en  X ,  c'est-à-dire ,  qa*on  ordonne  les  deux  poljnomes  pro- 
posés suivant  x. 

La  première  circonstance  a  visiblement  lieu  ,  lorsque  Je 
diviseur  dii  premier  degré  en  x  ,  est  indépendant  dey|C^ 
puisqu'alprs  il  ne  varie  pas  p&ry  ,  on  a  même  yaleur  de  x 
pour  toutes  les  racines  y  déduites  de  Téquation  finale.  Si  dans 
c^  diviseur  que  je  supposerai  renfermer  y ,  les  fonctions  A 
et  B  sont ,  à  un  facteur  numérique  près ,  les  mêmes ,  et  si 
de  plus  elles  ne  devienqent  pas  nulles  daps  toute  Tétendut 
de  réquation  finale ,  alors  en  posant ,  ainsi  qu^on  doit  le  faire, 

Ax — ^  =  0,  d*oùa:=*j, 

on  pourra  diviser  par  cette  fonction  en  y,  sans  changer  réquatioi 
'  finale ,  et  on  aura  x  égal  à  un  nombre  qui  restera  le  même  pour 
(optes  Us  valeurs  de  y*  Il  est  d'ailleurs  manifeste  que  cette 
fonction  qu'on  supprime  ^  ne  peut  être  facteur  commun  daoa 
le  diviseur  du  second  degré.  « 

Le  second  cas  est  donné  par  un  diviseur  ^n  cç  ^  tel  que 
4:  — n  +  4)y,  71  étant  un  nombre,  et  (py  (^expression  ou  fonction 
eny  )  devenant  nulle  ppur  un  certain  nombre  de  r^cinfis  de 
réquation  finale,  et  prenant  des  valeurs  numériques  diffé- 
rentes pour  les  autres  :  car  pour  les  preniière^  valeurs  de  y^ 
on  aurait 

a:  —  n  =  o  ,   d'où  x  =  n. 

On  voit  donc  que  qy  doit  être  le  produit  de  tous  les  fac- 
teurs correspondans  à  celles  des  racines  y  qui  donnent  même 
valeur  numérique  de  x.  Ensorte  que  si  le  commun  diviseur  en  X 
peut  être  mis  sous  la  forme  de  x — n-^-çy ,  et  que  çy  soit  nndin- 
seur  exact  de  R  qui  représente  le  premier  membre  de  ïéV^^" 
tion  finale ,  on  sera  assuré  que  la  circon^taace  ea  question  «  lies. 


»    / 
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On  aura  le  troieièp^e  ç9^,  ai  Tiqu^tbii  fUial^  ex^  gç\  étfmt 

le  diviseur  en  x  est  réductible  à  la  forme 

•  £n  effet  y  pour^=o,  on  aura  ces  solutions 

et  pour  ^  =  o,on  obtiendra 

x  —  n',x  =  n—[fyy, 

.  n  ^  3  ®^  C^]  désignant  la  premièrp  ce  que  devient  4jy  en 
;  remplaçant  ^  par  toutes  le3  rjacines  dej^^  =:;=o,  pt  la  8econ49 
:    ce  que  devient /^  y  po^r  toi^te^  les  y.ab^^  d(B  y  r^^^s  d^ 

^y=:o. 

!^  Exemple. 

::    On  trouvera  pour  dernier  diviseur  en  j; 
^    pt  pour  équation  finale 

Ensorte  que ,  sous  la  réserve  de  cette  équation  ,  le  diviseur 
précédent  égalé  à  zéro ,  se  réduit  à 

^+ (  ""^*  +  3)a;=c:o. 

On  a  donc  les  systèmes  de  valeurs 

^  =      o,  x=— 3,  a:=o 

^  =  +1,  x  =  — a,  0;=: 

j^  =  —  1,  0?  =  — 2,  x  = 

v=:  — 2,  a;  =  +  i,  x  = 

Ainsi  aux  deux  valeurs  j  =  i  et  y  =  —  i  correspond  la  va-; 
^ura;  =  9. 


«• 
f  » 
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La  valeur  a;=  o  y   prise  avec  chacune  des  quatre  yaleun 

Ae  y,  satisfait  aux  deux  proposées;  car  d'abord  parx=0| 

la  seconde  devient 

0  =  0, 

et  la  première  se  réduit  à  Téquation  finale  qui  s'anéantit  par 
ces  valeurs  de^. 

Dans  cet  exemple  ^  le  diviseur  en  x  peut  s'écrire  ainaî: 

a:{a?  +  a  +  (  1— ^»)}  =  o, 

où  1  — y*  est  le  produit  des  deux  facteurs  1  — y  et  1  +jf 
de  réquation  finale  ,  qui  deviennent  nuls  par  jf  =  1  ,^=:  — 1, 
valeurs  auxquelles  correspond  la  racine  double  0:=:  —  a.  II 
sera  maintenant  facile  de  généraliser  ces  considérations. 
344'  ^^^  deux  équations  suivantes 

{x  —  sy+iy(x  —  i)z=io, 

offrent  le  cas  qui  n*a  pas  encore  été  examiné ,  où  à  une  ra- 
cine y  de  réquation  finale  ,  correspondent  plusieurs  yaleors 
égales  de  x:  ici  à ^  =  1  répond  (  a:] —  1  y  :  ainsi  pour  cette 
valeur  de  y  seulement,  le  polynôme  du  troisième  degré  enx, 
sera  le  plua  grand  commun  diviseur  des  deux  proposées,  eC 
les  diviseurs  des  second  et  premier  degrés  disparaîtront.  On 
trouve  ce  diviseur  du  troisième  degré 

(9/— i2y+5)jr'+(-«37y+47/— i8y+2)  x» 
+(24y  3^3  iy^+ 1  qy— 3)x  +  (—24y4+5  iy'—4ay'+iSy^) 

qui,  pour  y  -^z  1  ,  se  réduit  à 

2  {x^—5x^  +  5x—i)=  a  (a:— 1)3: 

ceux  des  second  et  premier  degrés  qui  deviennent  nuls  pour 
y=ii,  sont  trop  compliqués  pour  que  nous  les  rapportioni 
ici; 

On  découvre  donc  en  même  temps  la  solution  en  x  et  le 
nombre  de  fois  qu'elle  est  répétée.  Il  est  presqu'inutile  d'ob- 
eeryer  que  les  diviseurs  des  degrés  inférieurs  à  celui  qui  donne 
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la  racine  multiple,  ne  deyiennent  pas  nuls  d'eux-mêmes ,  si  , 
pour  chacune  des  autres  solutions^ ,  on  doit  avoir  une  seule 
valeur  de  x.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  voir  ce  qui  ar« 
rivera  dans  le  cas  où  à  jr  =  C  correspondent  trois  racines  x=ct  » 
à  y.=iC  correspondent  deux  racines  xs=  ùl\  etc. 

S45.  n  pourrait  arriver  que  les  deux  équations  eussent  un 
facteur  commun  introduit  par  la  question  ,  lequel  pourra 
être  fonction  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  inconnues^  ou 
fonction  des  deux  à-la-fois. 

Dans  le  cas  où  le  facteur  commun  serait  fonction  de  x 
-seulement ,  les  deux  équations  pourraient  être  comparées  aux 
suivantes 


(i)..,./(x)XF(x,j^)  =  o,/(x)X?(x,3f)=o.-..(a) 

où  y*,  F,  ç  indiquent  des  compositions  algébriques  en  x  ^  x  et^. 
Or  ces  équations  seraient  satisfaites  par 

/(x)=o, 

d'où  l'on  déduirait  un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  x  qui 
latisferaient  au  système  des  proposées,  indépendamment  de 
toute  valeur  de  y.  Mais  les  équations  (1)  et  (a)  seraient  en- 
core satisfaites  dans  les  hypothèses  suivantes  : 

/(x)=oet<p(x,j^)=o;   ...  (3) 
/(x)=:oetF(x,j^)  =  o;  •..  (4) 

et  enfin  dans  celles-ci 

F(x,^)=oet^(x,jf)=o  ...  (5) 

Chacun  des  groupes  (5)  et  (4)  ne  donnerait  pas  de  nouveaux 
systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  ^  :  en  effet ,  en  prenant  les  ra- 
dnes  X  dues  à 

et  les  Reportant  dans  l'une  ou  l'autre  des  équations  conjuguées 
on  aurait  des  équations  d'un  degré  déterminé  en  jr^  qui  don« 
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nerAient  m  laûHAh  défini  dé  tàcintiy  ;  tanois  que  runiqae 
comlitioii 

satisfait  ànx  pràyôiéés  ëans  f-esfrîcâon  à  ï*égard  de  y. 

On  ne  peut  donc  attendre  de  nouvelles  solutions  que  des 

traités  par  la  méthode  ordinaire.  En  effet  aux  valeurs  éily 
déduites  de  Téquation  finale  ,  répondront  ^   en  général  ^    des 
y    valeurs  de  x  données  par 

jix  —  B  =0 , 

valeurs  différentes  de  celles  qui  sont  fourniea.par. 

Pat  rapport  au  facteur  commun  yi  iùtrodmt  par  la  question, 
l'équation  finale  ne  devant  pds  exister ,  et  conséquemment 
donner  de  valeurs  pour  y ,  doit  être  de  la  forme 

0:±=0'> 

eiisbrté  ^'aptèi  àvôît  opéré  sur  les  deu<  prbpoiétfs  à  Teffet 
d*en  trouver  fe  cotamun  diviseur  ,  et  découvert  qu'il  est  fx 
avec  un  reste  nul ,  on  tient  cibmpte  des  solutions  dôfiùéés  par 

fx±=20, 

puis  on  divisé  Pune  et  Kâutre  équation  par  /x,  et  on  applique 
la  méthode  générale  aux  deux  quotiens  égalés  à  uéffo 

-  ^(.^yy)  =  o,  f(a;,jr)r=o, 
qui  donnent  le  surplus  des  solutions ,  en  observant  qu'alors  on 
tfo'uve  une  équation  finale. 

346.  Si  le  facteur  commun  est  en  a:  et  y,  ce  doBt  on  sera 

encore  averti  par  une  équation  finale 

alors  les  deux  équations  seront  de  la  forme 

fix,y)xfXx>y)=oi 
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,  .  poQtra  d'abord  poser 

t 

ox*  »  en  prenant  pour  jf  tous  les  nombres  possibles  sans  auèune 

limitation  ^  on  aura  pour  chacun  d'eux  un  nombre  déterminé 

,    de  valeurs  die  x.  Les  deux  hypothèses  * 

/(^;^)=o  et  <p(i;,  j^)=Oi 
f(.^>y)=o  etF(^x,y)  =  o, 

qui  satisfont  aux  proposées ,  ne  donnent  pas  dé  nouveaux  ifi^ 
tèmes  de  valeurs  pour  x  et  y ,  puisque  le  nombre  de  ceux  qui 
T  répondent  à  . 

est  restreint  par  Tune  ou  l'autre  condition 

ç;  f  C^>jy}  =  o>  Fi^,y)  =  o. 

On  ne  doit  attendre  de  notfyelles  solutions  que  des  facteurs 
.    égalés  à  zéro 

4*(^>J^)=o  etF(a:,^)=ô, 

'    solutions  parmi  lesquelles  il  pefut  s'en  trouver  qui  aient  déjà  été 
'   fournies  par  le  facteur  commun 

I*'^  EXEMPLE. 

a^ — 5ya;"'i4-8j^*a:—  x —   /^-^  y'=zo: 

•    .  y    . 

i  la  troisième  division ,  on  trouve  pour  commun  diviseur  du 

premier  degré  en  x 
(yi — 1  oy +35y* — 5oy+24)'^— :y*+ 1  oy4-^35y34.5oya — fl/(y 

net  pour  équation  finale 

0=0,  / 

ce    qui  annonce  un  facteur  commun  préexistant.  En  égalant 
à  zéro  le  polynôme  précédent  en  a:  ^  on  obtient 

Qy4.-.i  oy4^5^^«^5oy+24)*=y(y^— 1  oy'*-f35y*— 5oy+a4); 
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d*où  résulte 

x=y: 

par  ce  facteur  a;— y  les  proposées  admettent  un  nombre  indé- 
fini de  solutions.  Qu'on  divise  maintenant  les  deux  polynômes 
proposés  par  x  — -^ ,  et  on  rencontrera  les  deux  quotiens 

•  a;*— (2y-f-5)x+y  +  5y  +  6  =  o 

X* — /^jt:  +  4y* — 1=0. 

Si  Ton  cherche  Jes  solutions  qui  conviennent  à  ces  deaz 
facteurs ,  on  parviendra  au  diviseur  du  premier  degré 

(î2y  —  5  )  a7+5y— 3y*  +  7  =  0, 
et  à  l*équation  finale 

y^— ioy3+35y*  —  5oy  -f  ^4=0. 
qui  a  pour  racines 

J'  =  ^  I     auxquelles     1  a?  =  5 
J'  =  3  r  correspondent  j  «  =  5 

y  =  4)  [^=7 

autres  solutions  des  deux  proposées  qui  ne  sont  pas  comprises 
dans 

x—y=o. 

II'   Exemple. 

Le  système  des  deux  équations 

(^x^+y^)(yx—    6)  (07  —  0  =  0 
C-^"  +y-^)(ax— 3y)  (x—y):=:o 

admet  d'abord  un  nombre  indéfini  de  solutions  données  ptf 

le  facteur  commun  fonction  de  x  et  de  y 

mais  des  facteurs  égalés  à  zéro 

yx  —  6  =  0,  nx  —  3y=:o 

yx  —  G  =  o,       X  —  ^  =  0 

X  —  1=0,  ax  —  3y  =  o 
X — 1=0,       X —  ^  =  0,  ' 


n'A  L  G  è  B  R  E.  377 

on  déduit^ ces  autres  solotions  dilFérentes  des  premières 

y=+  a..  .0:=:+  3 
^  =  —  2...a:=—  3 
y  =  dt\/6  ..x=±:  V'e 

jf  =  +     i...x=+      1 

On  remarquera  en  passant  qu*à  Végard  des  deux  équations  • 
décomposées  comme  les  proposées  en  leurs  facteurs ,  on  dé- 
couvre les  solutions  sans  appliquer  la  méthode  générale. 

En  général ,  si  l'on  a  deux  équations  ,  Tune  du  degré  771 ,  et 
l'autre  du  degré  n ,  ainsi  résolues  dans  tous  huté  facteurs 
du  premier  degré, 

[x—  (r,+s,y  )}  (a:—  (  n+s^y)]. .  {x—  (r„  +  s„y)]—  o„ 

oùpi,^, ,  p,  ,  Ça....  r, ,  Ji ,  rs,5a....  sont  des  nombres,  on 
obtiendra  toutes  les  solutions  quelles  comportent,  en  pre- 
nant chaciln  des  m  facteurs  du  premin*  produit ,  successi- 
vement* avec  chacun  des  n  facteur^  du  second  et  les  égalant 
à  zéro ,  ce  qui  donnera  en  totalité  mn  équations  du  premier 
degré  en  x  et  y,  conséquemment  le  même  nombre  de  solutions; 

r-  d'où  l'on  conclurait  que  ie  degré  de  l'équation  finale  de  deux 
équations  ainsi  formées^  ne  peut  excéder  le  produit  mn  des 
degrés  des  proposées,  proposition  que  nous  démontrerons  à 

'  la  fin  de  ce  chapitre,  en  revenant  des  équations  aux  facteurs. 

Les  deux  équations 
a:»— aya;— 4^+y*+4^-|-3=o ,  x*— 3^x — 5a;+2y*-|- 1  iy-G=o, 
reviennent  à  celles-ci 

qui  donnent  deux  couples  a7=i3,^=2;a:=7,^=4®^  deux 
équations  incompatibles ,  savoir,  1=6,  3  =  6. 

347-  Supposons  enfin  que  le  facteur  commun  introduit  parla 
question  ^  soit  fonction  de  y  seulement.  Après  avoir  découvert 
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ce  facteur  dans  les  deux  proposées,  et  posé  ^  =  o,  on  aura 
un  nombre  défini  de  valeurs  dey,  qui  seront  autant  de  solu- 
tions ,  indépendapiment  de  toute  valeur  de  x.  Divisant  cba- 
cune  des  équations  par  cette  fonction  en  y,  égalant  les  quo- 
tiensà  zéro,  et  leur  appliquant  la  méthode  générale,  on  aura 
tous  les  couples  de  valeurs  de  x  et  dey ,  qui  satisferont  au  sys- 
tème des  deux  équations.  Il  est  presqu*inutile  d'observer  cpie  * 
Jyz=iOf  prise  avec  Tun  ou  l'autre  dès  deux  au  très  facteurs  égalés 
à  zéro,  ne  donnerait  que  des  solutions  comprises  âansj^  =  ô. 

Mais  si  Ton  n'a  pu  découvrir  ce  facteur  en^,  il  restera  dans 
tous  les  diviseurs  successifs ,  et  il  s'introduira  dans  l'équatios 
finale;  ensorte  que  les  racines  qu'il  fournira,  reportées  dani 
les  diviseurs  successifs  et  dans  les  proposées^  donneront  tou- 
jours 
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De  ce  que  cette  indétermination  de  x  est  absolue,  il  fautném** 
sairement  conclure  que  ces  racines  y  satisfont  d'elleA-mêiM 
au  système  des  deux  Squations;  autrement  on  devi%it  trotffC 
des  valeurs  conjuguées  pour  x ,  ce  qui  n'arrive  pas.  Pour  fermer 
ce  facteur  fy ,  on  multipliera  entre  eux  tous  les  facteurs  cor- 
vespondans  à  ces  racines  y  qui  -donnent  continuellerirarf 
a:  =  I ,  puis  divisant  les  deux  proposées  par  fy ,  on  traitera  W 
quotifcns  par  la  méthode  générale.  , 

348.  Si  fy  n'était  facteur  que  de  l'une  des  ptùpûiétii  tf 
l'égalant  séparément  à  zéro ,  on  en  déduirait  liû  noitîbfte  déttr- 
miné  de  valeurs  de  y ,  lesquelles  successivement  reportéesdaus 
l'autre,  donneraient  autant  d*équations  en  x  seulement,  dont 
les  racines  seraient  les  conjuguées  de  cèïles  de  J5^  =  6rpuii 
divisant  par  fy ,  et  prenant  le  quotient  égaJé  à  zéro  avec  ÏMH 
équation  donnée  ,  on  trouverait  le  surplus  des  systèmes  d« 
Valeurs  des  deux  inconnues.  Au  reste  nous  reviendrons  sur  ctf 
cas. 

Nous  laissons  à  discuter  lés  cas  où  Tune  ded  équafion* 
aurait  pour  facteur,  eoitfx,  soit f(x,y). 

3%.  Il  peut  arriver  encore  ^é  l'ùri  dès  dSTiséùrïT  ^rfôn  ïc** 
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contre  dans  le  cours  de  Topération,  renferme  nn  facteur  corn- 
'mun ,  fonction  des  àeûx  inconnues  x  et  y]  circonstance  que 
inous  avons  introduite  dans  les  deux  systèmes  d'équations  que 
pilous  allons  traiter  successivement. 

r- 

f-  I«  Exemple. 

'x^+jr'x^ — (>^+y — 2y)  ^+  (^* — y  +  0  ^  — y^ — y = o 

trouve  pour  diviseur  du  second  degré 

y^+^-^y—Vf 

û  n'est  autte  cbfose  ^rie 

:  *  yi^—y')+^—yf 

ç^Ji  x-^y  est  facteur  commun.  Si  l'on  continue  la  division  sans 

^^er  ce  facteur^  on  obtient  pour  diviseur  dû  premier  degré > 

^alé  à  zéro , 

a:  +  jr—  1=0^ 

•^  pour  équation  finale 

t^sorte  que  lessystèmes  de  valeurs  de  x  et  de^  sont 

y 

Si  Ton  supprime  le  facteur  x-^^-y,  on  parvient  toujours  au 
âléme  diviseur  du  premier  degré 

^  x+y—i  =0, 

tTéquation  finale 

y  +  iz=20'^ 

%  on  n'obtient  que  le  seul  couple  de  valeurs 

y  —  —  i>  ar  =  a. 
Le  couple  qu'on  ne  retrouve  pas^  est  précisément  celui-ci 

;mi  rend  nul  le  facteur  commux)  a;  —  y  qu  on  a  mis  à  part. 
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II*  Exemple. 


jrx*— j'x^—  {y^ — y  —  a)  a:* 

+  (y— ^'— J'— O^*— (y— 0«=o..O) 

y^  —  Cy  — J'—  0  ^— >^x  —y  =  o.  .(a). 
On  trouve  pour  premier  reste ,  ou  pour  diviseur  du  troisièmi 
degré 

qui  revient  à 

où  JT  — jr  se  reproduit  en  facteur  commun.  Si  l'on  divise  par 

ce  polynôme',   on  parvient  à  ce  diviseur  du  premier  degré. 

— (^* — y — I  )x^ — y,  et  au  reste  en  y,  savoir  :  y  (y*    y     1)*-^; 

les  couples  de  valeurs  cherchées,  seront  donc  données  par  bi 

équations 

—  iy^—y—i)x—y=:o 

y(.y"—y—^y—y^=o. 

A  ces  deux  racines  de  l'équation  finale 


:y  =  o  1 


correspondent 


(  x  =  1. 


^  =  .J 

Le  surplus  des  valeurs  de^  serait  donné  par 

y^—y^—Zy—  1  =  0, 

équation  que  nous  n'entreprendrons  pas  de  résoudre. 

Qu*on  fasse  maintenant  la  division,  en  débarrassant  le  ii^' 
seur  du  troisième  degré  du  facteur  commun  or  —  y,  ou  trou- 
vera ce  commun  diviseur  du  premier  degré  j'x 4-^+1,  différent 
du  premier,  et  ce  reste  ^^ — y* — ay  —  1.  Ensorte  qu'on  aura 
les  deux  équations 

^x+j^+  1=0 
y—y— 2y—  1=0, 

qui  ne  donnent  plus  les  deux  systèmes 

y  =  o a:  =  o 

y=^ x=i, 
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t  encore  précisément  ceux  qui  rendent  nul  le  facteur 
supprimé  dans  l'un  des  diviseurs.  Il  faut  donc  conserver 
eur ,  et  le  combiner  avec  ^es  deux  équations  proposées , 
^oir  les  systèmes  de  valeurs  qu  on  perd  en  le  supprimant. 
it,  la  substitution  de  x  pour  y  dans  (a),  donne 

a:* — 05  =  0,  d'oùjp=o  etx=i; 

le  substitution  réduit  (i)  à 

X  (^x — l)*=:0, 
)n  satisfaite  par 

X  =  o    et    a:  =  1 . 1 

.  Dans  le  cours  des  divisions  qu'on  est  obligé  d'effectuer 
3arvenir  au  diviseur  du  premier  degré  eu  x,  on  peut, 
'on  parvient  à  un  reste  de  même  degré  que  le  diviseur , 
yer  encore  ce  reste  comme  dividende,  ou  le  prendre 
diviseur.  Les  systèmes  de  valeurs  restent  les  mêmes , 
le  le  diviseur  commun  et  l'équation  finale  puissent  chan- 
forme.  . 

Exemple. 

yx^'\-yx-{-i=io,    yjc^'hyx'-^  1=0: 

t  après  la  première  division ,  le  reste  — yx^+Cj' — i  )i:+i 
;er  par  yjc*+^^+  ^  >  si  Ton  continue  en  conservant  tou- 
pour  dividende  le  reste  lorsqu'il  es^  de  même  degré  que 
iseur ,  on  parvient  à  l'équation  finale 

(2y_l)*_ay  (3y^3)  =  0, 

diviseur 

(  ay —  i  )  x  -f  a  =  o. 

contraire  on  divise  y  x^-j-yx^^-i  par — J'^*+(^— i)  «^J-f-i , 
)uve  l'équation  finale 

î2y  +  1  =  0  , 

iir  diviseur  égalé  à  zéro , 

(sy  —  1)  a:+2=:o: 

gmière  équation  finale  réduite,  devient  la  seconde. 

1 .  Lorsque  l'équation  finale  est  indépendante  de  y ,  ou 
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plutôt  lorsqu'elle  ne  renferme  que  des  nombres  qui  ne  sed^ 
truisent  pas^  on  en  conclut  qu'il  y  a  absurdité  dans  la  questifli^ 
ou ,  en  d'autres  ternies  ,  que  les  deux  équations  sont  en  con- 
tradiction. Pour  mettre  cette  propositipn  en  évidence ,  po«» 
les  deux  équations 

a:*— y  4-3=0  : 

réquation  finale  sera  3  =o^  et  le  facteur  conamun  x-f-yiot 

si  Ton  fait 

x—y=Q,  xy  =  Q' 
on  trouvera 

^— y+3  =  (x+y)  Ç  +  3 

ensorte  que  la  seconde  équation  n'est  autre  chose  que  la  pn^ 
niiëre  multipliée  par  Q\  plus  la  somme  x  +^;  d'après  cdl 
la  seconde  équation  ne  peut  s'accorder  avec  la  première, 
et  l'équation  finale  dit  que  si  le  i\ombre  3  ne  se  trouvaitpil 
dans  la  première  équation ,  la  somme  x+y  se  produirait comoi 
diviseur  commun  ,  ce  qui  est  vrai. 

Ainsi  on  reconnaît  qu'un  système  de  deux  équations,  ne  peut 
comporter  de  solutions  en  a:  et^,  i°.  lorsque  chacune  des  valenn 
^f.y  fh,  réquation  finale,  introduit  dans  les  proposées  uncom- 
mur:  «..iviseur  numérique ,  2°.  lorsque  le  reste  final  est  numérique. 

L'équation  finale  peut  être  satisfaite  d'elle-même,  ce  qiB, 
arrive  si  cette  équation  est  identique  *,  alors  elle  ne  fait  coih 
naître  aucune  des  valeurs  de  y ,  d'où  il  s'ensuit  que  Ar— n 
devient  le  commun  diviseur  des  polynômes  proposés ,  sanâCjuU 
soit  nécessaire  d'assigner  de  valeurs  à  y. 

352.  Nous  allons  maintenant  examiner  si  le  calcul  n'introdi» 
pas  nécessairement  des  racines  étrangères  à  Ja  question,  à. 
dans  ce  cas ,  nous  montrerons  comment  on  peut  y  avoir  égari 

Lorsque  le  premier  terme  d'un  dividende  n'est  pas  exacte- 
ment divisible  par  le  premier  terme  de  son  diviseur ,  on  multi- 
plie j  afin  que  la  division  s'effectue  sans  diviseur  dans  le  quo- 
tient, tout  le  dividende  par  le  focteur  du  premier  terme  dn 
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livisenr  qùl'tt'ést  pas  commnn  à  ce  dividende  ,  en  supposant 
ïussi  que  ce  facteur  ne  le  soit  pas  à  tous  les  autres  termes 
la  diviseur^  parce  qu'alors  on  pourrait  le  supprimer,  sauf  à  en 
tenir  compte,  comme  nous  Tayons  dit.  Par  cette  opération , 
on  introduit  des  racines  étrangères  â  la  question  ,  ce  qui  est 
l'inconvénient  ordinaire  de  cette  méthode  d'élimination. 

Nous  nous  proposons  ici  de  faire  connaître  ces  solutions 
étrangères ,  sans  résoudre  les  équations^  et  de  débarrasser 
l'équation  finale  des  fausses  solutions  en^.  Appliquons  l'opéra* 
ti«n  du  plus  grand  conunun  diviseur  aux  proposées  que  nous 
désignerons  par  j4z:^o,  B^=zo  ^  et  supposons  que  le  terme 
de  plus  haute  puissance  de  x  dans  chacun  de  ces  polynones  , 
ait  l'unité  pour  coefficient  :  en  divisant  A  par  ^ ,  on  a 

J^Bq+R, 

9  désignant  le  quotient  et  R  le  reste.  Soit  a  le  facteur  en  y  du 

^premier  terme  de  R ,  lequel  ne  multiplié  pas  le  premier  terme 

de  ^  :  on  aura 

aB=zRq'+R'; 

et  si  a'^a"  ^ , ,,  sont  les  coeffîciens  en  y  des  premiers  termes  des 
polynômes  diviseurs  B^^R" ,..,,  on  aura  de  même 

a'R=Rq«+R'' 


a(«-0  7J(«-*)  =  /l(«-0  qW + RW. 

BC»)  étant  l'équation  finale  ,  et  /îC«-0  le  diviseur  du  premieY 
degré  en  x.  Or  tous  les  couples  de  valeurs ,  qui  réduisent 
AetBk  zéro ,  doivent  en  vertu  de  la  première  équation ,  ré- 
'duire  R  à  zéro  ;  les  mêmes  couples  réduisant  à  zéro  B  et  R, 

jéduiront  K  à  zéro,  ainsi  que  les  restes  R",  R' /ÎC«);  d  où 

il  résulte  d*abord  que  toutes  les  solutions  de  A=:o,  B:=zo^ 
feront  données  par  les  équations 
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ce  qui  nous  ramène  à  la  conclusion  (335).  Mais  ontre  les  soin* 
tions  véritables^  ces  deux  équations  peuvent  en  donner  qà 
ne  satisfont  pas  aux  proposées.  En  effet ,  si  l'on  considéra 
réquation  * 

aB=Rq'+R\ 

on  verra  que  les  solutions  de  R^=o,  /l^:=: o  seront  les  mémei 
que  celles  de  R  =o ,  /î^+  R'  =  o,  c'est-à-dire  qne  si  l'on  résout 
les  équations  fl  ~  o  ,  /l'=o ,  ou  celles-ci  R^^o^  /l^-|-Rf=o, 
on  trouvera  les  mêmes  solutions  x  ety)  mais  Bi/'-f-ZT  étant 
aB ,  ces  solutions  satisfont  encore  aux  deux  équations  /l=:o, 
aB=ro  :  or  la  dernière  pouvant  se  partager  en  a  ==o,  ^=0, 
il  s'ensuit  que  les  solutions  de  A=0|  A't=o,*se  composent 
premièrement  de  toutes  celles  de  5=o,  7l  =  o  ,  on  de^=0| 
^  =  o ,  et  secondement  de  toutes  celles  de  a  =  o,  R=o*  Par 
conséquent^  les  équations  A=o,  /l'=o,  donnent  non-seule- 
ment  les  couples  des  équations  ^=0,  B=o,  mab  encore  le* 
couples  fournis  par  a  =  o ,  /l=o'. 

On  démontrera  aussi  et  de  la  même  manière  que  les  égna- 
tionsfl'=o,  R"=o,  renferment  tous  les  couples  des  équations 
R:=o,  /î'=  G,  ainsi  que  les  couples  étrangers  donnés  par  a  =0, 
Tî'rzzo.  Donc  les  équations  /l'=o,  R"z=zo ,  donneront  tous 
les  couples  qui  satisfont  à  ^  =  o  ,  j5  =  o,  et ,  en  sus ,  ton* 
ceux  qui  satisfont  aux  équations  a  =  o ,  /î=o  ;  a'=o ,  /2'=o. 
En  continuant  ce  raisonnement  sur  les  équations  suivantes,  on 
sera  amené  à  conclure  que  les  deux  dernières  donneront,  indé- 
pendamment des  couples  qui  satisfont  aux  équations  A'==-0.^ 
j?nzo,  tous  ceux  qui  satisfont  à  ces  systèmes  d'équations 

a=o,R=:o  ;  a'=o,iR'=o  ;  a*'=o,R"=io  ; ...  aC«-0=o,/?C«-0=:o. 

Ainsi  eu  suj^primant  toutes  les  solutions  étrangères  contenues 
dans  les  équations  /îC«-Ozz:o  ,  R^'*^=zo  ,  on  aura  toutes  les  solu- 
tions vraies  des  équations  ^=ro,  B  =  c, 

11  s'agit  donc  de  résoudre  les  équations. 
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a  =o,  R  =o; 


Soient  g,  g',  g",  etc.  les  degrés  des  polynômes  B ,  R\  R", 
R",  etc.  ^  et  ne  considérons  d*abord  que  les  deux  premières 
équations  a^izo ,  R-=o',  a  étant  le  coefficient  en  y  du  pre- 
mier terme  de  /{ ,  il  est  clair  que  pour  chaque  valeur  de  y , 
donnée  par  a=o,  le  premier  terme  de  R  disparaîtra  ,  et 
qu'on  aura  g* -— 1  yalevrs  correspondantes  de  x;  ainsi  chacune 
des  racinesjr  de<i  =  o,  étant  répétée  g^ — i  fois  (^) ,  û«^~'  sera 
Tun  des  facteurs  en  y  introduits  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  finale^  et  on  aura  a^~'=:o;  de  même  les  deux  équa* 
tions  a'=o, /l'=o  fourniront  le  facteur  a'^'~S  etc.Donc  l'équa- 
>  tion  propre  à  donner  toutes  les  racines  fausses  en  y,  sera 

aS-\  a'^'-K  aV-i.  a"'i^''-Setc.  =  o.. .  (M). 

Ainsi  RW  étant  l'équation  finale,  si  Ton  divise  iî^")  par  !• 
premier  membre  de  l'équation  ci- dessus,  la  division  s'effec- 
tuera exactement,  et  le  quotient  égalé  à  zéro,  fera  connaître 
toutes  les  valeurs  de  y  correspondantes  à  des  valeurs  de  x 
communes  aux  deux  proposées. 

Prenons  un  exemple,  et  supposons  qu'on  ait  les  équations 

£  =  X^+d,X^+d^X^+d3X^+d^X+  ds  =  o , 


(*)  Eneffet,  soient  x=ztt  y  y  r=C'^  x  =  a',  y  z=Cf;  x' z=ict" ,  fz=zC'^ 

jc  =  aC"),  j*  =  C(*),   les  solutions  de  deux  déplacions  j   les  e'quations  finales 
en  j:  et  ^  seront 

(j:— a)  (:r— <t')   (x-^a") (a:  — -tC"))  =  o 

donc  si  h  p  valeurs  de  x  repond  la  même  valeur  dej",  Tequation  fiuak  cb^ 
prendra  un  facteur  (y  —  C)P, 


8tS  «Lr<Hr»S 

oA  r**  Cft^it  '^••>  iqwiMDtcDt  deâ  poljmomes  des  pr»- 
nior,  Hooiid,^...  dtsrii  «a  jr  t  il  «nrisijtera  l^  Bériedu   I 


^=«9  +« 4 

o.A=Af.  4-lt, 4 

aiR=xR,q,+IU '--S  ' 

aAR*^A}94+R(.. .......  .fl 

«irfli=:At9s^fls • 

't^^=Rtçt+lU -1  -o 

|I^=^+A| ,..o 

«à  dk,  flt- .  •• .  sontlu  coafficieni  «ny dei  preinien 
R,  R,,  A.,  «te,  1m  chiffra  inférieun   a  ,  3,   etc.  , 
Aqueiit  lu  degrïs  dei  polynôme*  en  y  que  représeotest 
<^. ..,  flt  leanombr«4i  4*  etc.,  A  droit* i7es  égalités,  cdidi>- 
tant le*  dagrés  ecxâespolynoninil,  A,,  S,;  le  dernier  poly- 
nôme fl| donne  l'éqnation  finale,  et  rnaot-dernler  R,  est  le 
polynôme  dn  premier  degré  en  x. 

l<ea  cliiffres  inférieurs  de  a. ,  aj. . , .  observent  une  toi  qui 
consiste  en  ce  que  le  degré  d'un  mnltiplicateur.a,,,  par  exemple, 
est  la  somme  des  degrés  io+6  des  deux  multiplicateurs  précé- 
dens  ,  augmentée  d'une  unité ,  ce  qu'il  serait  facile  de  démoi' 
trer.  Ainsi  le  degré  de /tg  sera  =  75  4^4^-1-  1  =  laa,  puisqD' 
le  multiplicateur  qui  suit  0,5,  estifi  luî-mêmd. 

Cherchons  le  nombre  des  racines  en  y ,  étranger»  oa 
fausses.  Nous  rappellerons  que  ces  racines  sont  données  pK 
les  équations  suiTsntes  considérées  deux  à  deux ,  savoir  : 

0,5=0,  fl,^o;  048=0.  /îs=oj  a,s^=c  ,  fl5=o; 
o„=:o,  R^=iO■, a,=  o  ,  fl^=o. 

Pour  les  deux  premières,  on  aurait  les  facteurs  (■^sï^iC^^tT'î 
ainsi  l'équation  {M)  deviendrait 

(".0  (a,0  ia„y  (a,r  (p.f  (<..)'  ^  o ,     - 
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iquation  dont  le  degré  est 

a8xi  +  i7Xi+ioX«  + fixa +3x3  +  3X3  =  92 

ou  un  nombre  plus  grand  ,  parce  que  les  dernières  équations 

075=0  et/Î7=:^o;  046  =  0  et  R^=:o 

peuvent  aussi  donner  des  racines  fausses^  ce  qui  arrivera  lorsque 
cea  équations  qui  ne  renferment  que  y,  auront  des  facteurs 
communs.  Si  de  laa  on  retranche  9a,  on  trouve  3o  pour  le 
plus  haut  degré  de  Téquation  finale  débarrassée  de  ses  racines 
fausses. 

M.  ^rel,  professeur  à  ^  Grenoble ,    et  auteur  du  Mémoire 
^ont  nous  avons  extrait  cet  article  (^Journal  de  P Ecole  Poly^ 
technique ^  i5*  cahier,  tome  VIH),  observe  que  pour  par- 
Tenir  à  Téquation  finale  7{g=:o.,  on  a  changé  de  diviseur  à 
chaque  opération ,  mais  qu'on  aurait  pu  conserver  le  même 
xliviseur  dans  deux  opérations  consécutives  ;  qu'à  cet  effet  it 
suffirait  de  multiplier  chaque  dividende  par  le  carré  du  coef'- 
ficient  de  la  plus  haute  puissance  de  xdans  le  diviseur;  qu'ainsi 
on  obtiendrait  une  équation  finale  du  98*  degré  ;  qu'alors  le 
aiombre  des  solutions  fausses  ne  serai^^plus  que  68  ,  qui,  sous- 
trait de  98  y  donnerait  encore  3o  pour  le  plus  grand  nombre  do 
solutions  des  proposées. 

Si  par  l'égalité  à  zéro  de  la  fonction  en  y^  désignée  par  a  , 
<|u'on  introduit  en  facteur  d'un  dividende  ,  le  diviseur  cor- 
"ïrcspondant  perd  tous  ses  termes  en  x  ,  ensorte   qu'il  se  ré- 
duise aune  fonction  de  y^  toutes  les  racines   de  l'équation 
finale  conviendront  aux  proposées  ;  cette  équation  n'aura  donc 
pas  de  solutions  fausses    en  ^,  et   conséquemment  elle   ne 
pourra  être   réduite.   Ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  numéro 
doit  être  considéré  comme  le  point  Wplus  important  de  la 
ftéorie  qui  fait  le  sujet.de  ce  chapitre. 

353.  Pour  concevoir  parfaitement  lesdivers  cas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter  dans rélimination  des  équations,  on  peut, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  ,  former  d'avance  des  systèmes 
d'équation  qui  se  rapportent  aux  circonstances  que  .l'on  se 
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propose  d'examiner  :  cette  recherche  s6  réduit  à  la  Boliitiot 
du  problème  suivant. 

Composer  deux  équations  dont  chacune  soit  d'un  degré 
donné ,  et  qui  soient  satisfaites  .par  des  couples  de  valeun 
données.  t 

Nous  supposons  d'abotd  deux  équations  du  miênie  degré; 

La  substitution  d^un  système  de  valeurs  a7=^et^  œssCding 
une  équation  du  degré  m  à  deux  inconnues,  donne  une  rela- 
tion entre  les  nombres  « ,  C  et  les  coefficiens  îndétemûnéi 
de  cette  équation  qui  sont  des  inconnues  du  premier  degré; 
on  pourra  donc  se  donner  autant  de  ces  couples  de  yalenr» 

de  07  et  j^ ,  qu'il  7  a  de  coei&cîens  dont  le  nombre  =  —        ■ 

pour  réquation  complète  du  degré  m(333 ,  note).  On  ne  peut 
pas  prendre  un  plus  grand  nombre  de  couples,  puisqu'on  aurait 
plus  d'équations  que  d'inconnues.  Mais  il  est  aisé  de  concevoir 
qu'une  équation  ainsi  formée ,  peut  être  satisfaite  par  une  infi- 
nité d'autres  valeurs  de  x  et  y  y  puisqu'en  j  écrivant  pour  x 
un  nombre  quelconque,  on  en  déduit  m  valeurs  de^. 

Qu'il  s'agisse ,  par  exemple  ,  de  composer  deux  équations 
du  troisième  degré  qui  soient  satisfaites  par  les  huit  couples 

a:t=:o,x=i,a::=2,a:=— 1,0:=:     i,jp=ao,a:  =  a,x=    0 

on  substituera  les  valeurs  ci -dessus  dans  l'équation  générai* 
du  troisième  degré 

x''+(^a+by)x'+ic+dy+ey^)x+(f+gy+hy'+ky^^=Q...{i^^ 

qui  donnera  ,  pour  déterminer  les  coefliciens  ,  huit  équations 
différentes   qui  serviro|i^  à  "évaluer  a,  b ,  c ,  d,  e^  f,  g ,  k^  ' 
dont  les  valeurs  reportées  dans  la  proposée ,  la  changeront  dans 
celle-ci 


x^ 


+  Qky  +  2y^5y--(^ky^+y-+3y-!,y 
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OU  le  coefficient  k  reste  arbitraire.  Si  Ton  fait  fi  =  o  et 
k=zQ,on  aura  deux  équations  qui^  outre  les  huit  couples 
précédens ,  admettront  encore  celui-ci  x=:^,y=i{j. 
On  peut  remarquer  que  quelques  valeurs  que  Ton  donne  à  k 
dans  Véquation  précédente,  les  équations  résultantes  comporte- 
ront toujours  les  huit  couples  plus  k  neuvième  x=.-~  iy=^  " 
car  en  représentant  cette  équation  par  G  -}-  ^fi  =  o  ^  et  faisant 
successivement k=sm^k=:n^  on  a. 

G+Hm=o,    G+ffn=Q, 

dont  les  couples  de  valeurs  sont  précisément  les.  ^lêmes  et  en 
même  nombre  que  ceux  des  équations  G  =:  o ,  H=o ,  pourvu 
que  m  soit  différent  de  n,  comme  on  le  suppose  ici..  D'ail- 
Jeurs  f  à  de  l'équation  (a)  on  tire  la  valeur  de  fi  ^  on  aura^ 

et  pour  x=z^yy=\j^  on  trouve  fi  =5.  ^*où  on  conclut 
^ue  si  aux  données  des  huit  couples  qui  ont  servi  à  dé- 
terminer les  huit  coefficiens  a ,  A. .  .'.fi ,  on  ajoutait  le  couple 
précédent  y  Tune  des  neuf  équations  de  condition  serait  com-^ 
prise  dans  les  autres. 

Si  Ton  prenait  au  hasard  vn  neuvième  couple  autre  que 

,X^=rT»y^=^T7  >  PO"^  composer  les  deux  équations  ci-dessus  , 

on  n'obtiendrait  qu'une  équation ,  parce  que  le  coefficient  fi 

pe  serait  plus  indéterminé  ;  d'où  il  feut  conclure  que  si  une 

équatton  du  degré  m  ,  est  formée  avec couples  quel- 
conques ,  pris  arbitrairement ,  et  si  aucune  des  équations  de 
■^cpndition  n'est  con^rise  dans  les  autres,  il  est  impossible  qu'il 
.vf|;n8te    une   autre  équation  du  même  degré  qui  ait  avec  la 
première ,  ces  couples  de  valeurs  communes  ,  quoique  d'ail-t 
-  leurs  d^u^ç  équations  du  degré  m  puissent  avoir  m^  couples 
eonununs^  comme  nous  le  verrons  bientôt ,  c'est-à-dire,  un 

l^onobre  plus  gfand  que — ,  lorsque  m  est  >  3.  On  peut 
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4onc  prendre  à  volonté couples  commana ,  aB| 

d*avoir  une  équation  en  x  et  ^  contenant  un  coefficient  in-r 
déterminé  k  auquel  on  attribue  une  valeur  quelconque. 
Cette  équation  doit  être  «atisfaite  indépendantment  de  (  p«r 
chacun  des  couples  autres  que  ceux  qui*  ont  serri  i  conH 
poser  les  équations ,  et  qui  peuvent  encore  les  résoudre.  En 
effet  m  étant ,  p^r  exemple ,  5  »  le  nombre  des  coeffidcns  dt 

1  équation  générale,  sera =  20  ,  et   on  en  déten&me 

^ =  19  ;■  mais  le  nombre  total  des  solutions  peut 

s'élever  à  m^srsS^  ensorte  qu*outre  les  ig  coiiples  qui  ont 
servi  à  former  Téquation  ^  et  celui  qui  correspond  a|iz  ieai 
valeurs  de  k,  qui  la  partagent  en  deux  autres  ,  on  peut  avoir 
encore  cinq  autres  couples.  Ainsi  le  calcul  prouve  aenlemest 
que  les  deux  équations  comportent  vingt  solutions  ,  mais  nos 
pas  qu'il  est  impossible  qu'elles  en  aient  davamtage. 

On  doit  aussi  remarquier  que  l'on  peut  prendre  pour  (  nos 
fonction  quelconque  de  x  ou  de  ^ ,  qui  ne  soit  ni  infime  ni 
indéterminée,  puisque  les  équations  qui  déterminent  les  autres 
coefficiens  ,  sont  satisfaites  quel  que  soit  k  :  on  pourrait  ainsi 
diminuer  le  nombre  des  termes  de  l'équation  résultante,  aug- 
menter le  degré  des  équations  qu'on  forme  ,  le  nombre  àh  ' 
racines  de  l'équation  finale  ,  etc. 

Si  les  deux  équations  que  l'on  veut  former  doivent  éfrs 
de  degrés  différens,  on  pourra  toujours  leur  donner  tiutant 
de  couples  communs ,  qu'il  entre  de  coefficiens  indétenninès 
dans  l'équation  du  degré  inférieur  *,  on  peut  même  leur  en 
donner  un  plus  grand  nombre  ,  en  choisissant  quelques-uiu  <Jc 
ceux  qui  peuvent  vérifier  encore  l'équation  du  degré  le  moiw 
élevé  ;  et  lorsqu'on  choisit  des  couples  tels  qu'à  la  inêjDiJ- 
valeur  de  y  répondent  plusieurs  valeurs  de  a; ,  il  est  éxidesi 
que  le  nombre  de  ces  couples  doit  être  tout  au  plus  égal  1 
l'exposant  de  x  dans  l'équation  la  moins  élevée. 

Supposons  enfin  tjue  l'on  veuille  composer  une  équation  teUI 


^ .-. 
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>  ^e  si  Ton  remplace.^  par  la  valeur  C ,  le  polynôme  qui  ea 
résulte^  soit  divisible  par  un  nombre  iV:  on  remplacera  d*abord 
y  par  C  dans  Téquation  générale 

ar"+(M^)  j:?"*""*+  etc.  =  o , 
^    puis  on  posera  les  équations  de  condition 

•     Q=zNq,b+cCz=iNq\d+ee+f:*z=N<i'' etc. 

On  choisira  arbitrairement  les  nombres  entiers  (/,  q',  q'\  etc.  i 
■et  on  aura  m  équations  qui  serviront  à  déterminer  w,  coeiE- 

ciens  de  Téqnation  générale^  ensorte  qu'il  en  restera  — ^^— 

dont  les  valeurs  pourront  être  calculées  de  manière  à  satis- 
faire à  d'autres  conditions.  Ainsi  la  condition  énoncée  pro- 
'doit  le  même  effet  que  les  données  de  m  couples  de  valeufs. 

•^  ÇiTpn  veut  composer  des  systèmes  d*équatious  qui  n'aient 
pTéi;$iéinent  pour  valeurs  coipmunes  que  les  couples  donnés ,  on 
qitllljtipliera  entré  eux  les  facteurs  correspondans  aux  racines 
\  y%  et  l<sur  produit  sera  Téquation  finale  demandée;  ensuite 
-"  9p  prendra  une  équation  générale  en  x  et  jr  du  premier  degré 
^  Xy  si,  pour  chacune  des  racines  ^,  on   ue   doit  avoir 
.'  tgkjxnm  valeur  de  a; ,  et  d'un  degré  en  jr ,  tel  que  le  nombre 
OM.  fîoefficiens  infléterminés  »  soit  au  moins  égal  à  celui  dea 
çomles  de  racines  données.  On  déterminera  ces  coefGciens 
Ml  .i|\oyen  des  équatioiii  auxiliafres  du  premier .  degré  ^  fournies 
par  ia.  substitution  des  couples  donnés  dans  l'expression  géné- 
ral^ du  commun  diviseur ,  et  de  cette  mamière  ^  le  problème 

ler^  résolu. 

• .  - 

Il  sera  facile  de  composer ,  d*aprè3  les  mêmes  principes  ^ 

;45n|X  équations  telles  que  pour  chacune  des  valeurs  ^  ^  C. . . 

A^  J(,  on  n'ait  qu'une  seule  valeur  de  a; ,   et  que  pour  cha^ 

■■"••^ne  des  autres  valeurs  y,  >'. . .  .de  j^,  on  ait  toujou^rs  deux. 

ii^-Taileurs  de  x. 

354*  Euler  réduit  la  reclercbe  de  l'équation  finale ,  à  l'éii- 
siiination  d'inconnues  entre  des  équations  du  premier  degré  ;  11. 
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suppose 
xm  +  Px*-*  +  Çj::^-»4-etc. 

^^  Ç,  A^  efc. ,  /'^y  Q',  A-^  etc. ,  ayant  même  définition  qoe 
ci-dessus  (333]).  Pour  évaluer  les  indéterminées  A^  B  »  Ç»  ^tc.  ^ 
'A\Bf  y  C,elc.,  on  multipliera  (Jlf)  par  ac^*" ' Hr -^x*~'+etc^, 
^t  (A")  par*  x"  "■  *  4-  -^^"  "  *  +  etc. ,  ce  qui  donnera  l'ideixdti 

(x»"-!-  Px«-  *  +  etc.)  (x"- ' 4-  ^x»- »  +etc.) 
=  (x»+  P'jp"-^  *  +  etc.)  (x«^ '+  ^x^  -••  ^ etc.). 

ÇiTectuant  les  produits  et  comparant  les  coefficiens  4^  m|piei 
puissances  de  x^  on  aura  m-f*  7t—  i  équations  entre  Içs indé- 
terminées A^  B  y  Cy  etc.,  A  y  ff  y  Cf  e^c.  :  or  le  nonibre-da 
ces  indéterminées  est  m  -f*  ti  —  a ,  il  sufBra  donc  de  m  -f*  b— s 
équations  pour  les  évaluer;  conséquemment  il  restera  ane  éqoi- 
tion  entre  P,  Ç ,  71 ,  etc. ,  P',  Ç',  iî',  etc. ,  qui  devra  être  ai* 
tisfaite  pour  que  les  proposées  (ilf )  et  (A<^)  acquièrent  nu 
commun  diviseur  x  —  «;  cette  équation  de  condition  sera 
l'équation  finale  cherchée.  Les  inconnues  A\  Jff  ^  Cy  etc. 
n*étant  pas  multipliées  entre  elles,  les  équations  résultantes 
des  comparaisons  ,  seront  du  preniier  degré.  L*éqaation 
finale  étant  résolue,  on  substituera  successivement  cliaca/?e 
de  ses  racines  jf'  dans  A,  B,  C,  etc.;  A\  B' ^  O,  etc.,  oa 
aura  donc  ainsi  les  quotiens  des  polynômes  (il/)  et(iV)p*r 
le  diviseur  commun  x  —  et  qu*on  obtiendra  en  effectuant  la 
division. 

11  faut  remarquer  que  si  les  deux  proposées  sont  incom- 
plètes ,  les  deux  produits  ne  seront  pas  des  polynômes  completi 
du  degré  m+n — i  ;  mais  les  termes  qui  manqueront  dans  rw, 
se  trouveront  dans  l'autre.  En  effet ,  le  cas  le  plus  défayoraW* 
serait  celui  des  deux  équations 


X 


m 


+  P==0.  07" 4-  ()=0 
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ridentité  qui  risulte  de  Tégalité  des  deux  produits ,  sera 

sur  lesquels  il  est  aisé  de  v^iEer  le  fait  énoncé. 

Si  les  premiers  ternies  des  proposées  avaient  d'autres  coefB* 
ciens  numériques  que  l'unité ,  il  est  visible  qu'on  serait  toujours 
conduit  kjtià^n^^x  équations  différentes  et  nécessaires  pour 
«rfiver  à  T^uation  finale. 

Sn  supposant  le  diviseur  en  x  du  premier  degré,  on  suppose 

en  ménie  temps  qqe  chaque  valeur  de^  ne  donne  qu'une  valeur 

de  rc  ^  ce  qui  n'test  pas  toujours  vrai  :  d^os  le  cas  contraire  , 

1         ^    -.    à:"  +  Pjc"~*4-etc.  x»+-P^x'»-'4-etc. 

le  cruotient         ■ ou = ; -^ 

^  x"-»  +  ^x"-»4-etc.        a:«-»4.^'a:*-*4-etc. 

qui  est  x-"«^ ,  ne  contenant  qu*ûn  facteur  de  plus  au  numérateur 
qu'au  dénominateur ,  ne  peut  pas  donner  à  la  fois  les  diverses 
valeurs  de  x\  d'ailleurs  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'on  ob- 
tienne l'une  plutôt  que  l'autre;  ainsi, dans  ce  cas^  la  méthode 
par^t  en  défaut. 

Pour  expliquer  cette  particularité ,  reprenons  dans  un  ordro 
inverse  les  raisonnemens  qui  ont  conduit  à  l'équation  finale  : 
chaque  valeur  de  y  tirée  de  cette  équation  satisfait  aux 
m^f-n-rr- 1  équations  de  condition  que  l'on  4  posées  ,  et  par 
conséquent  à  Videntité 

•     (a:"»  +  JPx"»-"'+  etcO  C^*""*  +  ^'x"^*  +  etc.) 
=i:(a:*  +  P^x»-^+etc.)(a«-^»+  -rifx"*r* -f  etc.), 

on  à  celle-ci 

x^-'+-^x"»-*+etc..  ""  a;»-»  +  ^jT'x'^-^+etc.  ' 

^  en  désignant  par  Fx  la  fonction  qui  représente  chacun  de 
cTéd  qtiotiens/on  aura 

x"  +  P'o:»-  '  +  etc:  =  Fjc  X  (x"  -  *  +  A* x"""^  +  etc.)  , 
?t  il  est  visible  que  les  deux  proposées  seront  satisfaites  ^  lorsqu'on 
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CHAPITRE  XXyl. 

-     ♦ 

^cherche  des  racines  réelles  ^  entières  et  inégalés 
des  écjuations  numériquesm 

6.  IN  ous  distinguerons  quatre  classes  de  racines  :  1*.  l^s  ra^* 
les  réelles,  inégales  et  commensurables;  â°<  les  racines  réelles , 
aies;  3^  les  racines  réelles,  incommensurables  ;  4^.  les  racines 
aginaires,  égales  et  inégales.  Les  chapitres  suivans  seront  co^r 
:rés  à  l'exposition  des  méthodes  qui  servent  à  obtenir  lestrois 
emières  espèce^  dç  racines  ;  nous  renverrons  la  recherphe  des 
cines  imagi]i||i||ttL  la  seconde  section  de  ce  Traité. 

357.  Une  éipSHj^Ugébrique  étant  donnée ,  on  peut  tou-* 
jrs  par  les  transfoi^^^ons  enseignées  (chap.  ^3)  ^  la  réduiro 
!a  forme 

-rn^Xx"^-  1-^iJjc"-*  — — rx  +  f^=:0 (1), 

Ht  les  coefl^ciens  sont  des  nombres  entiers,  et  on  a  vu  (3ig} 
*une  équation  ainsi  préparée,  ne  peut  avoir  pour  racine  une 

a 
iction  irréductible  y  ,  et  d'ailleurs  il  ne  s'agit  ici  que  des  ra- 
ies entières.  Soit  donc  a  une  des  facines  de  l'équation  (1); 
aura  par  la  substitution  de  a  pour  a;. 

On  déduit  de  (a) , 

3  second  membre  étant  entier ,  /^  c'est-à-dire ,  le  terme  tout 
^nnu  ,  est  divisible  par  a  ;  ce  qui  résulte  d'ailleurs  (3o5)  de  la 
imposition  du  dernier  terme  en  racines  de  l'équation, 

358.  Il  suit  de  la  quen  cherchant  tous  ks  dimeurs  du  dernier 
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terme,  ei  esst^ani  successivement  chacun  iteux ,  comm 
cinCf  sous  ks  signes  +  et— ,  on  trouvera  toutes  les  rc 
entières  de  ta  proposée,  si  elle  en  admet  de  telles  :  si  i 
des  diviseurs  du  dernier  terme  na  la  propriété  de  saù 
à  la  proposée  »  on  sera  assuré  que  celle-ci  ne  tofnpoft 
de  telles  racines. 

Soit ,  pour  exemple  >  TéqùatiM  ■ 

a:*— 7a;*-4*  i^a?— -  8  =  0: 

\ts  diVheuri  du  dernier  terme,  pris  sons  les  signes -f- et 
sont  i ,  a,  4>  8  ,  "î—  I ,  —  fl,-**4>"^  8  :  faisant  les  substito 
de  ces  nombres  podr  x  ^  on  troute  que  4-^>+â>+4^^ 
sent  le  premier  menibtè  à  zéro  ;  d  où  l'on  ôondut  que 
liombres  sont  racines  de  la  proposée. 

35g.  Mais  lorsque  le  dernier  tenïie  j|^£kpatîon  do: 

Comporte  Un  grand  nombre  de  diriseut^HI^Ecédé  ch]( 

devient  très-laborieux  :  à  la  yérité »  ojflR^eI(|ùefois d 

nuer  ce  dernier  teriUe  par  un  attmmAe  calcul  que  i 

allons  faire  connaître  sur  deux  exemples.  Soit  d*abord  l'éq 

tien 

a;'-^73x*  —  aiSx-f-  12^6  =  0  : 
en  posant 

on  a  la  transformée 

8/  — 288/  — 432y  +  129e  =  o, 
laquelle  est  divisible  par  8  ;  ensorte  qu'elle  devient 

y^ — ZGy — 54y+  162=0. 

Par  rapport  à  Téquation 

x^  —  yGx  +  240  =  o , 
on  remarquera  que 

240  =  8  X3o  et  76  =  4  X  19; 

donc,  en  posant  x=zay ,  la  transformée  sera  divisible  pai 
et  elle  deviendra   ^ 

/— iay+3o  =  o. 
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ion  dont  le  dernier  terme  est  moindre  que  celui  de  Uk 
wée.  '        • 

0»  Nous  allons  faire  connaître  les  conditions  anxquellev 
int  satisfaire  ceux  des  diviseurs  du  dernier  terme  qui  sont 
es  de  l'équation  >  et  on' sera  certain  que  tout  nombre  antre 
;e  racine ,  ne  peut  véxi&er  ces  conditions. 

tmriie  la  généralité  de  l'analyse  que  nous  emploierons ,  ne 
nd  pà^  iïK  degré  de  l'équation ,  nonii  l'appliquerons  à  une 
tion  d'un  degré  défini ,  pour  qtae  les  calculs  deviennent 
simples. 

>it ~  âtin  diviseur  du  dernier  terme»  en  même  temps 
le  de  l'éqùatiofi  :  dnaura  (3oo) 

nt  la  ^multiplication  indiquée  dans  le  second  membre  de 
i  identité,  et  comparant  les  coefficiens  des  mêmfes  puis- 
es de  a;  (^87) ,  on  trouvera 


D  =  ae 


.  K 


c 

= 

D 

a 

Bf 

=s 

£1 

a 

A! 

= 

B- 

a 

1 

A 

—  A' 

C  =:=  C+a0 

donc 
B  =:  B'  +  aj"     ' 

A  zz::  A'  +  a 

a 

Zes  conditions  exigent  donc  ,  1*   que  les   quotiens  —  ,' 

C    B—ff     .        ,  ,  . 

— ,  ■    soient  des  nombres  entiers ,  puisque  ^,  B^ , 

Dnt  entiers  »  et  que  de  plus  il  s'agit  d'une  racine  entière^ 
léquence  qu'on  peut  déduire  des  valeurs  de  jf  ^  B',  C ^ 
is  des  relations  précédentes  pu  de  celles  qui  ont  été  trouvées 

oralement  (287)  ;  a®  que  le  quotient  ■•  soit  l'unité. 

peut  s'assurer»  comme  il  suit,   que  toute  racine  jrériGe 


J^OO  ÉLÉMENT 

^ectiveiiient  ces  conditions.  Soient  — ^  cr,  -^è ,  --^  c ,  - 
racines  de  la  proposée  :  on  a,  d'après  ta  composition 
des  coelficiens  en;jraGines(3o5)^  ./ 

I  I  mJ 

Dssahcd^  I  l  C'a? -^  ss^^bcd        > 

•  "     -'  '  >aou<  "B-^tf 

I  I  a  N  a. 

Avant  d*aller  plut  loiB)  n6u9  ferons  remâjr<}uer  cpieL 
premières  des  équations  çi-rd^auai  (donnent  les  ooe 
A^,,  ff  y  C  du  quotient.  Qu'on  «^it  dope  réquation     - 

et  qu'on  pose  '       '  '    *  • 

tx?^ ax»—  i3x  +  e  =  (x+q!)  (x»+  A'k  +  5') 
on  obtiendra 


IF  û 


^'  ^ajf  ^—  \%\  d'où  V  ^  = 


a 


^'  +  a.      =3  -i—    a   1         f     I  =     "•  • . 

a 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  ^  autres  que  +  ^  ^^ 
sont  a,  3,6,-2,  —  3,  —  6,  et  on  trouve  que  + 
l6  seul  qui  satisfasse  à  toutes  les  conditions  d'-dessi 
donne  d'ailleurs 

et  conséquemment  pour  facteur  du  secpnd  degré  ;i^-^& 
ensorte  que  

x3— ax*»—  i3x+6:==::'(x+3)  (x*— 3x+2)==o. 

Essayons  le  diviseirr  — 3  ,  et  nous  trouverons    . 
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&  dernière  condition  n'est  pas  satisfaite.  Ces  substitutions 
lonneraient 

a:3_2jc«_  i3^4.G=(x— 3)  (x*+4^a:— a) , 

lentité  qui  n'est  pas  vraie.  En  effet ,  on  sait  d'avance  qus 
orsqu'un  diviseur  du  premier  degré  est  de  la  forme  xdt  ua 
ombre  ,  le  polynôme  quotient  ne  doit  pas  renfermer  d^ 
oefficiens  fractionnaires  »  que  la  division  «e  fasse  exactf^ment 
•u  non.  Si  Ton  effectue  la  division  de  x^— -ax*"—  i3x-f*6  par 
•_3  ^  on  trouve  pour  quotient  xM-«—  lo,  et  pour  resta 
^  a4  ;  ce  reste  n'est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelk 
m  écrirait  3  pour  x  (399)-  Ensorte  qu'on  a 

r*où  Ton  tire 

rr^— .  ax»— i3x+3o = (a:— 3)  (xM-«— 10). 
>n  voit  donc   que  la  proposée  doit   être  modifiée ,  pour 
[ue  le  diviseur  —  3  du  dernier  terme  satisfasse  f  «x  ÇQpditicAa 
Lcnnées  ci-dessus^  et  qu'ainsi  ce  nouveau  diviseur  nedpijt  plus 
es  vérifier. 

36 1 .  Si  on  applique  cette  analyse  i  une  équation  d'un  degré 
mdéfinî  77»  ,  on  est  conduit  à  cette  règle  pour  distinguer  si  le 
^mbre  a ,  diuiseur  ébi  dernier  terme  ^  est  racine  de  l'équation  z 
f3rès  avoir  divisé  le  demer  terme  pafSL^  on  retranchera  ce 
-mxotient  du  ço^Sficientde  rav^-^ernit^  Serme ,  ^  on  divisera^ 
eto  différence  par  a  ^  pv^s  on  soustraira  ce  quotient  du  coeffi^ 
ient  de  l'antépénultième  terme^  et  ainsi  de  suite  .*  si  tous  ces  quo^ 
>«Rj  sont  des  nombres  entiers  ^  et  si  de  plus  la  différence  entre 
^  coefficient  'du  second  terme  de  la  proposée  et  le  quotient 
i^écédent  ^  F  unité;  le  npmJ^re  a  sera  ta(^i^  de  l équation} 
^cziif  le  cas  contraire ,  il  doit  être  rejeté. 

L'équation  donnée  (a97)  savoir 

5x^+ax— 1 739 = o  ; 

pour  transformée  (3i5) 


^ônt  la  seule  racine  entière  et  positive  ,  est 

^=35,  d'où x=^  =1=7, 

nombre  qtd  est.  réchelle  du  système  dans  lequel  le  ni 
1730  a  pour  traduction  Sosi.  On  conçoit  que  de  telles 
tions  ne  comportent  que  des  solutions  en  nombiles  enti 
positifs. 

363.  AppdiquoBS  maintenant  la  méthode  de  M.  Bm 
la  recliercli&  des  radnes  entières;  et,  à  cet  effet ,  of 
sur  réc[uation     .  > 

vr*--«  1  oa^+36x*— 54a?  -f*  27 = o. 

Les  cOeificiens  de  la  transformée  eu  x— «1 ,  calculés  d 
l'algorithme  démontré  {a88),  sont 

cAttie  transfonèéé  est  donc 

(a;— 1)4— G(x— i)5Lhifi(a?— 0*— 8(x— i)=o 

et  elle  met  en  évidence  la  racine  x=3s  1  ,  puisque  cette  v 
anéantit  l'équation. 

.  Qu'on  divise,  cette  équation  par  a:— «1  pour  la  déban 
dp,  la,  î'acine  sçzisi  ,  et  on  aura  poui^ quotient 

(x— 1)^-:6<:»— i)*+ii(a;— 1)— 8=0. 

Posant  x— 1  f=y ,  et  calculant  {idem)  les  transformées  en 
et  y-^a  qui- seront  en  a;— a  et  en  x— 3 ,  on  trouvera 

i<x— a)*'--3  (a:— a)*+3  (x— a)—  1  =0 
i(a?--.3)a+.o  (a:-^3/4-o  (x— 3)+o=o; 

donc  la  racine  3  est  triple  ,  c'est-à-dire  ,  que  la  propose 
te'oisfois  divisible  par  x  — 3  :  elle  a  donc  une  racine  + 
trois  racines +  3. 

4.  rég^td  de  réquatîon 

x'^— aa;f-^x3x-f6=o; 
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ites  les  transformées  jusqu'à  x — 4  incluâirement ,  conser*^ 
nt  le  terme  tout  connu;  il  en  est  de  même  de  la  transformés 
-—  5  ;  mais  celle-d  ayant  tous  ses  coelllciens  positifs ,  il 
vient  inutile  d*en  calculer  au-delà  :  or  si  la  proposée  ne 
mporte  pas  de  racines  entières  positives ,  elle  peut  en  ad- 
îttre  de  négatives;  c'est  ce  qu'on  reconnaîtra  en  changeant 
a:  en  -~  X  (Sao^ ,  auquel  cas  l'équation  devient  ^  après  ca 
»ir  cliangé.les  sgnes^ 

on  en  déduit 

i(x— 3)5+.ii(x— 3)*+aG(x— 3)+  0=0.; 

.  .  •         ■       t  .... 

a  dernière  manquant  du  terme  tout  connu,  dçnpe  (^.=3; 
::  conséquenmient  la  proposée  est  satisfaite  par  ^^=^-«7^3 ,  ra- 
Loe  trouvée  par  1^  {première  niéthode. 

Ainsi  lorsque  ^la  préposée  comporte  des  racines  entières,  .on 
st  nécessairement  conduit  à  des  transformées  qui  manquent 
of  terme  tout  connu..  Dans  le  cas  d^une  racine  multiple  y  la 
^msformée  en  x.moins  cette  racine^  manque  d^autani  des  der**, 
^rs  termes  que  cette  raâne  est  répétée  de  fcis^      ^ 


.'  -f'. 


t       / 


■         « 


)»«^ 


ab«a»  ^  va  v^^  «v 


équations  numériques. 

363.  !^l  le  nombre  a  est  l'une  ded  racines  de  l'é 

a:«— ^a-^+^jB»-^— —Tx+)^=z  o. . . 

le  premier  membre  sera  exactemeot  divisible  par  x- 
&oy.  En  efiectuant  la  division ,  on  obtiendra  nn  polj 
degré  m-—  i  ;  et  ^  dans  le  ca»  où  ce  polynôme  se  rédi 
eore  à  zéro  pour  x^=a ,  la  proposée  aurait  deuxracix 
entre  elles^  et  cliacane=?a.  Si  après  avoir  effectué 
conde  division  par  x  —  a,  le  polynôme  résultant  i 
m— «a ,  se  Tédnisait  encore  à  zéro  par  la  substitutioz 
la  proposée  aurait  troisr  racines  égales  entre  elles,  et 
=a.  On  conçoit  sans  peiais  que  cette  marche  su 
question  résolue  :  nous  nous  proposons  ici  d'exposer 
Tement  diverses  méthodes  pour  découvrir  ces  racinef 

Dans  réquation  (M) ,  x  représente  l'une  quelcoi 
racines  ;  soit  x'  une  autre  racine  aussi  quelconque  de 
équation^  et  posons 

«  =  x'+M,  d'où  14=0:— x': 
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JC,  Y,  Z,  etc.  étant  des  fonctions  de  x' ,  telles  qu6. 

Jir=x'"'— ^x^^'+^x'"*-*— .  • —  Taf+F, 

jr=i:ma/— »— (m—  i)Ax'^+  (i^— a)J?af  "^M->  •  •->  «^^ii 
jg— ^(^—Oj./«-^     (m— i)  (>n  — a)^^„^ 

_^(m-a)  (ni- 5)  ^^^ ___  ^^^ 
a 

ITous  ces  coelEciens  X  >  K^  Z ,  etc .  dérivent  les  «ns  des  «utr«» 
suivant  un  mode  uniforme  ;  d'ailleurs  il  est  visible  que  le  pre- 
mier coeiBcient  X  %e  compose  de  la  somme  des  premiers 
termes  des  développemens  cde  (a/4"ï*)**>-'(^'+")'*^*«  ®^c., 
c'est-à-dire  des  .termes  iûdépendans  jde  u  ;  que,  b  second  Y 
ast  la  somme  des  coefficiens  des  seconds  termes  des  mêmes  dé^ 
^loppemens  ,  et  ainsi  de  soite. 

D*abord^'  soiis  Tacception  x\  ou  a 

X=0} 

snsorte  que  la  transformée  P  est  saâsfàite  par 

^t  se  réduit  à 

r+Zu+Fu*+ 4-Ti»^»  =  o (Q)  ; 

^*est  ce  dont  il. «st  encore  facUe  de  se  rendfe  compte ,  «n 
^2>servant  que  les  racin^es  de  (P)^  étant 

ii=a— x',tt=5— a?',tt=c— »-x^,  etc. 

^^cessaisementy  pour  toutes  les  substitutions  a/=a,  =i>. 
==:c,  etc.  ,  a,  b ,  c,  etc. ,  étant  les  racînçs  de  ( Af ),  on  a 
^Dujours  w  =  o  ,  et  conséquemment  X==o.  On  retiendra  donc 
^  e  résultat  qui  est  indépendant  de  l'égalité  des  racines. 

Maintenant ,  si  Ton  prend  pour  x'  la  racin,e  qui  se  répète  J 
^n  à  laquelle  plusieurs  autres  sont  égales  ^  a ,  pat  exemple  ^ 
ms  racines  u  deviennent 

u  =  a^ — a,  w  =  6— -û;,  .«  =  c— a,  etc.^ 

^  si    l'on  introduit  la  condition  d'égalité  4e  deux  racmes 


ont  Kéu  en  même  temps ,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  une 
commune  qui  est  une  des  racines  égales. 

Alors  la,| transformée  (Ç)  divisée  par  u  ,  devient 
Z  +Tu  +  .........  •+u«-»  =  o (h 

*  >  -  «   f 

Qu'on  suppose  a==:b:=zc }  on  a  de  nouveau  u  =  o , 
^  =  0.  Donc  pour  trois  racines  égales^  ou  pour  une 
triple ,  on  a  en  même  temps  ' 

Xz=:o,  r=o,z=o, 

et  ainsi  4e  suite. 

Réciproquement ,  si  les  deux  équations 

.  •■    ^  A!  3=  o ,  F=  o 

ont  une  racine  commune ,  cette  racine  sera  double  c 
proposée.  £n  effet ,  cette  racine  substituée  dans  (P 
évanouir  le  dernier  terme  et  Taxant-  derjùer.  ^  donc  cette 
tion  deviendra  divisible  par  u*i  conséquemment  deux  de 
cines  seront  i^ulles  ^  Tune  est  d ^— a  ,  ou  b — J ,  ou  etc.; 
•8t  a-— -S  ,  ouV  — c,  etc. ,  donc  ou  az=zb ,  ou a=c  ,e 
lès  trois  équations 
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Çr— û)".  Formez  les  polynômes  X ,  Y ,  Z ,  Vj-etc,  ]  et  cher^ 
chez  s*ils  adm£ttent  un  plus  grand  commun  diviseur;  s'il 
en  existe  un  entre  n  de  ces  polynômes ,  la  proposée  aura  n 
racines  égales  au  nombre  qui  rend  nul  ce  diviseur  commun. 
Dans  le  cas  contraire ,  la  proposée  n*aura  pas  de  racines 
multiples. 

Sigt&t  une  racine  âHférente  de  a. qui  se  répète  n'  fois^ 
on  prouvera  de  même  que  n^  des  premiers  polynômes.. .  ••; 
X,  Y,  Z  y  U,  etc.  prennent-vn  plus  grand  commun  diviseur 
qui  s'anéantit  par  x=zgy  et  ainsi  de  suite. 

365.  Mais  il  importe  de  bien  voir  comment  se  combinent  les 
facteurs  mull^iples  (x — a)">|(x— g")*';  etc.,  et  comment  se 
comportent  leurs  exposans  n  ,  n' ,  etc.  dans  les  plus  p-ands 
communs  diviseurs  successifs  entre  les  deux^  trois,  etc.  premiers 
'polynômes  X ,  Y^Z ,  TJ  ^  etc.  Tiel  est  Tobjet  de  TanaTyse 
suivante. 

Soit  à  cet  effet  l'équation  d'un  degré  définie 

(a:— fl)4  C^— fc)3  (x— r)^(x— d)  (a:— e)=o; 

Nous  poserons^  ainsi  que.  nous  Favocs  dit.en  général 


X'^=:.x'  '^^U 


enso^rte  que  la  transformée  en  u  sera 

■=X-\-  Yu  -f.Zu*  + «"  =  o. 

On  a  d'abord 

X=  (o/— ay  (xV*)-^ (x'— c)*(a/-^(x'--e>. ....  (1)  / 

y  sera  la  somme  des  produits  de  tous  les  seconds  termes  pris 
m— 1  à  m — 1  (3o5),  ou' 10  à  10,  ensorteque,  dans  ces  prdik 
^uîts ,  chacun  des  seconds  termes  manquera  successivement  unc^ 
£q^s  :  on  aura  donc 


4o8  iLÉvivi 

etc. 

etc. 
+  Cx'-ayCx^-  WaZ-e)  tx'-i)(a:'-  e)  \  (j). 

etc. 

etc. 
+  (j^— a)<(:c'— »y(a:'— éy(a/— rf) 

etc. 

VoQt  ibréfijeT,  je  n*4Î  écrit  qu*ane  seule  des  lignes  dans  le 
quelles  le  ibéme  second  terme  Âe  parait  pas. 

Z  étant  la  somme  des  prodiiits  m— 'Oà  m — .^  {idem)  c 
g  à  9  des  seconds  termes»  il  arriverai  que,  dans  tous  ces  pn 
dilits  partiels  »  hianqûeront  toujours  deux  des  seconds  termej 
c^  aipra  donc 

z=  {oi!—ay{x'—by{oif—cy{x'—d){pc'—é) 

etc. 

etc. 

etc.  ^- 

Dans  U,  trois  des  seconds  termes  manqueront  successivement 
et  on.  trouvera 

etc. 

etc.  ^  ^^' 

etc. 
On  voit  à  l'inspection  des  résultats  (i),  (s),  (5)  et  (4)»?^ 
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sera  seul  le  pins  grand  commuB  diviaéiDr  entre  léa  p^lj* 
Xy  Y^ZttU,  euéorte  que  la  racine  a  qui  est  répétée 
foîs^  se  tronvera^  en  égalant  à  céro  le  pins  grand  divi-^ 
>mmun  entre  ces  quatre  polynômes  ;  que  celui  des  trois 
>mes  Xf  Y,  Z  égalé  à  zéro ,  sera 

(xC— a)*(x^— 6)=o; 

(i  après  TaToir  divisé  par  (af^^ay,  on  aura 

x'— ft  =  Oi    d'où    af=sb, 

triple  dans  la  proposée  ;  que  celui  des  deux  pcJynomes 
\  égalé  à  zéro  ,  sera 

iJcfr-ayÇx'—byÇa/'^c)  =5  o , 
divisé  par  Qj/ — a)'(à/-^dy,  donnera 

a/— c  =  o,    d'où    a/=ic, 

double.  Enfin  si  Ton  divise  le  poljnonle  X  par 
)4(x'— i)^(x'— c)*,  on  qî|:>tiekidra  le  produit  des  fiicteurs 
pondans  aux  racines  inégdies  -,  lequel  égalé  à  zéro  et  ré« 
lonnera  ces  racines, 

observera  que  cette  tné&6de  8*étenâ  aux  racines  incom- 
rablës  égales ,  puisqu'elle  est  indépendante  de  la  dbtinc- 
is  racines  :  dans  ce  cas ,  le  plus  grand  comniun  diviseur 
)olynome  d'un  degré  supérieur  au  premier^  dont  chacune 
:ines  est  incomiaensurabrè. 

Les  élèves  seront  maintenant  en  état  d'entendre  et  de 
uer  à  tout  ce  qui  précède ,  l'exposition  suivante  de  la 
I  des  racines  égalés ,  que  nous  avons  dégagée  de  tout 

• 
ntOyb^c,  etc.  les  racines  d'une  équation  du  degré  m, 
-â)  le  facteur  correspondant  à  la  racine  a ,  qui  se  répète 
si  on  transforme  l'équation  en  une  auti^e  dont  les  racines 
it  égales  aux  différences  entre  la  racine  a  et  toutes  les 
,  en  posant  x=a  -^-u/û  est  évident  que  l'équation  en  u 
sera  immédiatement  an  degré  m  — ^  1  ;  puisqu'elle  a  pour 
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racine  ce— H  otiOi  et  cela  indépendamment  de  Tégalité  dai 
xacines  ;  mais ,  dans  cette  dernière  hypothèse ,,  la  transEor^ét 
en  u  (36i)  du  degré  m — i ,  aura  autant  de  racmes  moinsune, 
égales  à  zéro ,  qu'il  y  a  de  racines  égales  à  a  dans  la  proposée; 
donc  il  y  aura  aussi  n —  i  de  ses  coei&ciens  depuis  le  dernier  in- 
V:Iusivement  ^  qui  deviendront  zéro.  Si  dans  ces  coefficiens >  on 
remplace apar  a;,  les  poîyriomes  en  xque  l'on  obtiendra,  et l'éqna-  ^ 
tion  primitive  étant  nuls  en  même  temps  dans  l'hypothèsexiisar^ 
auront  un  commun  diviseur  dont  x  —*  a  fera  partie .  SI  la  proposée 
contient  aussi  plusieurs  fois  leTacteur  x — b,  n'foi&,  par  .exemple, 
n'  étant  <  n  ,  la  transformée  correspondante  dont  les  racine» 
seraient  les  différences  entre  b  et  toutes  les  autres  racines  a, 
c ,  d,  etc . ,  ne  différerait  de  la  précédente  qu'en  ce  que  b  y  rem« 
placerait  a  ;  les  cpef&ciens  des  n' —  i  derniers  termes-  qui  se- 
raient encore  les  mêmes  après  la  substitution  de  x  pour  b,  qae  I 
dans  la  transformée  précédente  ;  auraient  donc  pour  facteor  1 
a:— &,  et  comme  x— a^  x—- 6  sont  des  binômes  prcmieRl 
*  entre  eux,  il  s'ensuit  'que  les  i|f—  i  derniers  coefficiens  de  k  I 
transformée  en  u,  auront  pour  facteur  (x  — a)(a>— fc).  Del 
même  si  la  proposée  contient  le  facteur  (x — c)**^,  n*'  étant  <i^,  I 
lesn'^ — 1  derniers  coeiBciens.de  l'équation  en  u,  auront poirl 
facteur  commun  entre  eux  et  avec  la  proposée  (x— -a)  (x-— i)  I 
(x— -c).  Si  on  pouvait  regarder  comme  vraie  la  réciproque ■ 
de  cette  proposition ,  il  serait  facile  de  trouver  les  radaii  ma 
égales,  en  formant  les  derniers  coefEciens  de  TéquatiiHi  eni|«^ 
et  cherchant  leur  commun  diviseur.  f  6a 

Il  s'agit   donc  de    démontrer  que  si  les  n  derniers  po|ff  ^' 
nomes  X ,  F,  Z  ,  etc.  de  la  transformée  en  u ,  ont  un  factm 
commun  du  premier  degré,  ce  i^acteur  est  éleyé  à  Iap»l.   ^ 
«ance  n  dans  l'équation  en  x.  If  ."^ 

Si  les  polynômes  consécutifs  en  x  qui  forment  leai  dçniWe  p^ 
coefEciens  de  l'équation  en  u,  ont  un  diviseur  commun  «>*|pîasp 
eux  et  avec  la  proposée ,  diviseur  dépendant  de  x,  chaque {*l(^^  | 
teurdu  premier  degré  en  x  de  ce  diviseur,  le  sera  aussi  iliioinc 
proposée ,  et  correspondra  4  une  de  ses  racmes  ;  et  si  Tolifour 


e 
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Iprmé  l'équation  en  u  qui  ait  pour  racines  les  différences-  entre 
celle-ci  et  toutes  les  autres  de  l'équation  en  x^  cette  trsms* 
formée  du  degré  m—  i ,  aura  autant  de  termes»  à  partir  du 
dernier^  qui  deviendront  nuls,  qu'il  y  a  de  polynômes  en  x 
qui  admettent  un  commun  diviseur  ;  par  conséquent  elle  aur* 
autant  de  racines  égales  à  zéro  ;  donc  la  proposée  aura  elle- 
même  autant  de  racines  plus  une  »  égales  à  a ,  si  a?  —  a  est  ua 
des  facteurs  du  commun  diviseur  en  question.  Si  x  —  b  se 
trouve  facteur  dans  le  commun  diviseur  de  n'  «-  i  polynôme» 
et  de  la  proposée,^  on  prouvera  de  même  que  celle-ci  est  divi* 
«ible  par  (x— i)"'  etc.  Oonséquemment  on  trouverait  toutes 
les  racines  égales ,  et  le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles , 
en  formant  un  nombre  sufiisant  de  polynômes  tels  que  Y  ^ 
Z^  etc. 

n  reste  à  assigner  la  puissance  à  laquelle  chacun  des  fac- 
teurs  multiples    est  élevé  dans  les  polynômes  successifs  Y  ^ 
Z^  etc.  Les  valeurs  de  x  étant  a,  h ^  c,  £tc, ,  celles  de  u  sont 
a-^af,  b  —  a/,  etc. 5  ainsi  dans  la  transformée  en   u,  qui  est 
du  degré  m,  lorsqu'on  n'a  pas  effacé  le  polynôme  X,  ce  poly- 
nôme est  le  produit  de  tous  les  facteurs  a — x',  b  —  .x',  etc., 
en  nombre  m ,  tandis  que  F  est  la  somme  des  produits  différens 
de  ces  m  facteurs  pris  m  — 1  à  m  —  1 ,  ensorte  que  chaque 
facteur  multiple  de  la  proposée  se  trouve  dans  Y  à  une  puis- 
.sance  moindre  d'une  unité  que  dans  X,  d'où  il  suit  que  Y 
^anra  pour  diviseur  commun  avec  X,  le  produit  des  facteurs 
égaux  de  la  proposée ,  élevés  chacun  à  une  puissance  moindre 
d'une  unité  que  dans  celle-ci  :  de  plus  ,  ce  commun  diviseur 
Jie  sera  pas  plus  grand  que   ce    produit;  et  par.  conséquent 
lô   plus   grand    commun  diviseur    entre  X  et   Y,   est  et   ne 
peut  être    que  le  produit  des  facteurs  égaux  élevés  à  une 
puissance  moindre  d'une   unité  que  dans  l'équation    en  x. 
Le  polynôme  Z  étant   dérivé  de  Y  comme  Y  l'est  de  X,  le 
t^lus  grand  commun  diviseur  entre  Y  etZ  ,  est  et  ne  peut  être 
9^e  le  produit  des  facteurs  égaux  de  K,  élevés  à  une  puissance 
'^oindre  d'une  unité ,   et  par  conséquent  ce  diviseur  n'aura 
Pour  facteur  avec  la  proposée^  que  le  produit  des  facteurs 
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égaux  de  celle-ci  élevés  chacun  à  une  puissâmce  moindre  dl 
deux  unités.  Là  continuation  de  ce  raisonnement  fait  con* 
naître  que  chacun  des  exposans  des  fkcteurs  égaux,,  est  Ami-** 
nue  d'une  unité  d*un  polynôme  au  sutrant  jusqu'au  dernier 
qui  n*a  de  diviseur  commun  avec  les  autres  que  le  facteur 
simple  qui  se  trouve  répété  le  plus  de  fois  dans  l'éqnatioa 
en  X. 

367.  On  doit  remarquer  ,  quoique  cette  circonstance  ne  fasse 
pas  difficulté  ,  qu'il  peut  arriver  que  les  polynômes  dérivés  aient 
entre  eux  ou  avec  la  proposée ,  des  facteurs  qui  ne  servent 
pas  communs  à  tous  les  autres.  Par  exemple ,  l'équation 

3x^_  loar'-f-  i5x+'8=o 

qui  a  pour  facteur  multiple  (x  +  1)^  donne  pour  première 
dérivée  x^  —  ax*4-  1  qui  outre  le  facteût  (x  -f-  1)*  contient 
encore  (x —  1)*,  ensorte  que  le  diviseur  commun  des  àefx, 
premières  dérivées,  sera  (r+i)  (x-— 1),  quoique  x— 1 
n'entre  pas  dans  l'équation  primitive.  L'équation. 

x^ — 2x^ —  Gx^+4a?*+  i3x-+-  6=d 

dont  un  des  facteurs  est  (x  +  i)\  et  un  autre  x  —a ,  a  pour 
seconde  dérivée  5x^  — Gx*  —  qx  +  2  ,  laquelle  est  divisibb 
par  X  +  1  et  par  x  —  a ,  et  cependant  le  facteur  x  —a  n'ent» 
pas  dans  la  première  dérivée^  puisqu'il  n'est  qu'au  premîffj 
degré  dans  l'équation  primitive.  Enfin  l'équation 

x^ —  3x^  +  ax^ +2X*-!—  3x  +  8  =  o 

qui  n^a  point  de  racines  égales  ,   a  pour  première  déririi 
5x4—  1 2x^+  6x*4"  4^  —  3  dont  un  des  facteurs  est  (J^— 'r 

568.  Au  reste ,  le  procédé  le  plus  simple  pour  trouver  duq^i 
facteur  multiple ,  après  avoir  trouvé  le  commun  diviseur 
polynômes  X  et  F,  est  celui  qui  sera  expliqué  (368) ,  etqni 
pense  de  recourir  aux  autres  polynômes  dérivés. 

569.  On  peut  encore  composer  une  équation  qiii  adoiH* 
des  racines  égales  données» 


N 
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Soit  (x — ay  le  facteur  qu'on  veut  introduire  dans  Péqua-* 
Ion  :  on  prend  à  volonté  une  équation  d*uu  degré  quelconque  , 
lais  plus  grand  que  ji ,  et  qui  ait  au  moins  n  termes  multipliés 
>ar  a:,  les  coeiBciens  étant  indéterminés  :  on  formera  les  n — i 
remières  dériyéeQde  1^  proposée,  et  on  substituera  dans  cha- 
une  a  pc|ur  x,  ce  qui  fournira  n  —  i  équations  de  condition 
ntre  les  (^oefficiens  indéterminés  qu'on  calculera  facilement 
u  moyen  de  ces  équations  et  de  la  proposée ,  parce  que  ces 
oeificiens  sont  au  premier  degré. 

Si  Ton  voulait  introduire  dans  une  équation  trois  fois  la 
acine  — ->  1 9  et  deux  foi«  la  racine  -f- 1  ^  on  poserait 

ai^+  Aj(^+  ^a:*+  Coc?+  Z>x*+  ijx  +  F=  o; 
['où  l'on  déduirai^  l^s  dieux  polynoçies 

y  =  Ga;5+  ÎAx^-^  4Ba?+5Cx*+  iiDx^  £  =  o; 

Les  hypothèses  a:  =  —  i  faites  daQ9  ces  trois  équations  ,  et 
i;=  1  faites  dams  les.  deux  premier^  ,  donnent  cinq  équations 

|ui  conduisent  à  Ces  détçrminatioQS  : 

■  ■        ■    « 

t  conséquemment  à  l'équation 

^64. (1  ^F)  a^+  (F— ^) x^—2  (F+l)  :r'+  (i— aF)  x^ 

yant  pour  facteur  (  a;  + 1  )^  (a:—  1  )•.  Si  Ton  prend  F=  a  , 
ette  équation  admettra  la  racine  x=  — a. 

370.  L'analyse  suivante  annoncée  (366),  conduit,  dans  le  cas 
^érai»  à  deux  équations  séparées;  âont  i'une  résulte  du  pro* 
^it  des  facteurs  multiples  élevés  chacun  à  la  première  puifr- 
iHce  »  et  l'autre  e^.t  le  ^Qduit  des  facteurs  inégaux. 

Soit  donc 


«n 


>^^"'-*+etc»=(*--Hï;»<«--^'»X^«ÈnF  (:r-e)etc.  : 
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rétpiation  en  Ksora^  dans  Thypo thèse , 

en  développant ,  ob  trouve  ^  après  avoir  ordonné  suivant 
puiss^cés  ascendantes  de  u, 

x+ru+zu*+ 

« 

=    (x'—ay    (a/— 6)»'    (a^— c)»"     («'— <i)  («'—*) 

+  n(x'— a)— (a^-.fc)y    (x'—c)"    (x'— d)  (x'— e) 

+n'(q:'— o)«     (a/— t)»'— (:(/— e)»'     (x'— d)  (a/— e), 

+  n''(a/— a)»    (af—by    (o^— c)»'-'(a!'— d)»"  (a/-<))„^ 
+     (x'—c)»    (a/— -i)»'    (x'—c)»'    (x^— *) 

+     (^'— o)*    (a<— i)"'    (x'-cr    (a/-<f>. 

Comparant  X  et  K  ayec  les  coeificiens  des  mêmes  pnîesaE 
de  u  dans  le  second  membre ,  on  reconnaît  qu^  le  plus  gr. 
commun  diviseur  entre  X  et  Yy  se  compose  du  produit  de  t 
les  Facteurs  multiples  de  la  proposée ,  élevés  chacune  à 
puissance  moindre  d*une  unité.  Soit  D  ce  commun  divise 
pnaura 

mais 

X=(x'— a)»(a/—6)»'(x^— c)'^(x'— d)  (x'— e)  etc.; 
donc  divisant  X  par  I>,  et  désigriint  le  quotient  par  Ç, 
yiendra 

Q  =  (jxf^a)  (x'— ô)(x'— c)(x'~rf)(a/— e)  etc., 

c'est-à-dire ,  le  produit  des  facteurs  égaux  dont  chacun  n* 
plus  qu*à  la  première  puissance  ^  par  les  facteurs  inégaux. 

Qu'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  1/  entri 
«t  Ç  5  on  trouvera 


V 
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mt  Q  par  ZX^  et  désignant*  le  quotient  par  Ç',  on  am 

Ç'  =  (a:'— lî)  («'—«)  etc. 
te  que  des  deux  équations 

ly-o,    e=o. 

l'auront  qae  dçs  K^iûiie^  illégales ,  la  prenûère  donnera  lei 

es  égales ,  et  la  seconde  toutes  les  racines  inégales  de  la 

>sée:  Il  sera  facile  de  connaître  le  degré  de  multiplicité 

acines  ^gales^  ou  le  nombre  de  fois  que  chacune  d'elles 

spétée. 

i  peut  même  ^remplacer  l'équation  1/  zs^o  par  d'autres 

lions ,  telles  que 

Ç  ==  o,  jR  =  G ,  5=  o,  etc/ 

ant  le  produit  des  facteurs  dont  chacun  est. double  <Jans 
oposée^  R  celui  des  facteurs  dont  chacun  est  triple  dans 
sme ,  etc.  £n  eifet ,  à  cause  de 

X=/>.Q».iR3  54  7«,etc. 

ant  le  produit  des  facteurs  simples ,  le  plus  grand  com-- 
diyiseur  X'  entre  X  et  la  dérivée  V,  sera 

&  plus  grand  commun  diviseur  entre  X'  et  sa  dérivée  ^  sera  j 

^X"  3=  AS*  7^,  etc> 

trouvera- en  continuant  de  cette  manière  aussi  long-temps 
la  dérivée  des  polynomçs  JÇ,  X",  etc.  ne  sera  pas  réduit» 

aité , 

PQ^B?S^,T^,  etc.  =X 
Q  R^S^  T^,  etc.  =  X' 
R  5»  T\  etc.  =  X' 
S  T\  etc.  =  X*'       ^ 

7*,  etc  ±=  X'^ 
îre  de  là 

^RST,  etc.  =;  J ,  QRST,  etc.  =  J ,  RST,  etc.  =^ 

X" 

_57;etc.=:  ^^,  etc. 


♦.*  - 
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ct|  en  âiyisant  ces  formules  l'une  par  l'autre  conséeuiîven 

J^]^*  ^ — X" X."*   /t  =  ^j^y^,  etc. 

L'équation 
X^  a«+ nx*+ a:' +  6  x*+ 7x*— nx*+ 3a;3^  ajp«_  j  a^ 

donne 

donc 

^     dérivée  de  jT = 43:3  +  3x*+  ax+  3 

denrée  de  X'=i 

X*=i 

dérivée  de  X"  ^o 

d*où  on  déduit 

et  conséqnemment 

X  =  (x*+ x~  a)  (x»— X  +  2)*  (x  +  i)l 

371.  Nous  terminerons  par  l'exposition  d'un  procédé  qa^ 
peut  employer  avec  avantage ,  et  qui  ramène  la  rechern 
des  racines  commensurables  égales  et  inégales  à  celW<^'* 
cines  inégales.  Un  exemple  particulier  suffira  pour  le  faire bm 
comprendre. 

Soit  réquation 

X*— 7x7  «.  a;,:»^  1  iSx^—  aSgx*—  8ax^-|-  6iax»—  icto 
—432=0 (1): 

on  trouvera)  d'après  la  méthode   donnée    (chap.  26) ,  ^ 
les  racines  commensurables  inégales  de  cette  équation  ^ 


f 
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^^^  ~  1  >  +  ^>+3,  —  4>  ^®  sorte  que  la  proposée  peut  s'écrire 

[   ainsi  qu'il  suit  : 

_•• 

^  et  il  reste  à  chercher  les  racines  du  polynôme  x^ — 7^^+  i3j:* 
fe,  •f-Sxir:  i8,  en  observant  que  s'il  en  admet  de  commen^u- 
^ Tables,  celles-ci  ne  peuvent  plus  être  que  des  racines  égales 
.  de  la  proposée  ^  puisque  toutes  les  racines  commensurables 
inégales  sont  déjà  obtenues.  On  ne  doit  donc  essayer  comme 
racines  de  ce  polynôme  que  ceux  des  diviseurs  de  18^  qui  se 
[trouvent  parmi  les  diviseurs  de'  43a ,  c'est-à-dire ,  —  i ,  +-  a, 
+  3 ,  et  on  a 

■„■  ^  le  dernier  facteur  x  —  3  étant  le  résultat  de  la  division  du 

*"_  ".  polynôme  précédent ,  par  le  produit  (x  +  1  )  (x  —  2)  (x  — 3  )  ; 

c'est  en  égalant  ce  quotient  à  zéro  qu'on  trouve  la  dernièf* 

i*<aicine  x  =  3,    et  qu'en  général  on  découvrirait  les  racines 

'- -■  égales  que  comporterait  encore  la  proposée-  On  a  donc  trouvé 

0)  =  (a:+ 0»  (x- a)« (X - 3)Hc  +  4). 
n  remarquera  surtout  que  le  nombre  des  diviseurs  du  der- 
er  terme ,  à  essayer  comme  racines  ,  en  passant  de  la  pro- 
lée  aux  polynômes  successifs,  diminue  toujours ,  puisqu'on 
i  plus  à  se  décider  qu'entre  ceux  de  ces  diviseurs  qui  sont 
iseursdu  dernier  terme  du  polynôme  précédent.  D'ailleurs, 
isi  qu'on  l'a  observé  (i  1 5) ,  on  ne  doit  chercher  les  diviseurs 
iknbres  premieVs  du  dernier  terme ,  qu'ail-aessous  de  sa  racine 
LÎrée. 

.373.  Nous  terminerons  par  une  observation  qui  peut  être  utile, 

l'elle  offi|^  un  caractère  auquel  on  reconnaît ,  à  priori, 

telle  équation  ne  comporte  pas  de  racines  égales  ;  c'est  ce 

on  peut  affirmer  de  toute  équation  dont  le  dernier  terme 

U  coefficient  de  l'avant-dernier  sont  des  nombres  premiers 

Ire  eux.  A  la  seule  inspection  des  formules  de  ces  deux  der- 

coefHciens  en  racines  de  l'équation ,  on  reconnaît  que  si 

ou  plusieurs  racines  deviennent  égales,  -ces  coeiliciens 
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acquièrent  un  commun  diviseur,   ce  qui  peut  encon 
lieu  lorsque  toutes  les  racines  sont  inégales,  ensorte 
réciproque  n'est  pas  vraie.   £n  général ,  si  une  équatic 
tient  71  racines  égales  à  a ,  le  coefficient  du  /i'"*'  terme , 
tant  du  dernier,  sera  divisible  par  a^  celui  du  (n —  i)'"*' 
le  sera  par  a*,  celui  du  (n  —  a)'"*'  terme  le  sera  par  a?, 
de  suite.  On  voit  encore  que  les  équations  à  deux  teri 
de  la  forme  x^  ±:  a"*,  ne  comportent  pas  de  racines  égal 

SyS.  La  question  suivante  trouve  naturellement  plac 
trouver  la  condition  d*oà  dépend  l'existence  de  deux  : 
égales  dans  Téquation 

ar*  -f-  pjp  +  y  =  o  : 

•n  forme  les  polynômes 

X  =    3C?-\'  pX    +   t;   =   O, 

Y  =3a:*  +  P  ; 

et  en  opérant  sur  ces  deux  résultats  comme  pour  en  troi 
plus  grand  commun  diviseur ,  ainsi  que  le  prescrit  la  métho 
obtient  un  reste  indépendant  de  x^  qui  est  i^^+27^* 
les  deux  polynômes  X  et  K  n'admettent  un  plus  grand  co 
diviseur^  qu'autant  qu'on  a 

/(p3  +  27q»=o;    d'où— -^=2!. 

Effectivement,  sous  cette  condition,  les  deux  dernière 
trois  racines  de  la  proposée  sont  égales  entre  elles,  (a* 
tfon). 

Les  conditions  d'où  dépendrait  l'existence  de  trois  n 
égales ,  pour  l'équation 

seraient  au  nombre  de  deux  :.  en  effet ,  le  commun  dii 
entre  X  eX.Y  exigerait  une  condition  ,  et  le  commun  di^ 
entre  celui-ci  et  le  polynôme  Z  en  requerrait  une  secoiu 
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CHAPITRE  XXVIII. 

^cherche  de  là  partie  entière  des  racines  incommen- 
sureAles  des  équations  numériques. 


4.  J-J£^  racines  incommensurables  ont  été  comprises  dans 
troisième  classe  (356)  :  elles  se  composent  »  1°.  d*une  partie 
tière  ;  22"*.  d  une  fraction  décimale  infinie  dont  la  recherche 
ige  des  méthodes  particulières  que  nous  exposerons  dans  l'un 
s  chapitres  suivans  :  dans  celui-ci  il  ne  sera  question  qt^e  da 
première  portion  des  racines  incommensurables.Comme  on  sait 
anger  les  racines  négatives  d'une  équation  en  positives  (3ao) , 
us  ne  considérerons  que  celles-ci  ;  d*abord  nous  les  intercep- 
rons  entre  deux  limites ,  Tune  supérieure  et  Tautre   infé- 
2ure ,  puis  ayant  reconnu  que  deux  nombres  qui  substitués 
>iir  X  dans  la  proposée ,  donnent  des  résultats  de  signes  dif- 
rens  ,  comprennent  nécessairement  des  racines  réelles,  nous 
lercherons    quel  doit   être   l'intervalle  à  mettre   entre  les 
bstitutions   à  faire   entre  les  deux   limites^  pour  que   les 
uples  de  résultats  de  signes  contraires,  soient  précisément  en 
Bme  nombre  que  les  racines  réelles,  parce  qu'alors  les  deux 
bbtitutions  correspondantes  ne  comprenant  plus  qu'une  ra- 
ie ,  si  d'ailleurs  leur  différence  n'excède  pas  l'unité  ,  la  plus 
tite  pourra  être  prise  pour  la  partie  entière  de  la  racine  in- 
rceptée;  et  comme  on  pourra  toujours  ramener  cette  diifé- 
nce  à  l'unité  et  même  à  un  nombre  moindre  ^  la  question  sera 
iolue. 

375.  Nous  commencerons  donc  parfixer  les  limites  supérieure 
inférieure  des  racines  positives  ;  c'est-à-dire,  par  rechercher 
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deux  nombres  dont  lun  soit  plus  grand  que  la  plus  grande  ra- 
cine positive^  et  l'autre  plus  petit  que  la  plus  petite  des  mêmei 
racines. 

376.  Nous  démontrerons  d*abord  que  pour  tout  polynomt 

a»»— ^x«*-»+^a:^*—  Cod"^ —Ta:  +  V\ (1) 

on  peut  toujours  assigner  pour  x  un  nombre  tel,  que  le  premier 
terme  devienne  plus  grand  que  la  somme  des  suivans.  Le  cas 
le  plus  défavorable  est  celui  où  tous  les  coefficiens  auraient 
le  même  signe ,  et  deviendraient  égaux  au  plus  grand  d'entre 
eux ,  abstraction  faite  de  son  signe.  Soit  S  ce  plus  grand  coef- 
ficient :  on  aura  à  satisfaire  à  Finégalité 


a:"»>5(x'^»-|-a;"*""M-....+  a:+  1), 


ou  à  celle^  : 

en  observant  (ai 5)  que 


ar«-'  +  a:«-*4-....4.x+  1  = 


a;  — .  1' 


Mais  l'inégalité  précédente  aura  lieu  par  la  valeur  de  x  4I^' 

donnerait 


m 


x*"=5' ,    d'où    37=5+12 

pour  cette  valeur  de  x ,  l'inégalité 


X 


m 


devient 


>^(^:) 


(5H-0-> 


s      ~s 


>(5+i)»-i. 


.  «viy^' 
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et  le  polynôme  x"»— 5x^'— 5x'"-* — ^jc— 5  donne 

Funité. 

Ainsi  la  valeur  de  x  ,  propre  à  rendre  le  premier  terme 

dTuîi  polynôme ,  supérieur  à  la  somme  des  suivons ,  est  le  plus 

grand  des  coefficiens ,  pris  absolument  ou  sans  signe ,  et  aug^ 

mente  de  runité. 

Quandle  premier  terme  est  positif,  cette  substitution  donne  4 
,    un  résultat  positif,  et  la  chose  arrive ,  a  fortiori ,  lorsque  le  T 
;    coefficient  dii  premier  terme ,  toujours  positif,  est  plus  grand 
i   que  l'unité. 

y.       577.  Cherchons  actuellement  le  nombre  à  substituer  pour  x 
'  dans  le  premier  membre  d*une  équation ,  à  t effet  d obtenir  un 
résultat  positif.  Ce  nombre  doit  seulement  satisfaire  à  la  con- 
dition de  rendre  le  premier  terme  x^,  supposé  positif ,  plua . 
grand  que  la  somme  des  termes  «négatifs  ,  ce  qui  aura  lieu  «1 
ce  premier  terme  dévient  supérieur  à  la  somme  de  tous  les 
«uivans  rendus  négatifs ,  et  affectés  du  plus  grand  des  coeffi- 
ciens négatifs  de  la  proposée:  alors  en  désignant  encore  par  S 
ce  plus  grand  coefficient  négatif ,  il  résulte  de  l'analyse  pré- 
cédente que  a:  =  5-|-  1 ,  et  il  faut  observer  que  le  nombre  S 
s'est  pas  le  même  dans  les  deux  questions  dont  les  énoncéd 
«ont  d'ailleurs  différens. 

Mais  il  peut  se  trouver  quelques  termes  positifs  intermé- 
diaires entre  ^"*  et  le  premier  des  termes  négatifs  ,   auquel 
^cas  le  nombre  à  substituer  pour  x ,  à  l'effet  d'obtenir  un  résul— 
tat  positif ,   pourra  être  moindre   que  S  -\^  1,  Soit  m  —  tA  , 
l'exposant  de  x  dans  le  premier  des  termes  négatifs  en  reve-^ 
hant  de  x^  :  si ,  pour  se  placer  dans  le  cas  le  plus  défavorable, 
on  fait  abstraction  de  tous  les  termes  positifs  qui  se  trouvent 
entre  x^  et  07^"""^  qu'à  partir  du  premier  terme  négatif,  on 
«uppose  tous  les  coefficiens  négatifs ,  et  chacun  d'eux  égal  au 
plus  grand  d'entre  eux,  que  nous  désignerons  toujours  par  S 
on  aura  à  i>atisfaire  à  l'inégalité 
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f 

OU  à  celle-ci  : 


-><^=i^). 


ensorte  qu'il  suf&ra  de  trouver  pour  x  une  valeur  telle  ^  qn» 
Ton  ait 

.  x^z=lS^ ,    d'où    a;«-'  = 

#  a; — i 


a:— 1* 


Faisant  a:  —  i  =  /iC ,    d'où  j;=/iL  -f- 1 ,  «ette  égalité  devient 

•r  il  est  évident  qu'en  posant  /îC^=5,  le  premier  membre 

deviendra  plus  grand  que  le  second  ^  et  qu'ainsi  les  inégalités 

précédentes  seront  satisfaites  ,  à  fortiori,  par  la  v^eur  de x^ 

.     n 
déduite  de  K'^z=zS ,  laquelle 'est  a:=  i  +  V^  «S. 

378.  Puisqu'une  équation  ne  peut  être  satisfaite  lorsque  pour 

X  on  écrit  5-f-i,ou  i  +  ^/»Set  tous  les  nombres  positifs  in- 
définiment plus  grands  ,  nécessairement  ses  racines  réelles  po- 
sitives doivent  être  toutes  plus  petites  que   S+i  ,  ou  que 

n 

1  +  y/5;  donc  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  nombres  est  pins 
grand  que  la  plus  grande  racine  positive  :  il  reçoit  de  cette 
propriété  la  dénomination  de  limite  supérieure  des  raénes 
positives. 

Î079.  Cherchons  la  limite  inférieure  des  mêmes  racines  ; 
c'est-à-dire  un  nombre  plus  petit  que  la  plus  petite  racine 
positive.  A  cet  effet,  de  l'équation 

x"»— -^^ar"^*+^af»-*+ —Tx+F'=iO^ 

en  déduira  (Saa)  une  transformée  d'après  la  relation 

i 

y 


» 
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prenant  un  ncnnbre  plus  grand  que  la  plus  grande,  racine  po- 
sitive de  cette  transformée ,  et  récrivant  pour  y  dans  la  rela- 
tion précédente ,  le  résultat  sera  évidemment  plus  petit  que 

la  plus  petite  racine  positive  x.  Ce  nombre  qui  sera  r^r-- —  , 
^    ou  ■        — ,  S'  étant  le  plus  grand  des  coefficiens  négatifs 

;     de  l'équation  en  y^  pris  positivement ,  est  donc  la  limite  infé- 
rieure des  racines  positives. 

38i.  Si  l'on  voulait  avoir  la  limite  inférieure  immédiatement 
en  coefficiens  de  l'équation  donnée 

af'—Acif^^+ -f-JPx"'-"— Nx"^ ±;/^=o  5 

la  transformée .  d'après  la  relation  x  =  - .  serait 

y 

et  en  multipliant  par  j^"*,  et  divisant  par  ±:  7^, 

N  P 

y —^py--  +  ^phy'' +1=0. 

di  p  et  A"^  sont  les  plus  grands  coeiEciens  positifs  et  nég^« 

P         If 
^ifs  de  la  proposée  ,  ceux  de  la  transformée  seront  -f-  =p,  —  ~ 

N        P 

pour  +  /^,  et  +^,  — jrl^onr  —  f^:  ainsi ,  dans  le  premier 

cas ,  la  limite  inférieure  des  racines  positives ,  sera 
'  «t  dans  le  second 


382.  On  observera  par  rapport  à  l'équation 

a^ — G3ar  +  i89:;=o  , 
^que  le  nombre  4  pris  pour  x ,  rend  bien  le  premier  membre 
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positif^  pu  qa'il  donne  le  résultat  +  >  >  ^^^  que  la  mbstî» 
tution  +  &  donne  le  résultat  -—  i  ;   qu'ainsi  il  ne  suffit  pai 
que  le  nombre  substitué  au  lieu  de  x ,  donne  un  résultat  po-. 
sitif  ,  pour  qu'on  puisse  le  prendre  pour  limite  supérieure  des 
racines  positives  ;  il  faut  que  ce  nombre  rende  le  terme  de 
plus  haute  puissance  de  a; ,  au  moins  supérieur  à  la  somme 
des  termes  négatifs. 

383.  Ces  limites  supérieure  et  inférieure  ne  sont  pas  géné- 
ralement aussi  rapprochées  qu'elles  peuvent  l'être;  on  les 
trouvera  telles  au  moyen  de  l'analyse  suivante  <Jui  est  due  i 
Newton,  Reprenons  l'équation  •. 

x'^—Ajf^^'+Baf"^ —Tx+  V=s^o  : 

si  l'on  pose 

a:=2 -f. /,  d*où  z  =  X  —  /  / 

/  étant  un  nombre  indéterminé  ,  les  racines  de  la  transfomiée 
en  z  seront  plus  petites  que  celles  de  la  proposée,  de  ce 
nombre  /  ;  si  donc  on  détermine  /  par  la  condition  que  tous  les 
termes  de  la  transformée  aient  le  même  signe  ,  cette  trans- 
formée ne  pourra  comporter  que  des  racines  négatives  ,  et  par- 
conséquent  le  nombre  l  qui  aura  satisfait  à  cette  condition  i 
surpass<'ra  la  plus  grande  racine  positive  x.  La  transformée  ei 
X  sera  (3G3) 

X+  Yz  -{'Zz^+  Uz^+ +a'"=o, 

dans  laquelle  ^ 

Xz=i1r—Al}^^+BV^''^ ^Tl  +  Vf  \^ 

^  Y  =  /"»-'—.  (tu  —  1  )  ^/'"-^+  etc.  L 

J 

U=  ^(^-0(^-^)  ;.-3_  etc.  r  c 

i.a.3  *  1^. 

On  cherchera  donc  un  nombre  /  qui ,  substitué  dans  ctJccel 


.'( 
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mes  ,  les  rende  tous  positifs  l  en  commençar  i  ces  essais 
>lus petit  polynôme,  et  remontant  jusqu'au  plus  grand, 
tte  manière  ,  on  découvrira  le  plus  petit  nombre  /  , 
supérieure  des  racines  positives.  Cette  analyse  appli* 
réquation  dont  les  racines  sont  réciproques  de  celles 
proposée ,  donnera  la  substitution  à  faire  pour  y  dans 


X  —  -, , 


1 

y 

;t  d'avoir  un  nombre  immédiatement  moindre  que  la 
3tite  racine  positive  x,  Cette  méthode  n*a  pas ,  comme 
cédente ,  Tavantage  d*étre  exempte  de  tâtonnemens  ^ 
ille  est  précieuse  en  ce  qu*elie  resserre  les  limites. 

is  en  ferons  une  application  à  Téquation 
stitution  u  =  ^  +  '  donne  ^ 

r  =  3/*-i8/+|f, 

mve  que  ces  coeiGciens  deviennent  totis  positifs  pour 
;  tandis  que  par  la  première  méthode  ,  on  aurait  pour 
supérieure  S+  1=9  +  1=  lo. 

.  Nous  énoncerons  quelques  remarques  qui  trouvent  natu- 
lent  place  ici.  Lorsque  tous  les  termes  de  Téquation 
e,  sont  positifs  ,  ces   limites  supérieure  et  inférieure» 

es  de  «S  +  i   et  de  -j;;— — ,  se  réduisent  à  l'unité  ,  c'est- 

0+1 

!  qu'elles  tombent  l'une  sur  l'autre  ;  aussi ,  dans  ce  cas  , 

>posée  ne  peut-elle  admettre  que  des  racines  négatives» 

endant  elle  en  a  de  réelles.   Lorsqu'une   équation  n'a 

es  racines  imaginaires,  on  peut  bien  obtenir  des  limites , 

l'il  suf&t  pour  cela  qu'il  se  trouve  dans  la  proposée  un 

;ient  négatif ,    auquel  cas  la  transformée   déduite  d% 
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X  =  -  ,  contient  un  tel  coefficient.  Donc  ,  de  ce  qu'il  existe 

des  limites  des  racines,  on  ne  doit  pas  conclure  que  Téquatioa 
comporte  des  racines  réelles.  Lorsqu'une  équation  ne  reofeme 
que  des  puissances  paires  deTinconnue ,  et  que  tous  ses  termes 
sont  positifs  ou  de  même  signe ,  on  ne  peut  assigner  les  limitât 
des  racines  positives ,  ou  plutôt  elles  coïncident  ;  il  en  est  de 
même  de  celles  des  racines  négatives  ,  puisque  le  changement 
àe  --^  X  en  "-^  X  n'en  apporte  pas  dans  les  signes  de  Téqua- 
tion  :  les  racines  d'une  telle  équation  ne  peuvent  donc  qa'étrtf 
imaginaires. 

385.  C*est  entre  ces  limites  qu'on  doit  chercher  les  partiel' 
entières  des   racines  réelles  positives ,  sauf  ensuite  à  assigner 
les  approximations  avec  toute   l'exactitude  que  reqakrt  h 
question. 

386.  Nous  démontrerons  d'abord  que  deux  nombres  qui 
substitués  pour  x ,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires^ 
interceptent^  au  moins,  une  racine  réelle. 

ËneiFet,  désignons  par  P  la  somme  des  termes  positif  di 

premier  membre  d'une  équation  dont  le  second  membre  eit 

zéro  ,  et  par  Q  celle  des  termes  négatifs,  mais  pris  abstraction 

faite  du  signe,    ensorte    que    la   proposée  soit    représenté! 

par 

i>-Q=o; 

et  supposons  que  les  deux  nombres  petq  qui,  substitués  pour jr,  | 
donnent  des  résultats  -f-  et  —  ,  soient  positifs  ;  que  p  soit  1^ 
plus  petit  et  ^  le  plus  grand  ,  et  que  pour  a:=p  ,  on  ait-* 
et  -f-  pour  a:=:(/ ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  que 

il   résulte  de  la  forme  des  polynômes  P  et  Q  qui  ne 
ferment  que  des  puissances  entières  et  positives  de  x,  ^i** 
ces  fonctions  croîtront  continuellement  à  mesure  que  x 
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itéra  ,  et  que  faisant  augmenter  x  par  des  degrés  extrê- 
nent  rapprochés  depuis  p  jusqu'à  q ,  elles  augmenteront 

des  degrés  trèri-rapprochés  aussi,  mais. de  manière  ce- 
idant  que  les  accroissemens  de  P  seront  plus  rapides  que 
X  de  Ç,  puisque  de  plus  petit  qu'était  le  polynôme  P, 
îvient  plus  grand  que  Q  :  donc  le  polynôme  P  aura  coïncidé 
z  le  polynôme  Q,  et  conséquemment  entre  les  deux  nombres 

q  substitués  pour  x  ^  il  s'en  trouvera  nécessairement  un  qui 
respondra  à  P  =  Q ,  ou  qui  donnera 

P  —  Q=o: 

lorabre  sera  donc  racine  de  l'équation  (*).  Quoique  les 
momes  P  et  Ç  croissent  continuellement ,  lorsqu'on  va  , 
r  X  y  àe  p  à  q  ,  cependant  ils  peuvent  coïncider  plusieurs 
entre  ces  substitutions  extrêmes ,  et  c'est  cette  circons- 
;e  qui  motive  la  restriction  au  moins ,  énoncée  plus  haut.    / 

ar  exemple ,  l'équation 

x^—  ax  —  5  =  o , 

'ée  par  la  méthode  de  M.  Budan  ,  donne  ces  transformées 

(x— 1  )3-|-3(x-.i  )»+ (x— 0 — 6 = o 
(x — îiy+6(^x — 2)*+io(x— 2) —   1  =  0 
(x— 3)H9('^— 3)'+25  (x— 3)  +  iG =0 , 

omme  les  hypothèses  x=a  ,  a?  =  3  donnent  les  résultats 
,  -f-  16  ,  on  conclut  avec  certitude  l'existence  de  quelques 
nés  entre  a  et  3. 

I7.  Nous  n'examinerons  pas  ici  les  cas  où  les  substitutions 
donneraient  des  résultats  de  difFérens  signes ,  auraient 
-mêmes  des  signes  différens  ou  toutes  deux  le  signe  —  ; 
lous  n'aurons  jamais  occasion ,  dans  ce  qui  suit,  de  faire 


On  pourrait  assimiler  ces  denx  polynômes  à  deux  mobiles  assnjétis 
mouvoir  sur  une  même*droitc  ,  dans  le  même  sens,  et  dont  le  moint 
s  dépasserait  Pautre  ^  nécessairement  ils  st  rencoatreriûcnt. 
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de  telles  substitutions ,  puisque  Tune  d'elles  ou  toutes  deny 
sortiraient  des  limites  qui  comprennent  les  racines  positives , 
et  c'est  seulement  entre  ces  limites  qu'on  doit  substituer^  pour 
reconnaître  la  présence  et  le  nombre  de  ces  racines.  • 

388.  Le  but  des  substitutions  successives  entre  les  limites , 
est  d'obtenir  précisément  autant  de  couples  de  résultats  de 
signes  dilTérens  ,  que  la  proposée  comporte  de  racines  réellei 
positives  :  nous  aurons  donc  à  rechercher  quel  doit  être  Tin- 
tervalle  à  mettre  entre  ces  substitutions  pour  satisfaire  à  cette 
condition  ;  mais  auparavant ,  et  parce  que  cette  recherche  ne 
porte  que  sur  les  racines  réelles,  il  sera  bon  de  supposer  l'équa- 
tion décomposée  en  deux  facteurs  dont  Tun  ne  renferme  que 
les  racines  réelles ,  et  Tautre  les  racines  imaginaires,  et  d'exar 
miner  en  particulier  l'influence  des  substitutions  sur  ce  dernier 
polynôme. 

389.  Les  racines  réelles  tant  positives  que  négatives  de  la  pro* 
posée ,  étant  en  nombre  n  et  représentées  par  a,  &,c,  etc.^  si  oi 
divise  le  premier  membre  par  leproduitdes  facteurs  jd— a, od — ^ 
x—  c,  etc.,  ]e  dis  qu'on  aura  pour  quotient  un  polynôme  du  dcpré 
m— 71,  lequel  ne  deviendra  jamais  négatif,  quelque  valeur  qu'mi 
donne  à  x.  En  effet,  s'il  existait  un  nombre  qui,  substitoi 
pour  X ,  le  rendît  négatif,  comme  on  pourrait  toujours  as»* 
gner  pour  x  un  autre  nombre  qui  le  rendrait  positif  (376) ,  «•  _ 
connaîtrait  donc  deux  substitutions  qui  donneraient  des  ié«  || 
sultats  de  signes  différens ,  et  conséquemment  la  proposée  aa- 
mettrait  encore  ,  au  moins ,  une  racine  réelle  en  susdecelke'l; 
qu'on  a  supposées.  Ce  polynôme  quotient  ne  doit  donc  îam» 
changer  de  signe  par  toutes  les  substitutions  qu'on  fera  POO^^Il 
C'est  cette  propriété  qui  nous  servira  dans  la  suite.  1  j 

Il  est  facile  de  démontrer  que  ce  polynôme  quotient 
d»  degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif ,  ce  qui 
à  faire  voir  que  s'il  était  .de  degré  impair  avec  un  dernier  i 
soit  positif,  soit  négatif,  ou  même  de  degré  pair  avec  un 
nier  terme  négatif,  il  admettraitune  ou  plusieurs  racines  réelM<il 
Je  dis  donc  :  •  ■'' 

1"^.  Que  toute  équation  de  degré  impair  ndmet,  oumpitfj 
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te  racine  réelle  de  signe  contraire  à  celui  de  son  dernier 
rme. 

Nous  supposerons  successivement  le  dernier  terme  négatif 
;  positif.  Dans  le  premier  cas ,  les  nombres  o  et  la  limite 
périeure  des  racines  positives ,  substituées  pour  x  dans  la 
'o posée  ,  donnent  des  résultats  de  signes  différens  ;  il  faut 
>nc  conclure  que  la  proposée  admets  au  moins,  une  racine 
itre  zéro  et  cette  limite  supérieure  qui  est  un  nombre  positif, 
:  qu'ainsi  elle  a  ^  au  moins  y  une  racine  réelle  positive. 
Dans  le  second  cas ,  en  changeant  ^i^  xeii'-^  x,  on  aura  une 
ansformée  dont  le  premier  termÎB  sera  négatif  /  et  dont  toutes 
s  racines  positives  seront  les  négatives  de  la  proposée ,  et 
Iciproquement  ;  changeant  ensuite  tous  les  signes  ,  ce  qui 
îvient  à  transposer  tous  les  termes  d'un  membre  dans  ua 
atre ,  le  premier  terine  deviendra  positif  et  le  dernier  négatif, 
^onc  la  transformée  rentrera  dans  le  cas  précédemment  exa- 
lîné  ;  elle  aura  donc ,  au  moins ,  une  racine  réelle  positive ,  et 
ïnséquemment  la  proposée  admettra ,  au  moins  ^  '  une  telle 
icine  négative. 

2".  Que  toute  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme 
st  négatif,  comporte  ,  au  moins,  deux  racines  réelles ,  rune 
ositive  et  l'autre  négative. 

En  effet,  poura:=o,  l'équation  se  réduit  au  dernier  terme 
ni  ,  par  hypothèse ,  est  négatif;  prenant  ensuite  pour  x  la 
mite  supérieure ,  on  trouve  un  résultat  positif  :  donc  la  pro- 
osée admeti  au  moins,  une  racine  réelle  positive.  Si  Ton  change 
ans  la  même  équation  le  signe  des  puissances  impaires ,  les 
tcines  négatives  seront  changées  en  positives  ;  mais  d'ailleurs 

premier  et  le  dernier  terme  conserveront  le  même  signe  ; 
>ac ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  la  transformée 
ira ,  au  moins ,  une  racine  réelle  positive  ,  et  la  proposée  , 
i  -tooins,  une  autre  racine  réelle  négative. 

liOrsque  l'équation  de  degré  pair  a  son  dernier  terme  po- 
Hf  ^  les  substitutions  précédemment  employées  donnent  deux 
^sultats  de'même  signe  ;  cnsorte  qu  on  ne  peut  plus  conclure 
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nécessairement  l'existence  d'une  racine  réelle  ;  cependant 
réquation  peut  en  admettre  de  telles  ,  mais  aussi  elle  peut  ne 
comporter  que  des  racines  imaginaires ,  ainsi  qu'on  Ta  déjà  tn 
(276)  à  regard  de  celle-ci ,  x*+pjî+7  =  o,  sous  la  relatioi 

399.  Les  facteurs  qu*on  suppose  aux  polynômes  de  la  forme 

af^ —  ^x"-* —  Ta?  +  ^  qui  ne  peuvent  jamaii 

acquérir  une  valeur  négative  pour  des  substitutions  faiter 
pour  X ,  sont  appelés  imaginaires ^  et  les  seconds  termes  de  ces 
facteurs  ^  sont  les  racines  imaginaires  des  équations  formées  en 
égalant  ces  pol3nîomes  à  zéro  :  d*où  l'on  voit  que  le  nombn 
des  racines  imaginaires  est  toujours  nécessairement  pair;2*qm 
leur  produit  qui  se  trouve  égal  au  dernier  terme  du  polynôme^ 
est  toujours  positif. 

M 

39 1 .  Le  polynôme  quotient^  ou  celui  qui  ne  renferme  plosqua 
les  racines  imaginaires  de  la  proposée  ,  ayant  son  dernier  terme 
positif  4  on  conclura  que  le  terme  tout  connu  d'une  équationi 
sera  positif  ou  négatifs  suivant  que  les  racines  réelles  posidva 
seront  gn  nombre  pair  ou  impair,  £n  effet ,  le  dernier  terme 
de  ce  polynôme ,  multiplié  par  le  produit  des  seconds  termes 
des  facteurs  (x— a)  (x — b)  (j; — c) . . .  .(jî  +e)  ,  etc. ,  doMM 
le  terme  tout  connu  de  la  proposée  dont  le  signe  ne  dépeodia  1 
plus  que  de  celui  du  produit  des  seconds  termes  des  facteon  1 
correspondans  aux  racines  positives.  I  ^ 

39a.  On  peut  encore  déduire  de  là  cette  autre  conséquenoi] 
qui  trouve  son  application  dans  la  Géom,  anafyt. ,  chap.  7.^ 
l'on  sait  d avance  au  un  polynôme  ne  comporte  que  dest9^W\^ 
cines  imaginaires  ,  on  sera  assuré  qu'il  doit  conserver  bw^ 
signe  du  premier  terme  pour  toutes  les  substitutions  faîtes  pourt»t^^ 
Car  d'abord  en  supposant  le  premier  terme  positif,  un  telpoj. 
lynome  se  réduit ,  pour  a:==  o ,  au  dernier  terme  qui  est  pofiflj,. 
dans  notre  hypothèse  (SSg)-,  toutes  les  autres  substi  tutionsdoiren  j, 
donc  donner  des  résultats  positifs  ou  de  même  signe  que  lepi*'lQ 
mier  terme.  Si  ce  premier  terme  est  négatif,  le  polynôme  crtl^ 


D*  A  L  G  É  B  R  E.  4^1 

tel,  par  exemple ,  que  celui-<;i  — -r/x^-f-^.r'' — Cx*+Djî —  F, 
qvLon  peut  écrire  ainsi  :  —  (Âx^-^Bx^-^  Cx* —  Dx  +  ^)  ;  donc 
à  cause  du  signe  —  qui  est  en  dehors,  les  résultats  seront  cons- 
tamment négatifs. 

33?.  Nous  avons  insinué  que  deux  substitutions  qui  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires ,  peuvent  comprendre  entre 
elles  plusieurs  racines  réelles  positivés  ,  et  que*  de  telles  racines 
peuvent  aussi  se  trouver  entre  des  substitutions  qui  fournissent 
des  résultats  de  même  signe  :  ce  sont  des  circonstances  qu'il 
importe  d'examiner  plus  particulièrement.  A  cet  effet ,  soient  - 
a  ,  b ,  c,  etc.  toutes  les  racines  réelles  d'une  équation  :  son 
premier  membre  sera  de  la  forme 

(jp— a>(a7— .i)(x— c)  (x—d) i^+f) X  î^, 

1^. étant  un  poljrnome  qui  ne  change  pas  de  signe,  quelle  que 
Taleur  qu'on  attribue  à  x  (SSq).  Ces  racines  a,  &,  c,  etc. 
^tant  rangées  par  ordre    de    grandeur  ,    ensorte  qu'on,  ait 

cj  >  i  >  c  >  d ,    si    l'on  prend   pour  x  un  nombre 

p  ^  a  et    i  ,  mais  >  c ,  et ,  à  fortiori ,    I>  ^ ,  >  e  ,  etc. , 
et   pour  X  un   nombre  q  '^  a  ,    et    conséquemment  >  i  , 
'  c  ,  etc.  y  il  est  visible  que  les  résultats  dus  aux  deux  substi- 
tutions ,  seront  de  même  signe ,  quoique  les  nombres  substi^ 
tués  comprennent  deux  racines.   On  prouverait  de  la  même 
jnanière  que  deux  nombres  qui  donnent  des  résultats  de  même 
■îgne  ,  peuvent  intercepter  un  nombre  pair ,  ou ,  en  général , 
'^k  racines  réelles.  On  conçoit  qu'il'  peut  arriver  de  plusieurs 
"mianières  que  deux  substitutions  qui  donnent  des  résultats  de 
^nême  signe  ,  ne  comprennent  pas  de   racines  :  il  suffît  que 
les  nombres  p  et  (/ ,   substitués  pour  x  ,  tombent  entre  deux 
^69  racines   consécutives  a,  b ,  c.  Si  l'on  prend  pour  x  un 
nombre  p  <^a  ^  i,  c,et  >d,e,  etc. ,  et  pour  y  un  nombre 
^Z>  ^  %  ^^  ^^^^  ^^s  résultats  de  différens  signes  :  donc  deux 
-caiombres  qui  Sonnent  de  tels  résultats  y  peuvent  comprendre 
nombre  impair,  ou  ,  en  général  ,26  +  1  racines  réelles, 
'est  cette  circonstance  qui  motive  la  restriction,  au  moins  , 
miam»  l'énoncé  (38G). 
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394*  Ainsi  de  ce  que  deux  substitutions  ne  donnent  pas  de 
résultats  de  signes  contraires ,  il  ne  faut  pas  conclure  qu'ellet 
ne  comprennent  pas  de  racines;  et>  d'autre  part^  iï  l'équa- 
tion a  plusieurs  racines  réelles  dont  la  différence  soit  moindre 
que.  l'unité,  en  prenant  l'unité  pour  l'intervalle  entre  les  substi* 
tutions  ,  le  nombre  des  résultats  de  signes  différens ,  sera 
moindre  que  celui  des  racines  réelles.  On  conçoit  que  le 
«eul  moyen*  d'éyitet  cet  inconvénient^  est  de  diminuer  l'in- 
tervalle entre  les  substitutions  successives  ,  au  point  que  cellei 
<jui  donnent  des  résultats  de  différens  signes ,  ne  compren- 
nent jamais  qu'une  seule  racine  ;  car  alors  on  ne  sera  jamait 
en  erreur  sur  le  nombre  dès  racines  réelles ,  et  je  dis  de 
plus  qu'on  pourra  toujours  assigner  la  partie  entière  de  cha- 
cune d'elles^  ce  qui  est  le  véritable  objet  de  la  recherche. 
En  effet ,  si  les  deux  nombres  p  et  q  qui  Sonnent  des  ré- 
sultats  de  différens  signes  ^  n'interceptent  qu'une  racine ,  le 
plus  petit  de  ces  deux  nombres  ,  s'il  est  entier ,  ou  le  nombre 
entier  immédiatement  au-dessous ,  s'il  est  une  fraction ,  sen 
la  valeur  la  plus  approchée  ,  en  moins,  de  cette  racine inte^ 
ceptée.  Si  la  différence  entre  ces  substitutions  p  et  9 ,  eit 
plus  grande  que  l'unité ,  en  substituant  successivement  depuisp 
que  je  suppose  plus  petit  que  q ,  jusqu'au  nombre  q ,  les  nom- 
bres /7,p-|-^>P  +  ^ 7>  ^1  y  ^ura   nécessai- 1  f 

rement  deux  de  ces  nombres  consécutifs  qui  donneront  deilf; 
résultats -f- et  —  ;  donc  puisque  les  substitutions  correspoflrl'i 
dantes  ne  diffèrent  que  de  l'unité  ,  la  plus  petite  des  deutl^i 
sera  la  valeur  la  plus  approchée  par  défaut  de  la  racine  nr 
terceptée. 

SgS.  Nous  nous  proposerons  donc  d'espacer  les  substitaji' 
à  faire  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  des  racines, de^ 
telle  manière  que  deux  substitutions  qui  donnent  des  résul 
+  ou  — ,  ne  comprennent  qu'une  seule  racine.  A  cet  effet,  n 
démontrerons  que  si  ton  substitue  pour  x  deux  nombres ,  '<■  ^ 
plus  grande  et  t autre  plus  petit  quune  des  racines ,  etqiddft 
fèrent  en  même  temps  d^  un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  ^^ 

diffère 
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iâîffétences  entte  tei  racines  téelles  de  la  préposée ,  tes  deux 
mibsêitutions  donneront  nécessairement  deuxrésultats  de  signes 
^opposés. 

En  effet ,  soît  a  la  racine  en  question  ,  6  ,  c .  rf,  etc.  étant 
les  autres  racines  réelles  :  le  premier  membre  de  Téquation 
fiera 

(x— c)(x — b)  (a:— c) (^+/)».  •  ^  X  Y^ 

K désignant  toujours  le  produit  des  facteurs  siiyiples  correspon] 
dans  aux  racines  imaginaires.  Supposoi^ 

pétant  la  plus  petits  dé  toutes  les  différences  entre  toutes  les 
tacines  réelles  :  le  résultat  de  la  substit^itipn  de  ppour  x,  dans 
^  Ja  proposée ,  sera  : 

(P -a)  (P ~  A)  (p-^c). . . ,  (p  +/) . . . . X  P (  1  ), 

et  celui  de  i^  pour  x ,  sera 

(9— a)  (q  —  b)  (9— c)....(7+/)....xÇ (2), 

iP  et  Ç  étant  ce  que  devient  la  fonction  Y  lorsqu'on  remplace 
successivement  x  par  p  et  par  q,  D*apr.çs  les  hypothèses  faites 
sur  petq ,  les  deux  facteurs  p  —  a  et  ^  —  a  seront  xle  signes 
différens:  d'ailleurs  les  résultats  P  et  Q  ont  le  même  signe 
0g2)  ;  dronc  (i)  et  (a)  seront  de  signes  différens  ,  si  chacun  des 
facteurs  p— 6,p — c,  etc.,  est  de  même  signe  que  celui  qui 
•âui  correspond  dans  (2).  Or ,  si  p  —  b ,  q-^i—b  pouvaient  être 
ie  signes  différens ,  la'racine  b  serait  intermédiaire  entre  p  et 
m] }  donc  les  nombres  pet  q  comprendraient  les  deux  racines  a 
^t  b  )  donc  on  aurait 

a  —  h<^p  —  q, 

«e  qui  est  contre  l'hypothèse,  puisqu'on  a  supposé  p—^^ 
-^ue  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  a,  &,  c,  etc.  ' 

Réciproquement,  si  les  deux  nombres  p  e^  q,  substitués 
g)our  X  ,  diffèrent  d'une  quantité  plus  petite  que  la  plus  petite 
^les  différences  entre  les  racines ,  et  s'ils  donnent  des  résultats 
'43le  signes  contraires ,  ils  n'intercepteront  quune  racine.  En 
«ffet ,  si  les  nombres  p  et  9  n'interceptaient  aucune  racine ,  et 

a8 


cines  d*une  équation ,  nombre  dont  la  recherche  es 
du  problème  que  nous -allons  résoudre. 

39S;  On  en  est  donc  maintenant  à  trouver  un 
moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  les  racmi 
de  la  proposée.  Pour  y  parvenir  ,  on  déduira  de  la 
une  équation  qui  ait  pour  racines  toutes  les  différer 
sibles  entre  les  racines  de  celle-là,  puis  on  chei 
nombre  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  la 
Nous  nous  proposerons  donc  la  solution  de  cette  ques 

Étant  donnée  une  équation  quelconque,  en  déc 
autre  dont  les  racines  soient  toutes  les  différences 
untre  celles  de  la  proposée. 

m 

Soit  Téquation 

a^'^Aje^'"+  Ba:«-»— —  TTr +  ^=0. .  ! 

si  pour  X  on  écrit  a/  +  z ,  ou  si  Ton  pose 

a;  =  x  -f"2,     a  ou    «=:x— a:, 

X  et  x'  étant  les  représentations  des  racines  de  (3/) , 
mera  toutes  les  différences  possibles  entre  toutes  U 
de  (^M) ,  et  ordonnant  le  résultat  de  cette  substitutio 
les  puissances  de  s ,  on  aura  une  équation  en  £  de  n: 
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X  =  a?'»"— ^a/"»-*  +5x'"»-*—  etc. 

y  =  ma/"*-'— (tu—  Oy^j/"»-*  +  (m— 2)  j5a:^«-3_  g^ç^ 

Z  =  — i i  a/«-a  —  i i^ i  ^a/"»-3  ifc  etc^ 

etc. 

Les  racines  de  Téquation  (^M)  étant u,  b^c ,  etc.,  celles 
{Ny.  seront 

a  =  a  —  x';  zz=zb  —  x'  ;  z  =  c  —  a/,  etc. , 
Is  faisant  (1**.)  a/  =-<i,  on  aura 

zz=a  —  a;    z=:zb'-^a;    z^zc^-^a^  etc.; 
'.)  a:'  =  & ,  on  aura 

z  =  a— ^i;    2=6  —  b;  zz=zc  —  b ,   etc.  , 

ainsi  de  suite.  Pour  chacune  de  ces  substitutions  pour  a/, 
transformée  en  z  ^'abaisse  au  degré  m  —  1 , ,  ce  qui  ^oit 
river  puisqu'à  chaque  fois  on  a 

X  =  01 

lilleurs  elle  se  change  en  une  suite  .d*autres  transformées 
nt  les  racines  sont  les  valeurs  de  z  corresponâantes  à 
zzz  ay  -^-b  etc.,  et  il  resterait  à  les  résoudre.  Mais  Téqua- 
n  cherchée  doit  remplacer  toutes  ces  transformées,  c'est— 
ilire  qu'elle  doit  être  le  résultat  de  l'élimination  de  x  entre 
f)  et  (iV")^  en  observant  que  x  et  x'  ont  même  acception, 
effet ,  on  sait  d'avance  que  les  systèmes 

X  =  a^        Ta  =  b — à,  2  =:=  c  —  a,  etc. 

x==t>et\zj=a— 6,  z  :=z  c  "^  b^  etc. 

X  =:  c)        V2  =  û— c,  z  z=z  i—  c,*etc.    * 

etc. 

isfont  aux  deux  équations  (M)  et  (N)  ^  or  l'équation  finale 
en  z;  donc,  d'après  la  théorie  de  l'élimination,  tous  les 

■libres  z  qui  font  système  de  solution  avec  les  nombres  x, 
peuvent  être  que  les  racines  de  l'équation  finale,  et  de 

Là  ces  nombres  soutles  seuls  qui  joui&sent  de  cette  propriété. 


•• 


■-■h 


4S6  ^  É  L  <  11  1  ir  «^ 

On  eit  donc  condnit  pour  la  lomution  dé  Yifpaaixm  ma 
différtiic«s  dot  niciiwi^  i  cette  pncdqae  de  ealcnl  î  Remplace 
dans  Ja  jmxpasée  T  par  x-f-z^  jff^ifiÊnMsdElkiif  falRmj^^ 
le  polynôme  X,  éliminez  x  entre  Féquation  dimnée  tH  h 
transformée,  et  t équation  Jinale  sera  celle  à  toutes  les  i^^ 
renées  entré  les  rmcinnes. 

9fg7.  Cette  équation  finale  aéra  dn  degré  ih(m— -i)/oir  le  ' 
nombre  de  tfei  raicines 

fr  — •  •,    c  •-•  ai,  ,»  «"^  fl,  etcu 

a  i— •  c ,    6  —  c ,    dr  —  c ,  atc* 

etc. 

eit  le  même  que  celui  des  arrangemens  qa*ôn'  pont  hm  afee  ' 
m  lettres  prises  deux  à  deux  ;  ainsi  cette  équation  sota  de  ] 
degré  pair;  de  pïus,  ces  différences  sont  égalée  denoc  a  denz.  { 
et  de  signes  différens  ;  d'où  il  résulte  que  l'équation  finie  ne 
doit  renfermer  q^e  des  puissances  paires  de  rinconime;  en 
effet  y  en  y^changeant*)-^  an  —  &»  les  racines  {RMâtiTes  oenw- 
dront  négatives  ^  et  réciproquement;  donc  les  racines  resteront 
les  mêmes  en  nombres  et  en  signes >  conséquemment  le  preBÛer 
membre  ne  doit  pas  changer;  partant  l'équation  aux  diffe- 
rencçs  sera  de  la  forme  . 

«*'»-.^z»«-»+ ^'z"-^—  Ca»«-«-f- +^'=±:o.  ..{0), 

et  par  la  substitution  y  =  a*,  elle  se  changera  dans  b  «ri* 
vante  :  .  -^ 

yn^A^ynr-x^ffy'^^Cy^^+ -f^'=o...(P); 

et  comme  les  facteurs  de  (O)  sont  ' 

^    a— T(aT-'i),a— (i— a),a-^(a— c)  ,  z  —  (c  — a),  etc.,  J^^ 

si  Ton  fait  les   produits  de  ceux  qui  renferment  les  raciiMi 
égales  et  de  signes  contraires^  les  facteurs  de  (P)  seront 

j.  —  (a -. by,  y— {a—  c)',  y  —(a  —  J)%  etc. ,      |«ii 
P  sera  donc  Téquation  aux  carrés  des  différences  des  racines.  1  ^ 
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SgS.    L'équation"  (P)  sera  toujours  la  même,   soit  qu'os 
aiigmente,   soit  qu^on  diminue  d'un  même  nombre  chacune 
des  racines  de  la  proposée,   ensorte  que  si  cette  dernière  con- 
tient le  terme  .  a?"*  ""  *,  on    pourr^  le  faire  disparaître  ,  puis 
.  chercher  Téquation  aux  carrés  des  différences  de  la  transfor- 

-  inée ,  qui  sera  la  même  que  (P);  ïnais  le  calcul  sera  un  peu 

-  moins  long.  On  observera  seulement  que  le  degré  de  Téqua- 
l'tion  (O)  sera  abaissé  dans  le  cas  de  quelcjues  racines  in- 
^>.^mmensurables  égales  ^  ensorte  que  si  la  proposée  a ,  par 

^.  exemple ,  deux  de  ces  racines  égales  entre  elles ,  (O)  sera 
du  degré  a/i— a.  On  reconnaîtra  donc  cette  circonstance  à 
'l'inspection  du  degré  de  l'équation  aux  différences. 

•  * 

;2  399.  Ayant  ainsi  obtenu  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
^  rences  des  racines,  pour  trouver  d'abord  un  nombre  moindre 
ri^  que  la  plus  petite  de  ses  rachies,  on  posera  (38o) 

1 

et  substituant  dans  (P),  on  aura,  après  les  réductions, 

,1 
t  après  la  division  par  ^  , 

£:;V2*''— ^'V-^+ jB^tt'»-*— G^u"-^-f-etc =q  • . .  (Q). 

Soit  /  un  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine 

positive  de  (Ç) ,  -j  sera ,  d'après  la  Relation  j^  =  -,  un  nombre 

HHRindre  que  la   plus  petite  racine  positive  y,  et  -y  sera , 

^|t^4iprès  la  substitution  ^=  z%  un  nombre  plus  petit  que  la  plus 
tite  différence  entre  les  racines  réelles  de  l'équatLon  propo- 
;  donc  si  Ton  a 


V//<1,      d'où      T^/>1, 


sera  certain  que  la  proposée  n'a  pas  de  racines  réelles  dont 
iS  différences  soient  moindres  que  l'unité;  on  pourra  donc, 


.  grande  que  —p. ,  on  pourra  prendre  ce  nombre ,  ou  u 

moindre,  pour  la  distance  constante   entre  les  subs 
'En  général ,  soit  k  le  nombre  entier  immédiatement 
deV//^  si  ^l  n'est  pas  un  nomlsre  entier,  on  auia 

-<  —  ■ 

cette  diiFérence  r  de   la  progreslion  des  nombres 

tuer  étant  comiue ,  on  prendra  successivement  p< 
nombres 

12      3  IX 

^'  k'k'k' • ï' 

en  commençant  par  le  nombre   immédiatement  a 

de  '07 ,  et  continuant  jusqu'à  la  limite  supérieui 

Les  résultats  dus  à'  ces  substitutions ,  formeront  une 
nombres,  dans  .laquelle  il  y  aura  nécessairement  < 
variations  de  signes  que, la  proposée  comporte  d 
réelles  positives,  et  de  plus,  chacime  de  ces  racinei 
eiitre  les  deux  nombres  qui  apront  donné   des   rèi 
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K0.U8  rappellerons  que ,  pour  étendre  cette  méthode  aux  ra-L. 
cines  négatives  ,  il  ne   faut  que  changer  -f-  a:  en-r-  a:  dans 
la  proposée ,  ensorte  que  cherchant  le$  racines  positives  de 
•  la  transformée^  on  aura  les  négatives 'de  Téquation  donnée. 

.  4^0.  Si  tous  les  termes  de.Véquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences^ ont  le  même  signe,  aucun  nombre  positif  ne  pourra 
'   y  satisfaire;  donc  la  proposée  ne  pourra  avoir  plus  d'une 
!    racine  réelle  ;  car  si  elle  en  avait  deux  g  et  f,  il  y  aurait  une 

t "différence  g — fovL  f-^g  dont  le  âarré'  i^g^^fY  serait  positif, 
;  ce  qui  est  contre  Thypothèse.Dans  ce  cas^  on  pourra  poser  t='i  . 
^/Généralement  on  adoptera  cette  différence  entré  les  substi- 
'.  tutions  successives  y  lorsqu'on,  saura,  à  priori  ^  que  la  propo- 
/   sée  n*a  pas  plus  d  une  racine  réelle  positive.  Si  la  proposée 
comporte  seulement  deux  racines  imaginaires ,  et  elle  ne  peut 
.fn  avoir  lu^plus  petit  nombre  (Sqo)^  à  moins  que  toutes  ses 
!  racines  ne  soient  réelles,  alors  désignant  l'une  par  a  -^  b^-^-ri  % 
*  l'autre  sera  a — 6  V/—  1  (a*  sec.) ,  et  leur  différence  +26  V/.^~^  * 
dont  le  carré  =  —  4^^  sera  une  des  racines  de  l'équation  aux 
.  carrés  des  différences  ;  donc  si  cette  équation  ne  présente  que 
c[es  variations  de  signes  ',  la  proposée  ne  pourra  avoir  même 
'~  4^eux  racines  imaginaires  (3âi)  ;  donc  elles  seront  toutes  réelles. 

4^^*  Nous  ferons  quelques  applications.  Considérons  d'abord 
*,-:ïéquation 

or*  — 2X  — 5£=o. 


\xhs  avoir  remplacé ,  conformément  à  la  théorie ,  x  par  x'+^i 
^>tt  par  ±^  z ,  ce  qui  donne  la  transformée 

3a;*  —  2  +  3x2  +  z*  =  G, 

oh  éliminera  x  entre  ces  équations';  le  résultat  sera  ^  après 
'«voir  posé  z^  =iy> 

y-i2y  +  3Gy+643=:o, 


,*. 


f     w 


•9M 


•  .  t 


>>»4'' 


f  .f'    ■'    •■  '   "•  ■-.   ««"^ 

,**■..  ■*  -•  ■  -ir  ■         ■■ 

».  •-*■.' 

•  -  -  " 

Coran*  i4)ni.aisDis  PU  aopt  pit»aUtniif|»pp!Jfct  ■■!  il  ^^ 

étant  poqtiWj  C«tle  .#pMii^  *A'«fUM»tfli4  i 
Mgnes  (i^)  :  la  proposée  n  a  ^nc  iju'inia  s«ii1a  ncuio  rUSkt 
ipiMMûrt  eette  T«diié^l»4mfr  1^  h'ffi^  si^plifiaiu  i 

•  rf  ;   "  '=".        ..■"  .«  ■     ii-tf-'>*fB /t**'./'i  •.'.•.-f..    ■■   *■".:'  ' 

at  on*  doit  avoir  '^       *     -*  -  •  ^«.^   ,  «.  « 

.  .  *  ■  •    • 

potitiya  strûnAMO^fiAêè  ésÙé'È'fk,  8y  ^ctt^jv  i|raijli'j|''lièÊÂi'^^^ 
abtièra  la  phis  aj^prothéa  Aè  defteraèiiié.  * 

Sôit,  en  second  Ben  ,  l*éq^a^on 

a:'-*7J8  +  7±=:o.    .  |l 

'al 
n  faut  d*dbord  Remplacer  x'par  af-j^z,  ou  par  a;-|-«,  ceqn  "' 

doniia  y  après  les  réductions  i 

puis  éliminer  x  entre  ces  deux  équation9^  pour  avoir  réqnstM»  ■ 
aux  différences  des  racines.  On  trouyéra^  diaprés  le  procidi.9(i 
donné  (chap.  25) ,  l'é^fciation  finale  li[i 


•      I  s  f' 


L*équation  aux  carrés  des  difiTérences  résulte  d^  la  précédents 
par  l'hypothèse  §1^ 

elle  sera  donc  I  pi 


X  —  4îiy°  +  44'^—  49  =  o , 


s 

êt.en  posant  I  comme  dans  la  théorie  générale , 

o&  formera  réqnation 

i^  — 9ï^*  +  !|i^— 4^  =  o> 

qui  donne  lo  pour  limite  supérieure  des  racines  positives  ; 

ir  1  :  ^  , 

I  Unsorte  que  -/ —  est  un  nombre  plus  petit  que  la  plus  petite 

liiférence  entre   les  racines  de  la  proposée.    En   partant  de 
l'équation  aux  différences  y  on  trouve ,  d'après  la  substitution 

1 
^la  transformée  . 


^—%^+^,t'-t,-o, 


^^qni  donne  pour  limite  supérieure  9  +  1  =iooui  +  y/g  ==4. 

l^n  déduit  de  la  seconde    ■  ^      ^     r=  \  pour  limite  inférieure , 

p.c*e8t-à-dirc ,  pour  le  nombre  plus  petit  que  la  plus  petite  diffé- 
;^t*€nce.  Mais  cet  intervalle  entre  les  substitutions  est  toujours 
irop  petit,  ainsi  qu*il  est  facile  de  le  voir  à  priori,  cnsorte  que 
le  nombre  des  substitutions  serait  inutilement  augmentée 

La  méthode  de  Newton,  appliquée  à  l'équation  en  u,  donne  > 

Doœme  nous  l'avons  trouvé  (383),  /  =  9  pçur  limite  supé- 

1  1 

cSeiire  :  donc  — r-  :=  -  est  lai  imite  cherchée  ou  la  différence 

y9     3 

PLXitre  les  substitutions  successives.  Il  reste  à  trouver  les  limites 
3t^  comprennent  les  racines  positives  de  la  proposée  ;  à  cet 
S^Set,  on  prend  * 

i  +  ^S=xii  +  {/j  =  5,  etc. , 

^arce  qu'il  se  trouve  deux  termes  positifs  ai^  +  ox*  avant  le 
E^remîer  terme  négatif— 70:  (377)5  on  pourra  donc  poser  4 
?^ôur  la  limite  supérieure  :  on  trouvera  {  pour  limite  infé- 
"^Seure.  Ainsi  les  limites  entre  lesquelles  il  faut  substituer,  sont 


f 


E  L  E  M  E   N  s 
À       _  ,„  différence  entre  ]cs  i^ubâlitutions  est  \.  Pour 
étions,  on  fera  dans  ta  propoeée 


OUTÉT^U 


ce  qui  la  change  dans  la  suivante 

3:^3  — 63-1/ +  189  =  0; 
»]ow  au  lieu  des  limites  ^  et  4.  f*"  prendra  J  et  12  ,  eu  1  eli; 
puis  l'unité  pour  ta  dilTtrencs  des  nombres  a  substituer ,  et  0 
formera  le  tableau  suivant  : 


'  =  3 

'  =  4 
=  5 


■  les  résultats  sont  \ 


7' j 

•  =7 


ne  pins  grand  que  le  terme  né- 
d'aller  au-delà  de  j;  =  7.  On 


fx>|et<f 
U>|et<f. 


x':^  8  Tendant  le  premier 
gatif,  il  n'est  [ 
conclut  de  ce  tableau 

a:*  >  4  et  a;'  <  5  1 
a/>5  etj/<6l 

-  Ponr  procéder  à  la  recberche  des  racines  négatives  ,  on  cha»- 
géra  les  signes  des  puissances  impaires  de  j;  dans  la  piofwsée, 
ce  qui  donnera 

—  a:^4- /■^  +  7  ^^  O  j  ou   X^ — ^x  — 7  =  0, 
équatioM  dont  les  racines  positives  seront  encore  entre  \  et  f. 
ou  bien  entre  i  et  12  pour  la  transformée 
a/* —  63a;' —  18g  =0, 
dont  les  racines  ont  atec  celles  de  la  proposée  la  re!ali« 
X 1=  =-  ;  et  la  différence  des  nombres  à  substituer  sera  TniiiiSi 
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puisqu'il  ne  reste  plus  qu'une  racine  à  trouver;  mais  pour 
réduire  le  travail  des  substitutions  ^  on  commencera  par  les 
plus  grands  nombres  ^  et  on*trouvera  que 


xr  =  i2)  1+783 

x'  =  1 1 (les  résultats j 4-  449 


P^"Ma/=io[        sont        ^+  181 

d'où  l'on  déduit 

a:'>9  etx'<io,  d'où  x>3eta:<3+f. 

Il  existe  donc  une  racine  négative  comprise  entre  ^  3  et 
—  (3  +  i). 

Soit  en  En  l'équation 

o:^—  5  j;  +  4  =  o  > 

qui  renferme  la  racine  entière  1 ,  mais  qu'on  ne  soupçonne  pas  : 
on  trouve  0,4  pour  l'intervalle  à  mettre  entre  les  substitutions  , 
et  on  a  ce  tableau  daçs  laquelle  R  note  le  résultat  : 

x=      1,6 R  =  + 

=      1,3 R  =  — 

=      0,8 R  =  + 

a:  =      0,4 R  =  -j- 

=      0,0 R  =  -j- 

=  —1      R  =  + 

=  — a     R=  + 

=  —  3     R=  — 

etc. 

Il  y  a  donc  une  racine  entre  1,2  et  1,6^  une  autre  entre 
0,8  et  1,3  et  une  autre  entre  -«-3et  — 3.  Rien  n'annonce  que  la 
racine  entre  0,8  et  i,3  est  l'unité  qui  effectivement  satisfait  à 
la  proposée  ;  mais  lorsqu'on  cherchera  par  la  méthode  expo- 
sée (chap.  3o)  ce  qu'il  faut  ajouter  à  0,8 ,  ou  à  ^  pour  avoir 
Cette  racine  ,*  on  trouvera  pour  complément  5.  Ainsi  les 
t'acines  entières  dont  on  n'aurait  pas  débarrassé  l'équation, 
Kie  mettraient  pas  la  méthode  en  dé&ut. 


/ 


^  t  ^  É  M  E  JX  s 


CHAPITRE   XXIX. 

Démonstrations  par  la  Géométrie  des  courbes^  des 
théorèmes  donnés  dans  le  chapitre  précédant. 

4oÊ  xl EPRENONS  Téquation  générale 
x""  ^  Ax"""  +  Bx"^-^— —  Tar  +  ^rso; 

et  représentons  par  des  lignes  droites  les  valeurs  snccessiyei 
que  nous  attribueront  à  Tin  connue  x^  et  celles  qui  en  résolu 
•  teront  pour  le  premier  membre  ^  ces  longueurs  étant  rappor- 
tées à  une  droite  prisé  pour  pnité  de  mesure.  Alors,  an Im 
de  supposer  le  second  membre  égal  à  zéro  ,  nous  le  repfésed* 
teronspaf  j^,  parce  que  ,  parmi,  les.  valeurs  prises  pour  x,  ils'fll 
trouvera  d'autres  que  celles,  qui  réduisent  le  premier  nremhtj 
à  zéro ,  et  petir  lesquelles  le  résultat  y  sera  un  nowbn, 
ou  une  ligne  représentative  de  ce  nonibre.  Cela  posé ,  notf  | 
poiterons  ,  (^^.  a)  les  valeurs  successives  de  x  sui 
droite  indéfinie  XX\  à  partir  d*uii  point  £xe  A ,  en  c( 
venant  d'étendre  celles  qui  sont  positives  de  A  versX, 
de  gauche  à  droite  ;  par  conséquent  les  négatives  devront  sepoi 
ter  de  A  vers  X^ ,  ou  de  droite  à  gauche  (ch.  i4).  Soit-^Pi 
valeur  quelconque  de  x  ;  nous  porterons  la  valeur  correspoi 
de  y  sur  une  perpendiculaire  au  point  P  de  la  ligne  Xa  i 
au-dessus  de  X^X ,  si  elle  est  positive ,  et  au-dessous  si  elle< 
*  négative  ;  supposons  qu'elle  soit  PM  :  on  répétera  la 
construction  pour  les  valeurs  de  x ,  tant  positives  que  né| 
tives  ,  en  observant  de  se  conformer  aux  conventions 
Si  Ton  a  fait  croître  par  des  degrés  très-rapprochés  les  val< 
de  X ,  tant  positives  que  négatives ,  etqu  on  ait  joint  les 
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îtés  de  toutes  les  perpendiculaires  y  correspondantes  ,  ou 
ira  une  courbe  qui  sera  la  peinture  de  Téquation 

;s  longueurs  x  sont  appelées  abscisses  ,  et  les  perpendicu- 
ires  y  menées  par  les  extrémités. ,  sont  dites  ordonnées.  Les 
;nes  XX' ,  FF'  perpendiculaires  Tune  à  l'autre  en  j4  ,  sont 
ux  droites  fixes ,  qu'on  nomme  axes\  auxquelles  les  points 
la  courbe  sont  rapportés  par  les  distances  j^  et  x. 

Si  Ton  veut  connaître  une  valeur  de  x  correspondante   à 

L   résultat   y  donné  en  nombre    et   en  signe  ,  on   prendra 

r  Taxe  j4Y  et  au-dessus  de  XX' ,  si  la  valeur  de  j'  est  posi- 

e ,  AB  •==,y  ,  et.  par  le  point  B  on  mènera  une  parallèle  à 

-X" ,  qui  coupera  )a  courbe  en  des  points  m ,  m',  rn\  ji,  tl  ^ 

nt  les  abscisses  Ap  ^  Ap' ^  Ap"^  Aq  ^  Aq'  seront  toutes   les 

leurs  de  x  qui  correspondent  èiy  =  AB.  Pour  une  abscisse 

intermédiaire  entre  belles  qui  ont  servi  à  la   construction 

la  courbe ,  on  trouvera  l'ordonnée  y  en  nombre ,  en  pre- 

zit  avec  un  compas  la  perpendiculaire  qui  répond  à  cette 

Bcisse ,  et  la  mesurant  sur  l'échelle  de  parties  égales. 

E^a  courbe  ainsi  décrite ,  diaprés  une  suite  de  points  très- 
Dprochés ,  rencontrera  ,  généralement  parlant ,  l'axe  des 
acisses ,  ou  la  ligne  X'X  en  un  certain  nombre  de  points^ 
R,  R\  r,  /,  etc.  ,  dont  les  abscisses  AR,  AR\  AR\ 
Ar ,  —  A/ ,  etc.  seront  les  racines  de  la  proposée  , 
igqu'elles  sont  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  l'ordonnée 
est  huile. 

La  courbe  ne  pourra  passer  du  dessus  au-dessous  de'  l'axe 
Jtjsans  le  couper;  elle  ne  pourra  revenir  du  dessous  au-, 
ssus  qu'après  l'avoir  coupé  de  nouveaji  ;  conséquemment 
pEre  deux  points  de  lap courbe,  situés  ou  au-dessus  ou  ^u»*- 
^ous  de  XX\  il  y  apra  nécessairement  un  nombre  pair 
utersections.  Au  contraire,  entre  deux  points  placés  l'un 
-  dessus  ,  l'autre  au-dessous  de  XX\  la  courbe  aura  un 
>ubre  impair  d'intersections.  . 


j^S  ^  É  L  É  M  E  N  s    . 

Donc  si  l'on  a  trouvé  deux  ordonnées  j^  de  signes  différent,' 
on  sera  assuré  qu'entre  les  abscisses  correspondantes,  il  m 
rencontrera  un  nombre  impair  d'abscisses  d'intersection;  de 
sorte  qu'on  conclura  que  deux  nombres  x  qui  donnent  det 
résultats  de  signes  contraires  ,  interceptent ,  au  moins ,  um 
racine  réelle  /  et ,  en  général  j  un  nombre  impair  de  ces 
racines.  Si ,  pour  deux  abscisses  x ,  les  ordonnées  y  ont  le 
même  signe  ,  les  intersections  seront  en  nombre  pair;  ou  lei 
deux  ordonnées  pourront  être  dans  une  même  ondulation , 
auquel  cas,  il  n'y  aura  pas  d'intersection  interceptée.  Dom 
deux  nombres  x  qui  donnent  des  résultats  de  jnême  signe  i 
peuvent  ne  pas  comprendre  de  racines,  ou  ils  en  comprenr 
nent  en  nombre  pair  (SgS). 

Les  lignes  /r,  ?iî,  RR',  fl'iî" ,  etc. ,  représentent  des  dif»  h 

férences  entre  deux  racines  consécutives  de  la  proposée  >  et  1^ 
ces  différences  sont  les  plus  petites  parmi  toutes  les  differeooei  tf 
possibles  entre  les  racines  :  maintenant  qu'à  partir  du  point  ^|p( 
origine  commune  des  abscisses,  on  prenne  deux  abscisses  dont  I' 
(la  différence  soit  moindre  que  la  plus  petite  des  distancée  1^ 
entre  deux  intersections  consécutives  y  ou  moindre  que  la  phl«^i 
petite  différence  entre  les  racines,  il  \.est  facile  de  voir  qiiVo; 
si  les  ordonnées  correspondantes  ont  des  signes  différeos,  cet  1  ^ 
valeurs  de  x  ne  pourront  comprendre  qu'une  intersection  001//^ 
qu'une  racine,  puisque  si  l'une  des  valeurs  dex  estj^K^JK^^^^ 
l'autre  sera  ^A'  <  JR"  ;  autrement  on  aurait  KK'  yRK 

mm  *  

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Mais  si  la  différence  entretfed 
abscisses  Ak  ,  AK  étant  toujours  moindre  que  la  pins  petiAicoj 
des  différences  entre  toutes  les  racines^  les  ordonnées  conetA  ^^^ 
pondantes  KL ,  kl  ont  le  même  signe ,  il  n*y  aura  pas  dlAe 
tersection  comprise  entre  ces  abscisses.  Il  faut  donc  que  lAj  es 
résultats  correspondans  aux  deux  valeurs  de  x  ainsi  espacéeAain 
aient  des  signes  différens.  La  démonstration  du  théorème  (SgBiiiit 5 
n'est  que  la  traduction  analjrtique  de  ces  deux  considératioAtijus 

Comme  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  XX!  *  lofl^or 
en  même  nombre  que  les  racines  réelles  de  l'équation ,  ilunffNes: 


esi- 
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onc  qu*à  une  certaine  distance  à  droite  et  k  gauche  de 
ne  ^,  Ici  courbe  ne  coupera  plus  Taxe  XX';  ensorte 
îour  toutes  les  valeurs  de  a:  plus  grandes  que  les  plus 
es  racines  positives  et  négatives ,  on  aura  constamment 
ésultats  .y  de  même  signée.  C'est  ce  qui  arrive  encore 
le  toate3  les  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires  ,  puis- 
)rs  la  courbe  ne  coupant  pas  Taxe  XX',  doit  être  située 
entière  au-dessus  ou  au*dessous  de  lui. 

est  visible  que  x  croissant  indéfiniment ,  dans  le  sens  pô- 
le terme  af*  qui  croît  plus  rapidement  que  chacun  des 
ns ,  l'emportera  enfin  sur  leur  somme ,  ensorte  que  ,  pour 
Msse  correspondante,  le  résultat  y,  ou  l'ordonnée  ,  aura  le 
de  o:^  ;  la  courbe  finira  donc  du  côté  des  abscisses  posi- 
,  par  pasàer  au-dessus  de  l'axe  XX'  dont  elle  s'éloignera 
lus  en  plus.  Ainsi ,  pour  toute  abscissse  plus  grande  que  la 
grande  racine  positive  ,  l'ordonnée  j^  sera  constamment 
ive  ;  car  si  l'une  de  ces  ordonnées  pouvait  être*  négative , 
lurait  encore  une  intersection  adroite  de  la  dernière,  et^ 
re  l'hyfîothèse  ,  une  nouvelle  racii^e  réelle  positive^ Donc 
nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  i^acine   positive  , 
le  des  résultats  positifs. 

orsque  l'équation  est  de  degré  pair,  la  même  conclusion 
2u  du  côté  des  abscisses  négatives  ,  et  au-delà  de  la  plus 
de  racine  négative ,  ou  de  la  dernière  intersection  à  gauche^ 
:-à-dire  qu'à  gauche  de  cette  dernière  intersection  ,  Ja 
•be  s'étend  indéfiniment  au-dessus  de  Taxe  qu  elle  ne 
:  entre  plus ,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  lorsqu'on  sait  que 
racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair  j  d'où  il  résulte 
,  dans  notre  hypothèse ,  le  nombre  des  racines  réelles , 
est  celui  des  intersections ,  est  nécessairement  pair ,  et 
insi  à  droite  et  à  gauche  des  intersections  extrêmes ,  les 
its  de  la  courbe  doivent  être  et  rester  indéfiniment  au- 
ns  de  l'axe  XX'. 

iQrsque  l'équation  est  de  degré  impair  ,t"otit  reste  comme 
tcssus,  dans  la  région  des  abscisses  positives.  Mais  à  gauche 
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du  point  A  ,  si  l*on  prend  une  abscisse  plus  grande  q 
ligne  donnée,  le  premier  terme — x^  l'emportera  sur  1< 
des  suivans,  et  le  résultat  correspondant  sera  — ^.  Ainsi 
région  des  abscisses  négatives,  la  courbe  finira  par  s'ét 
rester  au-dessous  deFaxe  XX\  ce  qui  aura  lieu  à  partir  de 
mité  de  la  plus  grande  abscisse  négative ,  puisqu*autr 
y  aurait  encore  quelques  intersections  ,  et  conséqu 
quelques  racines  négatives  en  sus  de  celles  qu'on  a  snj 
En  effet ,  dans  ce  cas  ,  le  nombre  des  racines  réc 
pouvant  qu'être  impair,  et  l'extrémité  à  droite  de  la 
se  trouvant  au-dessus  de  XX\  l'extrémité  à  gauche  d 
au-dessous ,  d'après  ce  qui  a  été  observé  ci-dessus. 

Lorsque  l'équation  est  de  degré  impair  avec  un  demie 

négatif—,^,  pour  a?  =  o,   on  a  (fig.3)  y=  —  F 

l'ordonnée  j4I  à  l'origine  des  x  ,  portée  au-dessous  d 

pour  une  abscisse  positive  plus  grande  qu'aucune  ligi 

née,  l'ordonnée  correspondante  y  devient  positive; 

que  la  courbe  passant   du  dessous  au-dessus   de  la: 

coupe  à  droite  de  ^  ,  ce  qui  donne  une  abseisse  positiv 

et  conséquemment  une  racine  réelle  et  positive.  Lorsque 

le  dernier  terme  est  +  ^>  à  l'hypothèse  x  =  o  ^  corre 

yz='^y^z=zj4f  :  pour   une  abscisse   négative  plus 

qu'aucune  ligne  donnée  ,  l'ordonnée^  est  négative  ;  en«or 

la  courbe  passe  du  dessus  au-dessous  de  l'axe ,  et-  le  c< 

gauche  du  point  ^en  r,  ce 'qui  donne  une  abscisse  né 

jir,  et  conséquemment  une  racine  réelle  négative.  L'éçi 

étant  de  degré   pair    avec   un    dernier   terme    négatif  • 

donne  (fîg.  5)  y=  —  V-=-AI  pour  a:  =  o;  et  pour 

abscisses,    l'une    positive  et  l'autre   négative,  plus  gr. 

qu'aucune  ligne  donnée  ,  on  aura  deux  ordonnées  posit 

conséquemment  deux  intersections  K  et  ;*,  l'une  à  droite ,  l'i 

à  gauche   du    point    A^   ou  deux  racines   réelles  A^^ 

Tune    positive   et  l'autre  négative.   Lorsque  l'équation  e 

degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif,    pour  a:=c 

a    (  fig.  6  )  ^  =  AV  =  +^:    pour  deux  abscisses  , 

positive  et  l'autre    négative ,    plus  grandes   que  toute  1 

doni 
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donnée ,  on  a  deux  ordonnées  positives  ;  on  ne  peut  donc 
plus  affirmer  que  la  courbe  coupe  Taxe  X'X ,  puisqu'elle  n'est 
'.  assujétie  qu'à  la  condition  de  passer  par  trois  points  situés  au 
dessus  de  cet  axe.  Ainsi  la  courbe  peut  être  mîM  qui  ne 
rencontre  pas  Taxe ,  ou  rîB,  iqùi  la  rencontre  en  plusieurs 
points.  Nous  retrouverons  donc  toutes  les  conclusions  aux«- 
quelles  on  est  parvenu  dans  le  chapitre  précédent. 

t  La  somme  des  lignes  AK ,  AB!^  AR\  etc.  ^ —  Ar,  —  A/^  etc. 
*:  -Xfig.  a)  prises  avec  des  signes  contraires ,  forme  le  coefficient  du 
l^èecond  terme  (3o5). 

^r^      Si  la  proposée  comporte  deux  racines  égales,  on  peut  con- 

^  «evoir  qu'elles  aient  d'abord  été  inégales  ^  et  représentées  par 

'y^iAR\  AR'  (fig.  a),  et  que  leur  différence  RR'  ait  diminué 

]Qsqu*à  devenir  nulle  :  alo^s  la  courbe  ne  fera  que  toucher  Taxe 

des  abscisses  au  point  r  de  réunion  des  deux  intersections  il' 

-^  «t  R',  Si  les  trois  racines  ÀR ,  AR,  AR'  sont  égales ,   les 

..IJîfcegmens  RR ,  RR"  deviennent  nuls:  les  trois  points  jR,  R\R' 

.   :<ée  réunissent  en  un  seul  qui  est  le  point  de  contact  de  la  courbe 

ec  Taxe.  Ainsi  les  racines  égales  sont  les  abscisses  des  points 

<^  tahgence  de  la  courbe   *vec  l'axe ,   et   Ton  voit  que  ces 

rtesde  racines  forment  le  passage  des  racines  réelles  etiné- 

les  aux  racines  imaginaires*  (Yvyez  le  chapitre  IX  de  mon 

'aité  de  Calcul  diJférentUL 


4o3.  V>rN  obtient  au  moyen  des  procédés  enseigna 
précisément  autant  de  couplés  de  nombres  qui ,  j 
place  de  l'inconnue  ,  donnent  des  résultats  de 
traireSy  que  Téquation  proposée  contient  de  n 
incommensurables.  Soient  a  et  6  deux  de  ces 
donnent  des  résultats  de  difFérens  signea:  ,en  i 
racine  le  plifs  petit  de  ces  nombres ,  a ,  par  exein{ 
mettra  une  erreur  plus  petite  que  la  différence  a 
toujours  être  ramenée  àrunité(3g4);  ensorte  que  ce 

étant  une  fraction  t  >   on  aura  déjà  la    racine 

près.  Pour  en  approcher  davantage ,  on  prendr 
arithmétique  entre  les  nombres  a  et  b ,  lequel  se 
Xj^  donnera  un  résulta^-dont  le  signe  différera  né 
de  celui  de  Tun  ou  de  l'autre  de  ceux  qui  sont  ci 
stitutions  aet  b  pour  x.  La  racine  se  trouvera  doi 
entre  deux  limites  plus  rapprochées.  En  continua 
opération ,  les  limites  seront  de  plus  en  plus  re. 
conséquemment  Terreur  qu'on  commettra  en  pr 
de  ces  limites  pour  la  racine ,  s'atténuera  de  plus 

AoA,  On  approchera  olus  ranidement  Ha    la  vs 
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équation  proposée  :  si  a  est  nne  première  approximation  de 
'une  des  racines  ^  on  fera 

x=za  +  p, 

t  on  aura,  par  cette  substitution,  une  transformée  en  p  ,1a- 
[uelle  ordonnée  par  rapport  à  p,  et  écrite  en  commençant  par 
es  derniers  termes ,  sera  de  la  forme 

[  x+rp  +  Zp'+ +p"»=o (iv), 

ir,  Y  j  Z ,  etc. ,  étant  des  polynômes  dont  pn  connaît  déjà 
a  composition  en  a,  m  et  ^ ,  i?,. . .  7^  et  /^(363).  Comme  ^ 
st ,  par^3rpothèse,  une  fraction  assez  petite  ,  les  puissances  p*, 
^ ,  etc.  seront  des  fractions  plus  petites  qu'on  pourra  négliger 
[ans  une  première  approximation  ,  ensorte  que  la  transformée 
iV  )  se  réduira  aux  deux  premiers  tenues ,  et  donnera 

m  désignant  par  b  une  première  yaleur  approchée  de  la  frac« 
ion  totale  p.  Pour  avoir  une  yaleur  plus  approchée  de  la  racine , 
m  pour  corriger  la  yaleur  de  6 ,  on  écrira  dans  (  IT)  b+q  pour 
»  ^  ce  ^ui  revient  à  foire  dans  la  proposée 

n  à  changer  dans  la  transformée  (A^) ,  p  en  ^  et  a  en  a  -)-  6. 
.insi,  ayant  trouvé  précédemment  l'expression  approchée 
e  p ,  on  aura  celle  de  ç ,  en  changeant  a  en  a  -f*  ^  dans 

X 

-^  p:  ,  ce  qu'on  notera  de  cette  manière , 

r  a  -(^  6  -f*  ^  ^^^^  ^^^  P^^^  grande  approximation.  En  écri- 
ant a  +  b  +  c  pour  a  dans  X  et  Fqu  on  notera  par  [  X'} 
:  []  F  ] ,  pub  r  pour  p  dans  (  iV) ,  et  se  bornant ,  à  plus  forte 
ison  j  à  la  première  puissance  de  r,  on  trouvera 


in    ' 
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eta4-6  +  c  +  c{  sera  an«  valeur  plus  approchante  de  b 
racine  totale  x.  On  continuera  de  cette  manière  .jusqu'à  ci 
qu'enfin  on  ait  obtenu  Tapproximation  requise  par  l'état  di 
la  question. 

Nous  ferons  nne  appUeation  de  cette  méthode  i  l'équation 

X?  —  2X  —  5  =  0 

qui  n'a  (4oi)  qu'une  racine  réelle  comprise  entre  a  et5.Dasi 
cet  exemple  , 

X=a^— aa  — 5  =  — 1,  F=  5a**— asio: 
on  a  donc 

"= — 3?=r-=*=°'** 

ensorteque 

a  +  &  =  a,i. 

Faisant  a  -|-  &  =  a^  1  daps  p ,  on  trouvera 

^=— o,oo54=c,  donca+i  +  c=a,og46* 

Ecrivant  ensuite  2,0946  pour  a  dansp,  il  viendra 

r=: — o,oooo4853=d,  àonca^b+c-f-d^zza^oQ^bSii/- 
Ainsi  les  valeurs  convergentes  vers  la  racine  ,  sont 

2;  2,1*,  2,0946^  2,o9455i47>  etc. 
4o5.  Il  est  clair  que  la  certitude  de  la  méthode  précédente 
dépend  de  cette  condition  que  si  a  est  une  valeur  approchée 
d'une  des  racines  de  la  proposée,  a+P  sera  une  valeur  ploi 
approchée  de  la  même  racine.  C'est  donc ,  dit  M.  Lagran^^ 
(  RésoL  des  Eguat.  num.  )  ,  ce  qu*il  faut  examiner;  et i\ con- 
clut de  l'analyse  qu'il  donne  à  cet  effet,  qu  en  général ,  leni- 
ploi  de  la  méthode  dont  il  s'agit ,  n'est  assuré  que  lorsque  W 
valeur  approchée  de  a  est  à  la  fois  plus  grande  ou  plus  petite 
que  chacune  des  racines,  lorsqu'elles  sont  toutes  réelles,  ou 
lorsque  le  nombre  a  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  chacuni 
des  parties  réelles  des  racines  imaginaires.  L'équation 

x^  —  Qx  —  5=:o 
la  seule  qu'ait  traitée  Newton ,  remplit  Tune  de  ces  conditions. 
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(06.   Nous  remplacerons  donc  ces  deux    méthodes  qu*il 
cependant  bon  de  connaître,  par  la  suivante  qui  est  dut  , 
t.  Lagrange ,  et  gui  ne  soufFrt  pas  de  restriction. 
Soit,  à  cet  effets  l'équation 

upposonsqu* on  ait  trouvé  parles  méthodes  données  (ch.  a8), 
valeurs  entières  immédiatement  en  dessous  des  racines  cher-* 
ies  :  si  p  est  Tune  de  ces  valeurs  ,  ensorte  qu'on  ait 

posera 

itant  un  nombre  plus  grand  que  Tunité  ,  afin  que  -  tombe 

re  zéro  et  l'unité  :  substituant  pour  x  cette  valeur  dans 
proposée  ,  on  trouvera  ,  après  avoir  multiplié  l'équation 
ultante  par  y"*, 

A'y^+jry'^^+Cy''^+ +F'=o. . . .  {N) 

lation  qui  aura  nécessairement,  au  moins,  une  racine  réelle 
s  grande  que  l'unité  :  soit  q  sa  partie  entière  ;  on  fera 

tant  im  nombre  plus  grand  que  Tunité  ,  parce  que  -  doit 

z 

e  entre  o  et  1 .  Ecrivant  cette  valeur  de  y  dans  (^N) ,  on 

a  une  équation  en  z  de  la  forme 

["z"'+B"z^"+  C"z''^+D"z^''^+etc.+  F'^—o. . .  .(P) 

ueile  aura  nécessairement ,  au  moins ,  une  racine  réelle  plus 
Inde  que  l'unité ,  dont  on  pourra  trouver  de  même  une  valeur 
ière  approchée  par  défaut ,  que  nous  désignerons  par  r}  en 
te  qu'on  aura 

u 
u  désigne  un  nombre  plus  grand  que  ruaité..,SubâtItuant 
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dans  {P)y  il  Tiendra  une  équation  en  u  ayant  «  au  moins  ^  une 

racine  réelle  plu»  grande  que  l'unité ,  et  ainsi  de  suite. 

On  traitera  successivement  de  la  même  manière  les  yaleon 
entières  approchées  p\  p",  p",  etc. ,  de  chacune  des  antres 
racines  réelles  et  positives  de  la  proposée  ^  pour  approcher 
davantage  de  la  véritable  valeur  de  chacune  d  elles. 

Les  racines  positives  et  plus  grandes  que  Vunité  des  tnus- 
formées  (A') ,  (P) ,  etc.  ,  seront  nécessairement  incommen- 
surables^ si  on  a  débarrassé  la  proposée  des  racines  commen- 
surables  qu'elle  peut  contenir.  En  effet,  s'il  arrivait  qD*im 
des  nombres  q ,  r ,  etc.  fût  une  racine  exacte  ,  alors  on 
aurait  j^= 9  ,  et  conséquenmient 

ou  z  =  r  9  et  conséquemment 

?  +  ~  .  enc- 
enser te  que  l'opération  et  la  racine  se  termineraient  ;  on  trou- 
verait donc  pour  a:  un  nombre  commensurable ,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 

Si  les  nombres  p ,  p^p",  etc.,  sont  tous  difFérens,  alors 
chacune  des  transformées  (iV)  ,  (P) ,  etc.  ,  n'aura  qu'une  seule 
racine  réelle  plus  grande  que  l'unité  ;  car  si ,  par  exemple ,  la 
transformée  (iV)  avait  deux  racines  réelles  plus  grandes  qae 
l'unité  ,  telles  que  y  ety,  on  aurait 

de  sorte  que  ces  deux  valeurs  de  x  auraient  la  même  valeur 
entière  approchée  p,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Il  eu  se- 
rait de  même,  si  la  transformée  (P),  ou  l'une  des  Sliivantes 
avait  deux  racines  réelles  plus  grandes  que  l'unité  :  d'où  il  suit 
que  pour  trouver ,  dans  .ce  cas ,  les  valeurs  entières  appro- 
chées des  racines  des  transformées  successives,  il  suffira  (4oo)àe 
substituer  successivement,  au  lieu  de  l'inconnue  ,  les  nombres 
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DatureU  o  »  i  »  a ,  3 ,  etc.  à  partir  de  celui  immédiatement  moin- 
dre que  la  limite  inférieure  des  racines  positives  de  la  trans- 
formée sur  laquelle  on  opère ,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  deux 
téstltats  de  signes  différens. 

Si  deux  valeurs  de  x  ont  une  même  valeur  entière  appro- 
chée p^  alors  ^  en  employant  cette  valeur,  les  transformées  (JY) 
et  (P)  etc.  auront  chacune  deux  racines  réelles  plus  grandes 
que  l'unité  ,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  équation  dont  les 
racines  plus  grandes  que  l'unité  aient  des  valeurs  entières 
approchées  différentes;  alors  chacune  de  ces  deux  valeurs 
donnera  naissance  à  une  suite  d'équations  transformées  dont 
chacune  n'aura  plus  qu'une  seule  racine  réelle  plus  grande 
que  l'unifé.  £n  effet ,  puisqu'il  existe  deux  valeurs  différentes 
de  X ,  qui  ont  la  même  valeur  approchée  p,  il  faudra  que  y 
dans  (N)  ait  deux  valeurs  réelles  plus  grandes  que  l'unité  ;  et 
si  ces  deux  valeurs  de  y  ont  la  même  valeur  réelle  appro- 

chée  q^  il  faudra  de  nouveau  qu'en  taisant  y  z=q  -f—"  >    ^^ 

transformée  en  z  ait  deux  valeurs  différentes  plus  grandes  que 
l'unité^  et  ainsi  de  suite.  Mais  si  les  deux  valeurs  entières 
approchées  de  j^  étaient  différentes,  alors  nommant  ces  valeurs 
q  et  (ff  on  ferait 

^.ce  qui   donnerait  lieu  à  deux  transformées  telles  que  (P)  , 

-  4ont  chacune  ne  devrait  plus  avoir  qu'une  seule  racine  réelle 

plus  grande  que  l'unité  :  autrement  les  valeurs  de  y,  auliea 

d*être  doubles  seulement ,  seraient  triples,  quadruples,  etc.  ^ 

•t  on  serait  conduit  à  ces  valeurs  correspondantes  de  x^ 

x=p+-;  a?=:p  +  -r,  ;a7=p  +  -3-; 

y  y  y 

/  ainsi  la  proposée  admettrait  plus  de  deux  racines  réelles  et 

.    positives  ayant  chacune  la  même  valeur  entière  approchée  p  ; 

*^  ce  qui  est  eontre  l'hypothèse.  Donc  ,  àpartir  de  la  transformée 

dont  les  deux  racines  plus  grandes  que  l'unité  auront  des  va-: 


1 
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leurs  entières  difFérentes ,  les  transformées  résultantes  de  clia- 
cune  de  ces  valeurs^  n*auront  plus  qu'une  seule  racine  rédle 
plus  grande  que  Tunité  :  il  ne  sera  donc  pas  nécessaire ,  pour 
obtenir  les  râleurs  entières  approchées  des  racines  correspon* 
dantes ,  de  calculer  pour  chacun^  d'elles  la  plu»  petite  di£E^ 
rence  entre  les  racines. 

Les  coefBciens -/^',  B\  C,  etc. ,  delà  transformée  (jY),  ex- 
primés au  moyeA  de  ceux  de  la  proposée ,  sont 

A'z=i  j4p^+  i?p«-'-f  C:)9"»-»+  i^p^-'Hh  etc. 

^=m^p«-'4.  (ttî—  i)  Bp'^-^+  (/re— .a)  Cff^ 

+  (m— 3)  Z>/7"'-4+  etc. 

a        '^  a  r 

On  obtiendra  ceux  de  la  transformée  (P)  en  écrivant  dans 
les  formules  précédentes  q  pour  p ,  A'  ^ff  ^O  ,  etc. ,  pour  À^ 
B ,  C,  etc.  et  en  changeant ^', 5', C, etc.  en^r^",^,  C,  etc; 
Il  résulte  de  ces  expressions  que  l'un  des  coeffîciens^,i^,etc. 
ne  sera  jamais  nul;  car  y  dans  le  cas  de  ^=o  ^  ou^''=o,  etc.» 
on  aurait ,  d'après  (iV) ,  ou  (P),  etc. ,  a?=p,  au  y^=q,  c'est- 
à-dire  ,  ac  =  p  -j — ,  etc.  C'est  ce  qu*il  est  facile  de  voir,  en 

observant  que  -^' n'est  que  la  proposée,  en  y  changeant  x  en/r; 
que  A"  n'est  que  la  transformée  (N)  ,  en  y  changeant  y  cn^, 
etc.  ;  d'où  il  suit  que  p,  ^,  etc.  seraient  racines  de  ^'  =  o, 
A"=:o  ^  etc.,  et  qu'ainsi  la  valeur  correspondante  de  x,  serait 
commensurable. 

Appliquons  cette  méthode  d'abord  à  l'équation 

a:^— ax—  5  =  G  , 
pour  laquelle  nous  avons  trouvé  p  =  a  pour  la  valeur  la  phu 
approchée  en  moins  de  la  seule  racine  réelle  qu'elle  comporti 
(4oi).  On  posera  donc 

07=:  a  H — 
en  sorte  que  la  transformée  en  y  sera 


ID*  À  L  G  È  B  R  E;  4^7 

iprès  en  avoir  changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme 
positif.  Cette  équation  aura  donc  nécessairement  une  seule 
'acîne  réelle  plus  grande  que  l'unité^  de  sorte  que  pour  en 
iVoir  la  valeur  approchée  ,  il  faudra  encore  substituer  les 
nombres  o  ^  i ,  a  ^  3  »  etc.  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  deux  résul- 
tats de  signes  contraires  :  les  substitutions  o  et  lo  donnant 
deux  résultats  négatifs  y  on  conmiepcera  par  les  suivantes 

y  =  10,  =11,  =12^  etc. 

qui  donnent— 61  ,  -f"  54,  etc.;  d'où  Ton  conclut  10  pour 
valeur  approchée  ;  donc  ^=10.  On  fera  donc 

d'où  résulte  la  transformée  «n  z 

6i«'— g4a*  — aoz—  1  =0;- 

et  supposant  successivement  2  =  1 ,  =  a ,  etc. ,  on  trouvera 
les  résultats  —54,  +71  >  «te,  donc  r=  1  ;  conséquemment 

.    1  . 


u* 


d'où  l'on  déduit  la  transformée  en  u 

54u'  -|-  a5u*  —  89U—  61  =  o  5 

et  auxsubstitution^  u=  1  ^  =z=2 ,  etc. ,  correspondront  les  résul* 
tats  —  71 ,  +  2937  «te. ,  donc  j  =  1  ,  et  ainsi  de  suite. 

La  racine  cherchée  sera  donc  exprimée  par  la  fraction 
continue  •    ' 


a;=;a4- 


10  + 

1  + 


3  + 

1    -+ 


12  +  etc. 
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D'où  VoQ  déduira  (cliap.Si)  lesfracdona 

2    21    23    44    iii    lÈl    5ZË    Z^    i3fo7    '64^5 

!•  73»  17*  57'  53  '  74  '  275'  349'  6a4  '  7837'**^W 

alteroativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  yalenrèj 
X  (ch.  idem),  et  dont  les  valeurs  en  fractions  décimales ,  serai I 

s, 000000  I 

In 

S^lOCOOO  ->  l|i 

«.09P909 
2,0^5238 

2,094339  Jf 

2,094594 

2,094545- 

2,094555 

2,094551 

La  dernière  fraction     ^„      est  plus  grande  que  la  racim 

cherchée ,  mais  elle  en  diffère  de  moins  de  T-s?-r;(ch  3i), 

(7837)* 

c'est-à-dire  de  moins  de  0,00000002,  ensorte  que  cette  fractioD 
sera  exacte  jusqu'à  la  septième  décimale  :  or,  réduite  en  dé- 
cimales, elle  est  2,09455i4865 etc.  Ainsi  la  racine  cher- 
chée tombe  entre  2,09455 149  et2,09455i47-  Newtonà ttouyi 
par  sa  méthode  (4o4)  la  fraction  2,09455 r47  ;  d'où  l'on  Toit 
qu'elle  donne  dans  ce  cas  un  résultat  fort  exact  ;  maison  aurait 
tort  d'en  attendre  toujours  une  pareille  exactitude. 
Prenons  pour  second  exemple  l'équation 

x^ —  7X  +  7  =  o ,     ou    a^ —  65x  +  189  =  0 

qui  résulte  de  la  première  par  l'hypothèse  x  =  p  ,  et  poflf 

laquelle  nous  avons  trouvé  (4oO  une  racine  ehtre4  et  5,  et  une 
autre  entre  5  et  6 ,  ce  qui  indique  pour  la  proposée  deux 
racines  plus  grandes  que  l'unité  ,  et  comprises  entre  1  etfl* 
on  fera  donc 

y 


I 
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i«j  supposition  qui  donnera  la  transformée 

qui  comporte  nécessairement  deux  racines  pins  grandes  que 
l'unité.  Il  convient  d'abord  d'essayer  si  l'on  peut  trouver  le» 
valeurs  approchées  de  ces  deux  racines  par  les  substitutions 
o ,  1  ^  a ,  3  ,  etc. ,  et  comme  é^'f  est  le  seul  terme  négatif  ,  il 
suffira  de  pousser  les  substitutions  jusqu'à^^  =  ou  >/^*,  c'est-à- 
dire  ,  jusqu'à jr  =  4-  Or ,  en  faisant  jr  =  o,  =i ,  =^=2,  =3,  =4» 
on  obtient  les  résultats  i  ^  i  ,  —  i ,  i  ^  i3  ;  d'où  l'on  conclut 
que  les  racines  cherchées  sont  l'une  entre  les  nombres  i  et  2  , 
Fautre  entre  les  nombres  a  et  3 ,  de  sorte  que  les  valeurs 
approchées  de  y  seront  i  et  a.  On  fera  donc 

et  l'on  aura 

a^—  aa* —  z  +  i  =  b , 

équation  qui  n'aura  plus  qu'une  seule  racine  réelle  plus  grande 
que  l'unité.  Ainsi  on  supposera  successivement  z  =o,  =  i  ^  etc.  : 
or  £  =  a  donne  le  résultat  —  i  ,  et  a  =  3  donne  +  7  ;  donc 
A  sera  la  valeur  entière  approchée  de  2.  On  fera  donc 

et  .on  aura  ,  en  changeant  les  signes , 

u^ — 3u*^^4""*"l  =  o. 

^On  supposera  u  =  i,  =  a ,  etc. ,  et  Ton  trouvera  des  résultats 
de  signes  différons  pour  uz=:^  et  tt=5  j  ensorte  qu'on  posera 

«*our  la  seconde  racine  y ,  dont  la  partie  entière  est  a,  on  fera 

^^ibstituant  dans    l'équation  enj^/von  aura  après  le  chan- 
gement des  signes  ^ 

a'  -i-  j&«  — .  2a  —  i  ;=  o  ; 
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cette  équation  n*aara  »  comme  la  précédente  en  2  ^  < 
seule  racine  réelle  plu»  grande  que  Tunité  ;  de  sorte  qu 
aura  qu'à  faire  »  =  i  >=2,  etc. ,  ce  qui  donne  les  ré 
— 1,7,  d*où  Ton  conclut  1  pour  la  valeur  entière  appi 
de  z.  On  fera,  donc 

«=iH — , 

u 

et  l'on  aura ,  en  changeant  les  signes , 

V? — 3u*— 4"  — 1  =  0, 

d*où  Ton  déduira  4  pour  la  valeur  entière  approchée 
racine  u^  comme  dans  le  calcul  précédent.  Donc  les 
racines  positives  seront 

xz=z  i  +  -^ 


^  "^  4  +  etc. 


*  ^4  4.  etc. 


Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  la  racine  négative 
partira  de  Téquation^ 

a? — 707-^7  =0, 

de  laquelle  on  a  déduit  la  valeur  entière  approchée  3  c 
racine  négative  prise  positivement.  On  posera  donc 

ar  =  5  +  -, 

y 

ce  qui  donnera  en  changeant  les  signes , 

y_2oy*  — gy  — 1  =0; 

et  comme  cette  équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  r\ 
réelle  plus  grande  que  Tunité  ,  on  en  trouvera  la  valeui 
prochée  en  faisant^.:=  1 ,  s=  a ,  etc.  jusqu'à  ce  qu'on  rent ( 
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deux  résultats  cousécuti£s  qui  aUnt  des  signes  différens ,  ce  qui 

arrivera  pour  jf  =  20 ,  ensorte  qu  on  posera  jr  =  30  +  ~  > 
et  ainsi  de  suite-,  et  on  aura  enfin 

;r:±s— 3— —  - 

^      •  .,      .  .  .    l   •         ■  . 

"       '  SLO  -f-  s 

^3+etc; 
En  traitant  (4oi)  l'équation 

j:;^— 5a:-f-  4  =  0  , 

nous  avons  trouvé  o>8  pour  première  approximation  de  Tune 
des. racines;  on  posera  donc 

x=z=o,8  +  i, 
ce  qui  donnera  la  transformée 

o,5iay —  3,o8y  +  2,4y+  1=0, 
et  on  trouve  que  j^  =2=  5  la  réduit  à  zéro ,  ensorte  que 

a;  =  o,8  +  è  =  o,8+ o,a  =  i  ; 

m 

ainsi ,  comme  nous  l'avions  annoncé ,  les  racines  entières  ne 
itiettent  pas  la  méthode  en  défaut. 

L'équation 

x-=.  x^ — 4^  +  4^ — 1=0 

pour  équation  aux  carrés  des  différences  des  racines 

cruelle  est  satisfaite  par  j^  ;=s  o  ,  ce  qui  indique  deux  racines 
S^les  dans  lajproposée.  En  elfet ,  les  polynômes  X  et 

r=4x3— 8j:+4=:o 

t^nettent  le  commun  diviseur  x  —  1 ,  ensorte  que  la  proposée 
^  divisible  par  (x —  1  y,  et  donne  pour  quotient  égalé  à  zéro 

0;*+  2x—  1=0; 
^  substitutions  o  et  1  faites  dans  cette  dernière  équation. 
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dttnuent  des  signes  contraires  :  on  posera  donc 


qui  donne  a  pour  partie  entière  de^  :  on  fera  donc 

^  =  3  +  -  , 

et  de  là 

a' —  26—1  :=  o  , 

transformée  en  z  la  même  que  la  précédente  en  y.  On  auri 
p  7=  o  ,     q=!  rr=  s  Btc,  s=  a 


(  Yoyez  la  seconde  Section  ). 


H 

On  au» 

] 
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CHAPITRE   XXXI. 

nération  des  fractions  continues  j  leur  réduction  en 
fractions  ordinaires  y  et  quelques  propriétés  de  ces 
fractions  supposées  dans  Ih  chapitre  précédent. 

r.  I^UPPOSONS  qu*on  ait  à  réduire  en  fraction  continue  un 
nbre  quelconque  a  qui  ne  soit  pas  un  nombre  entier  :  on 
ndra  le  nombre  entier  immédiatement  au-dessous  de  a,  et 
conséquemment  différera  de  a  d'une  fraction  plus  petite 
i  Tunité.  Soit  a  ce  nombre  :  a  —  et  sera  une  fraction  corn- 

se  entre  o  et  i  ^  de  sorte  que sera  un  nombre  plus 

nd  que  l'unité^  et  en  le  désignant  par  b  ^  on  aura 

-^—=b (i). 

a  —  et  ^ 

i  pourra  donc  chercher  le  nombre  entier  qui  approchera 
plus,  en  moins,  de  b)  ce  nombre  étant  iS,  on  aura  de 
me  b  —  fi  ^  fraction  comprise  entre  o  et  i ,  conséquemment 

'tant  un  nombre  plus  grand  que  Tunité  ,  on  soustraira  de 
e  plus  grand  nombre  entier  qu'il  contienne,  nombre  que 
us  désignerons  par  y  ^  alors  c— •  ^  sera  une  fraction  corn- 
se  entre  o  et  i  .  et 

-^=d (3) 

a  un  nombre  plus  grand  que  Tunité  ,  et  ainsi  de  suite.  Des 


1  .      1 


1  yy  ^ 


y+2  ^"* — 


Si  parmi  les  quantités  a ,  b  ,  c ,  d,  etc.  ,  il  s'en 
qui  soit  un  nombre  entier ,  alors  la  fraction  contini 
minée ,  parce  qu'on  pourra  y  conserver  ce  nombre 
par  exemple ,  c  est  un  nombre  entier  ,  la  fractio 
qui  représente  le  nombre  a ,  sera 

a  =  «-| 

/3  +  i. 

p 

En  effet ,  si  Ton  substitue  pour  d  sa  yaleur  (3)  da 
sième  fraction  continue  ci-dessus ,  on  aura 


'  1  ' 


C+— i-    j  C  + 


>H — T 

o — y 
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Tinfihi.  En  elFet,  si  elle   se  terminait^  os  pourrait  assigner 
la  fraction  équivalente  ;   donc  Un  nombre  incomtnensurable 
'  serait  égal  à  un  nombre   cômmen^urable. 

Appliquons  ce  procédé  au  développement  en  fraction  con- 

A 

^nue  de  la  fractiqn  ordipaire  ^-^r^  A  ^\  B  étant  des  nomb|:ea 

entiers.  Il  est  d'abord  évident  que  le  nombre  entier  « ,  qài 

.A 

approche  le  plus  ^  en  môinâ,  delà  fraction  -^>  est  le  quo- 

"^  tient  de  la  division  de  A  par  B  ^  le  npmbre  A  étant  plus  grand 
^^■que  B.  Supposant  cette  division  faite  ^  et  nommant  le  quo^ 
.    tient  ce  et  t!^  lé  i-esfe  ,  oii  auraf 

'-;     Pour  avoir  de  même  la  valeur  entière  approchée  iS  de  la 

~'  B 

_  fraction  -^ ,  il  faudra  diviser  B  par  G  ,  et  prendre  poar  % 

le  quotient  en  nombre  entier  de  celte  division  ;  alors  nommant 
D  le  reste;  on  aura 

__/3  =  -,    d'où    c  =  -; 

continuera  donc  à  diviser  C  par  D,  et  le  (]fuotient  sera 
,  et  ainsi  de  suite  :  d'oii  résulte  cette  rè^e  fort  simple  poiir 
éduire  les  fractions  ordinaires  en  fractions  continués. 

# 

4o8-  Diuise%  lé  numérateur  'de  la  fiacthn  pfiopcwée  par  son 

\. dénominateur ,  ut  nontmez  le  quotient  a  ;  divisez  ensuite  le 

dénominateur  par  le  reste,  et  nommez  le  quotient  fi;  divisez 

i,  h  premier  reste  par  le  sectxnd  reste ,  et  soit  le  qn&tièrU  y  ;  con^ 

luez  ainsi  en  divisant  toujours  lavant-dërffiët  teste  par  le 

^ernier ,  jusque  ce  quHl  se  présente  une  division  qui  se  fasse 

ijgans  reste  ,  ce  qui  doit  arriver  ici ,  et  vous  aurez  la  fraction 
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y  + 


f  +  etc. 

On  sait  déjà   par  la  Géométrie,  et  on  démontrera 

loin ,  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  » 

primé  par 

5  14159  fl6555 etc. 

1  00000  00000 * 

£n  faisant  la  division  ,  on  obtient  ces  qnotiena  raccessi&l 
3  ,    7  ,     i5  ,    i  ,    aga  ,    1  ,     1  ,     X  ,     a  ,    etc., 
et  conséquemment  la  fraction  continue 

iH 


■+— . 


1  + 


a  -{-  etc. 

409.  Pour  repasser  d*une  fraction  continue  à  la  fracd'oi 
ordinaire  qui  lui  a  donné  naissance  ,  on  fera  les  réducdoo' 
successives 

et        .1  ct$+ 1  ^       ,        1       et/Sy^y-^A 


7 


''     '  ^  ^      '        fi  +  i  ^>+^ 


1  etCy^  +  yi'+cLf  +  etC+i 

En  examinant  ces  résultats  ,  on  découvre  facilement  q*!* 
numérateur  de  chacune  des  fractions  ainsi  formées ,  eit^ 
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à  la  somme  faite  du  numérateur/<3e  la  fraction  qui  précède  , 
multiplié  par  le  nouveau  quotient,  ou  parlé  dernier  quotient 
introduit ,  et  du  numérateur  de  Tantépénultième  fraction  ^  et 
que  le  dénominateur  de  chaque  fraction  se  forme  suivant  la 

même  loi,  ensorte  que  p7»  q7i  ^  >  étant  trois  fractions  con- 

aécutives ,  et  /^c  le  dernier  quotient  introduit,  ou  celui  qui  cor** 

respond  à  la  fraction  jp ,  qui  suit  immédiatement -p^ ,  on  aura 

R  _  QfJL  +  P 

r 

Pour  démontrer  que  cette  loi  a  lieu  dans  toute  l'étendue  de 
la  fraction  continue,  supposons  qu'elle  ait  été  vérifiée  jus- 
qu'au quotient  fc ,  ensorte  que 

R  =:QiA+P 

si  Von  considère  le  quotient  qui  suit  immédiatement  /a  ,  et 

qu'on  le  désigne  par  [/,  et  par  ^  la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue ,  calculée  jusqu'au  quotient  fc^  inclusivement,  l'expression 
de  ^  sera  ce  que  devient  celle  de  -rp  en  changeant  dans  celle-ci 

"-  a  en  /u  -f-  -7  ;  donc 


•i. 


(donc  la  fraction  -^  se  déduira  des  deux  précédentes  ^1  »?  et 


i 


f . 


A 
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S 
du  quotient  [/  répondant  à  -^  y  suivant  la  loi 

Cette  loi  de  formation  aura  donc  lieu  dans  toute  Tétendut 
de  la  fraction  continue. 

Ayant  donc  écrit  par  ordre  les  quotiens  *,  iS,  y,  ^,  etc., 
on  formera  facilement  les  fractions  correspondantes  comme 
en  le  yoit  cinlessouâ 

« 

ùL        C  y  ^ 

savoir^  le  numérateur  de  chaque  fraction  ,  en  multipliant 
la  lettre  écrite  au-dessus  par  le  numérateur  précédent  et  «jou- 
tant ce  produit  à  l'antépénultième  numérateur  ,  et  procédant 
de  la  même  manière  pour  composer  chaque  dénominatenr. 
Pour  que  cette  loi  de  formation  puisse  valoir  à  partir  de 
la  seconde  fraction  inclusivement ,  ou  écrit  ^  pour  pre«- 
mière  fraction ,  quoique  celleM:i  ne  soit  pas  une  portion  de 
la  fraction  continue.  On  aura  donc  ,  en  représentant  par 
A  ,  B,  Cy  etc.  les  numérateurs  de  ces  fractions  successives, 
et  par  A\  B\  C,  etc.  les  dénominateurs  des  mêmes  fractions, 


A-=^  A 
B  =AQ+i 
C=By+A 
Dz=zCô\^B 
etc. 


A'=i 

B'^A'i 

C^Bfy^A' 

etc. 


A    B    C' 

Les  fractions  résultantes  "F*;g7>^  >  etc.  ont  été  nommées 

fractions  convergentes  y  parce  que,  comme  nous  le  verrons  bien-.] 
tôt  (^4^4)  >  chacune  d'elles   approche  plus  que   celle   qui  la 
précède ,  de  la  valeur  exacte  de  la  fraction  continue  totale. 
Si  la  quantité  a  <^  i  ,  on  a  fle=o,  c'est-à-dire,  ^=o   ^=l 
hypothèses  qu  il  faut  introduire  dans  B ,  C,D,  B^  C  i/etc 
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Si  la  quantité  à  qn'on  veut  déyelopper  en  fraction  con- 
tinue  y  est  une  fraction  rationnellâ  -=^  ,  il  est  évident    qua 

cette   fraction   sera    toujours  la  dernière  dans  la  série  des 

fractions  convergentes;  car,  dans  ce  cas  ,  la  fraction  con-- 

'    tinue  sera  ttrminée  :  mais  si  la  quantité  a  est  irrationnelle , 

-    la  fraction  continue   se    prolongeant  sans  jamais  s'arrêter  » 

;   la  suite  des  fractions  convergentes  ne  ç  arrêtera  pas  non  plus. 

~,       4io*  Lesfrçiciions  convergentes -jf ,  -w?  '•  7^7  >  «i^c.  sont  eUter 

f  ndtwement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  valeur  totale  de 
i  la  fraction  continue.  £ln  effet  ^  à  ne  considérer  que  la  pre- 

mière   fraction  - ,  on  aura ,  en  désignant  par  a  la  totalité  da 

•  * 

la  fraction  continue 

7  Si  Ton  prend  fit +  ^>  comme  le  dénominateur  C  est  plus  petit 
"-,  -  que  le  dénominateur  f -^ 1-  etc. ,  on  aura 

"ïjEn  se  bornant  à  «  -f ,  comme  le  dénominateur  v  est 

.*  ^ 

ilpluspetitquele  véritable,  la  fraction  -sera  trop   grande,  la: 

^fraction    »    '■     sera  trop  "petite  ,  et  la  somme  «t -j-^-^^'^ sera 

y  ■  •    y  • 

petite,  ensorte  que 

1 

•      y 

^^^^  ainsi  de  suite  alternatlTemeiit  :  donc  la  valeur  de  a  est 

?■ 
;. 

\ 

ï 

i    -     .      ■ 
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toujours  comprise  entre  deux  de  ces  fractions  consécutiva 

P     Q 

4ii.  Si  on  multiplie  en  croix  les  termes  de  deuxfractiom 

PO  .     '  . 

convergentes  àonsécutiues  'p?9  j^  »  ^'*  ^"^^^  toujours  la  diffi^ 

rence  des  produits 

savoir  '^  i  ,  si  la  fraction  ~-  est  du  nombre  des  fractions 

plus  grandes  que  a ,  ou  si  elle  est  de  rang  impair ,  la  frac* 
tion  {'  étant  la  première  ,  et  —  i  si  elle  est  une  fraction  plus 
petite  ou  de  rang  pair. 

En  effets  si  l\>n  considère  trois  fractions côxidécuti?es 

P     Q    R 

et  que  p,  soit  le  dernier  quotient  introduit  dans  la  firactîoB 
•^  ,  on  aura^  d* après  la  loi  démontrée  (409),. 

R~Qp.  +  P,    /Î'5=Q>+JP'. 

d'où  Ton  déduit  ^^ 

On  aurait  de  même  en  représentant  par  jp  la  fraction  qtn 

P 

^précède  immédiatement  -^ , 

QiP%-PQ'=OP'— P0'=— (PO'—  OP^ 

et  ainsi  dâ^  suite  ^  en  remontant  jusqu'aux   deux    premières 

n       .        1       fit        . 

fractions  -  et  -  ^  qui  sont  comprises  dans  la  loi ,  et  pour  les- 
quelles la  différence  analogue  est  «Xo— 1X1  ss—  *  ; 

ensorte  que 


■V7 
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On  peut  déduire  de  cette  propriété  plusieurs  conséquences 

importantes  :  on  en  conclura  d'abord  que  les  fractions  -Tf%^> 

etc.  sont  déjà  réduites  à  la  plus  simple  expression ,  car  si  C  et 
C ^  par  exemple,  avaient  un  commun. diyiseur  autre  que  l'unité^ 
il  faudrait^  d'après  la  propriété 

que  l'unité  fût  aussi  divisible  par  ce  commun  diviseur  ;  con« 

clusion  qu'on  déduirait  de  la  même  égalité  à  l'égard  de  -^« 

La  propriété  que  nous  venons  de  démontrer ,  trouve  son  ap- 
plication dans  l'analyse  indéterminée. 

4is*  Evaluons  maîntepant  la  différence  entre    une  -frac- 
tion convergente  quelconque   et  la  valeur  a  de  la  fraction 

PO 

continue  totale.  Pour  cela  soient  toujours  •=;  et -^ deux frac- 

tîbns  consécutives ,  et  /x  le  quotient  qui  correspond  à  •=/  5  en* 
sorte  que  ' 

si ,  à  la  place  de  ^c ,  on  écrit  le  reste  de  la  fraction  continue  1  è 
partir  defc  inclusivement  »  on  aura  ^  en  désignant  ce  reste  par 
^,  et  la  totalité  de  la  fraction  continue  para^ 

3'où  on  déduit 

„     Q-Qy+P     Q  _  PQ'-P'Q 


P  _Qy+P      P  _{QP'-Q'P)y y    - 

P''~Q'y+P'    P""  P'(.Q'y+P')       'P'(.Q'y+P"> 

P  0 

Kies  dilTérences  a  —  p7  >  ^  ""  n^  °^^  donc  toujours  des  «ignei 


4»  <^4w?».? 

contraire^ ,  f t  ççs$ique^m«nt  la.  vaseux   da  m  tti  compiîse 
entre  deux  fractions  consécutives,  propriété  démontrée  (4io). 

Soit  (A  le  nombre  entier  immédiatement  moindre  que  y , 
ènsorte  00^*011  ait 


on  aura  aussi 


ddnc 

4i3*  -^^Tt^^  r erreur  qu^on  cxymrtiètttt^  en  prenant  uuefrac" 
tion  toiivergênte ^'en  place  de  ta  fraction  continue  totale^ 
sera  lk>ujours  moindre  que  l'uni fé.  divisée  par  le  produit  du 
dénominateur  de  cette  fraction  par  celui  de  la  fraction  immé* 
diatement  oonséeutiue,  mais  plus  grande  que  tumté  divisée 
par  la  somrne  du  même  produit  et  du  carré  du  dénondnaUur 
de  la  fraction  sur  laqueUe  ou  opère* 

Or,  les  quotiens  a,  ff,  y,  etc.  étant  des  nombres  entien 
positjjfs ,  0:9  a 

i^<  Ç',  Ç'<  R',    donc     q'B!>  Q'S  -^  <  -^^  ; 
donc  ,  à  plus  forte  raison , 

donc  i erreur  commise  en  prenant  une  finction  quekowpâ 
pour  ia  fraction  tojtale ,  ^st  toujours  moindre  que  runitéS^i 
visée  par  le  carré  du  déniomiv^eur  de  cette  fraction* 

.C'«s*  çl^ajirès  ce  principe  qu'on  éâtimé  4'aprpximatîen  il 
la  fraction  décimale  correspQndante  ^  une  portion  doJifl^l 
d'une  fraotion  eontinue  i4^j).. 


{ 
1 
( 
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41 4'  I^es  valeurs  que  notli  venons  de  trouver  des  différences 
ç.— ^,  a  —  p7 ,  on  déduit 


(Ty  +  iy 


y 


%t  9 


qy+i» 

t    et  en  divisant  ces  deux  égalités  Tune^  par  l'autre , 
.    or  y  est  plus  grand  que  Innité^  donc 

« 

et,  à  plus  forte  raison  ,  à  cause  de  Q'>/*', 

•^— a<o— p7. 

DoTic  la  différence  entre  la  fraction  continue  totale  di ,  et 
une  fraction  quelconque  y  est  moindre  que  la  différence  entre 
a,  et  la  fraction  qui  précède  immédiatement  celle-là. 

Cette  propriété  est  celle  qui  (4^9)  a  fait  donner  à  ces  &ac- 

tiens  successives  -7,1-^  >  etc.  le  nom  de  fractions   conver-^ 

gentes. 

4iS.  Nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent,  que  la  re- 
cherche de  la  partie  entière  de  la  racine  d*une  transformée , 
était  d'autaut  plus  laborieuse  ,  que  cette  racine  était  plus 
grande.  Nous  nous  proposons  ici  de  réduire  la  difficulté. 

Soit^  par  exemple,  Téquation 

a? — X*— a;»-f.i=:o. 

Cette  «quation  comporté  trois  racines ,  Tune  entre  o  et  i , 
la  seconde  entre  1  et  a ,  et  la  troisième  entre  — i  et— i^. 
Cherchons  d  abord  à  approcher  de  la  seconde.  A  cet  effet , 
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nous  calculerons  les  transformées 

partie  entière. 

i%.,.— y^— y+2y+i=o •'  i 

a°....     z3— 52*+2z+i=o 4 

3*» — t*^3t*— 4i  +1  =o ad^ 

4° iSiu^ — 391  u* —  épu-^  1=0.. 2 

5o_.._ig7j,3^  5G8i/*+  e95t/+i8i=o..,..  5 
G°....  aoSgw^— laiGw* — laoSiv  — 197=0 1» 

Ainsi  ,   les  fractionâ(  convergentes   qui   expriment   cette 

^     1    2    û    18a   373    i3oi    1674  ^  , 

racine,  sont  ,  -,  -,  g^, , , ,  >    ;  ■»  On  est  assuré, 

*  1  '  i'*5*  ICI*  ao7     7aa  *  9^9  * 

d'après  ce  qui  précède ,  que est  ^  jc ,   et  n*cn  diffère 

pas  de  - — r^  ,   de  sorte  que  r&pproximation  i,8oi$3g  «ît 

exacte  jusqu'à  la  sixième  décimale. 

Pour  la  racine  comprise  entre  p  et  1 ,  on  obtient  les  îxhc-' 

^     o     1      4     81       iGG       670        745       . 
t.pn«  convergentes  -  .  -,-._,  g-^,   _^  ,_,  et 

J?  =  0,445054. 

Enfin  pour  la  racine  négative  on  changera  xen  — X|et 
par  rapport  à  l'équation 

x^  +  X*— aa:— I  =  0 , 

on  cherchera  là  racine   comprise  entre  1   et  a  ;  or  ,  conuD« 

l'équation  ci-dessus  est  la  première  transformée   en  ^ ,  ce  qui 

est  un  incident  heureux  ^  on  formera  facilement  les  fractiont 

1  5         ICI  ao7  792  qaq 

convergentes--,  -^.  -  _._  ^-  ,  _7__^  _g_^...^ 

d'où  a;  =  —  1  ,aGG9t57. 
Maintenant ,  soient  <l  la  partie  entière  de  la  racine  de  la  cin- 

quième  transformée  en  v,  -rrr ,  ^,  :  les  deux  dernières  fractiom, 

P^    \) 

convergentes  dont  là  dernière  jy  correspond  au  quotient  <»«'"|4 


[ 
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r  pour  ponssel*  plus  loin  rapproximation  ^  il   faudrait   écrira 

)    tt  -4 .au  lieu  de  rinconuue  dans  la  dernière  transformée. 

i    Ainsi  (/ilà) 

on   déduit  de  là 
?  P  — P'a: 


en 


I   Si  l'on  fait  en  partie  cette  division,  et  qu'on  observe  (4ii) 
r  que  QJP' — PQ'  =  ±:  i ,  on  trouvera 

faisant  ^=07-—  ^  =  différence  entre  x  et  sa  valeur  ap- 

prochée.  Soient  J',«f". , . .  les  différences  entre  —7  et  les  au- 
tres racines  de  la  proposée  »  pour  lesquelles  w  est  ^  1  ,  et 

<3é8ignons  par  w'^w" les  valeurs   de  w  correspondantes 

clans  la  transformée  ^  ^ 

ji^m  ^  ^ïv"*^'+  ^w'""^+  etc.  =  o  , 
<:e  qui  donne 

—  -j  =  w+w'  4-w''+eto.; 
t^ous  aurons  ces  m— 1  valeurs 

'--_:?^-f--JL.     "         P'  ^    .1 
où 


a-  - 


r  les  différences  J^,  ^ . . . .   sont  plus  grandes  que  l'unité  ; 
d'ailleurs  Q'  croît  à  mesure  qu'on  approche  de  x  :  ainsi  le 

Icrnier  terme  de  la  valeur  de  w ,  savoir  -L  ^i.  ^.i. .  _  Vend 
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à  devenir  négligeable,  M  il  peut  en  effet  être  négligé,  1 
qn'oa  a  déjà  pt>U3*é  l'approximation  assez  loin.  Ënsoite  < 
celte  époque , 

"  -         Ç'  A 

Pour  l'exemple  ci-dessus  ,  on  a 

P'       207  '  7^        yaa  '  ' 

et  en  passant  de  ta  cinquième  transformée  en  v  à  la: 


^ 


l 


} 


yi      aoSfl  73a      aoSg        i48b"5ç)8' 

La  dernière  fraction  donne  l'entier  1  ,  et  si  on  la  rii 
en  fraction  continue  ,  on  trouve  cette  «érie  de  qaot 
I,  6,  10,5  qui  sont  Ie«  entiers  des  racines  des  transfoni 
mivaates  ,  qui  répondent  à  celles  qu'on  considère.  Voye 
Théorie  des  Nombres  de.  M.  Legendre ,  et  la  Hésolulun 
méri<fue  de  M.  Lagrange. 
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CHAPITRE  XXXII. 

I 

m  abrégé  d'obtenir  un  nombre  plus  petit  que  la 
'^  petite  différence  entre  les  racines  iune 
lation. 

Lj  e  moyen  le  plus  direct  d'obtenir  pnelimite  plus  petita 
L  plu3  petite  différence  entre  les  racines ,  est  de  calculer, 
le  nous  l'avons  vu  (3gS) ,  Téquation  même  dont  les  ra- 
seraient les  différences  entre  celles  de  Téquation  don— 
et  de  déterminer  ensuite  par  les  méthodes  connues  /  la 

de  la  plus  petite  racine  de  cette  équation  ;  mais  pour 
ue  le  degVé  de  cette  équation  soit  élevé  ,  celui  de  l'équa- 
les  différences  monte  si  haut ,  qu'on  est  effrayé  de  la 
eur  du  calcul  nécessaire  pour  en  trouver  tous  les  termes. 
.agrange  ajoute  :  u  Comipe  cet  inconvénient  pourrait 
dre  la  méthode  générale  impraticable  ,  je  me  suis  long-7 
ips  occupé  des  moyens  de  l'affranchir  de  la  recherche 
l'équation  des  différences  ,  et  j'ai  reconnu  en  effet  que  , 
s  calculer  en  entier  cette  équation  >  on  pouvait  néan- 
ns  '  trouver  une  limite  moindre  que  la  plus  petite  de  ses 
ines,  »  Nous  ferons  connaître  cette  méthode  surunezem- 

et  nous  prendrons  à  cet  effet  l'équation 

avons  trouvé  pour  Téquation  aux  différences  des  racines 
')8aiit  y 


43i9  iLtut.»  t 

FdMHH  mtintauut  asx-i;  ca  ipd  duniga  l'Âqaati 


r 


laquelle  devient  en  multipliant  par  t'  et  divisant  par 

mais  L  étant  un  nombre  plas  grand  que  la  plus  gri 

racines  :  de  cette  équation  ,  —  sera  la    limite  chem 

comme  le  plus  grand  coefTioient  des  termes  négatif 
équation,  pris  positivement,  et  augmenté  de  l'unité, 
grand  que  la  plus  grande  des  racines  positives  de  est 
tion  (578),  il  n'y  aura  qu'à  chercher  la  plus  grande  valei 
tive  qui  résultera  de  la  substitution  des  racines  de  la  p 

X=Ojàla  pUc*  dfl  X  dm  iMooaffieiMu  -^^  -^de 

tion  ta'i,  «t  mtva»  nn  Dombn'plui  grand,  le  prendi 
tirunent  etl'aagtiicnter  de  l'nnitéj  ce  sera  L, 

Si  le>  coefficiciu -p,  ^ ,  ne  contenaient  qiiajes  pni 

de  X  uns  dénomlDateor ,  on  pourrait  résoudre  la  q 
en  substituant  à  la  place  de  x  dans  les  termes  positifi 
limite  plus  petite  que  la  plus  petite  des  valeurs  paùtives 
et-dans  les  termes  négatifs  une  limite  plus  grande  c 
pins  grande  de  ces  valeurs  ;  car  il  est  visible  qu'on 
ainù  des  quantités  négatives  plus  grandes  que  les  \ 
négatives  que  pourrait  recevoir  chaque  coefficient  par  la 
titntion  de  chacune  des  racines  positives  de  la  proposée 
Pour  avoir  égard  anx  racines  négatives  de  la  même  éqnal 
n'y  anrut  qn'i  changer  dans  les  expressions  des  mêmes  coell 
xeu  —  x,  et  substituer  dans  les  termes  positifs  une  val' 
X  plus  petite  que  la  plus  petite  racine  négative  prise 
tivement  ,  et  dans  les  ternes  négatifs ,  une  raclas  da 
grande  qœ  la  pins  graoo*  de  ces  racines,    La   plus  { 
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ijnantités  négatives  trouvées  de  cette  manière  pourrait ,  sans 
pule  ,  être  employée  pour  la  limite  cherchée  L. 
'oute  la  difEculté  vient  donc  du  dénominateur  Y ,  qui  con- 
t  aussi  rincônnuex  ;  mais  si  l'on  prend  un  polynôme  tel  que 

1  =  0;*+  007  +  6 

3  lequel  a  et  &  soient  des  coelEciens  arbitraires^  et  qu'on  le 
tiplie  par  le  polynôme  Y  ou  par  3o:* — 7,  on  aura  le  produit 

^r=3a,-*+3ao:3  +  (56  — 7)x*— 7ax— 76, 
s  l'équation  X=:  o  ^  donne 

x^=:7x— 7,     d'où    oArzz'jx^  —  70:: 
mt  cette  substitution  dans  ^Y  ^  il  viendra 

^r=  (3i+i4)x*+(i4a— aOor-sraia— 76. 
posera  donc 

36,+  i4=o>  i4^'^ski^=:oi  —  flia— 7i=X, 

i  '         •  ' 

séquemment  le  poljmome 

*:     ^  .  3         14 

le  là,  en  multipliant  par  Z=3o;^  et  substituant  pour  o:^ 
aleur  ^  on  obtient 

gZ  =  '2a:*+7x— ai. 

sorte  que  Téquation  en  i  devient ,  après  avoir  remplacé 
>âr  sa  valeur  -=•  ; 


les  cœfiiciens 

Z^  270:*+  42X-^  1 26 

K  7 

it  plus  qu  un  nombre  en  dénominateur. 
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Cherchons  par  la  méthode  de  Newton  (383)  les  limiter 
Heures  et  inférieures  des  racines  positives  et  négatives  de 
posée  ;  la  transformée  en  /  -f-  £ ,  est 

X  +  ra  +  Z«*  +  z^ 
en  posant 

X=P—7l  +  7.    r=3^— 7,  Z  =  6/. 

la  valeur  de  /  qui  rend  ces  coeiticiens  positifs  ,  est  s , 
supérieure  des  racines  positives.  Si  Ton  change  a?  en  — j 
même  temps  les  signes ,  s'il  est  nécessaire ,  comme  di 
exemple ,  afin  que  le  terme  de  plus  haute  puissance  s 
«ilif ,  on  trouve 

X=P—7l—7,    r=3^— 7,     Z  =  5l: 
1=^4  ^^^^  ^^^  coefficiens  positifs  :  en  nombre  fractioi 

on  pourra  prendre  — ,  qui  sera  une  limite  plus  gran 

les  racines  négatives  prises  positivement.  Pour  avoir  les 

inférieures  y  on  changera  pour  les  racines  positives  a 

dans  la  proposée  ,  et  l'ayant   multipliée    par   x^  et 
par  7 ,  on  aura  celle-ci  : 

7 
dont  la  transformée  en  /+£  donne 

X^:/'— /»+\     Y  =  3l'  —  2l,    2:  =  3/-i, 

7 

5  A 

coefficiens  qui  deviennent  positifs  par  /=-;  ainsi  - 

4  3 

limite  inférieure  des  racines  positives.  Pour  obtenir  la 

inférieure  des  racines  négatives  ,  on  changera  dans  la 
formée  en  -,a?en— x,  puis  les  signes  de  l'équation, 
donner^ 

7 

coe 
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Ujuation  pour   laquelle  on  a  par  le  changement  de   x  en 

coefiiciens  qui  deviennent  positifs  par  /  =  ~  ,  ensorte  que  3 

sera  la  limite  inférieure  des  racines  négatives  prises  positi*- 
vement. 

On  a  donc  trouvé  pour  les  limites  des  racines  positives  ; 
^eta  ,  et  pour  celles  des  racines  négatives  prises  positivement 

3  et—. 

On  substituera  donc  d'abord  ^  pour  x  dans  les  termes  po-* 
«itifs ,  et  a  dans  les  termes  négatifs  des  deux  coefiiciens 

Qyxi^+4^x — iq6       6x^4- 9>g  —  q8 
7  7     ^ 

et  Ton  trouvera  les  résultats ,— — »  Puis  après    avoir 

7    .^1 

changé  a:  en  — -  j;  ,  ce  qui  donne 

«7x* — 4^x — laG   6x*  — gx— a8 
_      ,      _     : 

*  3i 

on  écrira  3  pour  x  dans  les  termes  positifs  ,  et  — dans  les  né« 

catifs ,  et  on  aura  les  résultats  —  ^r,  —  — .  Puisque —  est 

'  35         7^  7 

le  plus  grand  des  résultats  négatifs  ainsi  obtenus ,  on  posera 

L  =  — 4-1,  d'oà-i=— 
7  ^29 

pour  la  limite  moindre  que  la  plus  petite  des  diS^érences  entre  ' 
les  racines  de  la  proposée. 

On  a  trouvé  par  l'équation  même  des  différences,  —=:  =  ^ 

5t 


4  où  roit  Toit  qMlÀ  BiCtbode  précédaitlii  dpfÀar^  4;WtIiM[^ 
une  limite  un  peu  plot  petite ,  mais  que  la  dÊSénaeà  eet  jim^. 
contidérable.  An  ntfe,  ajonte  M,  Lamuufi  i,<iuifri^piftjppv  vl 
équation  da  troinfane  Atigti,  il  nj  ut  ma  i  gnpMT  par eeUÉ 
médiodemr  la  longpenr  da-i^i^y  Un'e^||(yip^|l||M,^^ 
pour  iea  équations  des  degrés  suplnetari  ;  car  b.  apodire 
opémtions  qu'elle  exigis,  n'augmente  qln  coountf'ïedhfridlr  "i 
réqnation,  an  lieu  que  celui  des  opérations  nécasariris  fM^  : 
calculer  réquation  des  diffS&rencesf^  f^gouuit^fpnwslptlf.  cÉDiT 
de  ce  degré. 


•f         .V 


r 


.  u  /  "Si:'"  c  M^ 


\ 
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CHAPITRE   XXXIII. 

^e  quelques  expédiens  auxquels  on  peut  recourir 
dans  la  recherche  des  racines  réelles  ^  entières  et 
incommensurables  des  équations  numériques. 

j^MJLk  méthode  suivante  due  à  Newton  ^  mérite  d*êtr6 
»nnue ,  et  peut  ^  dans  plusieurs  cas,  être  employée  avec  ayan- 
ge  pour  obtenir  les  racines  entières. 

Soit  toujours  Téquation 

xT  +  Ajf^'^  +5a:«-^-}. ..+  ^=0, 

i*on  suppose  exactement  divisible  par  le  facteur  x  dza  i 
iquel  cas—  a ,  ou  +  a  est  une  racine  :  on  aura  donc 

«+^x«-*+. . .  .+F'=(x±:a)  {x«-'+^'x«-^+. ...  7^}  : 

• ,  si  Ton  suppose  dans  les  deux  membres  de  l'identité  cî^ 

ISSUS  , 

K  résultats  numériques  de  ces  substitutions  dans  le  premier 
cmbre ,  seront  divisibles  par  1  ±ia,  rfc  a  et  —  i  ±:  a,  nombres 
li  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  différence  est 
mité. 

D'où  suit  cette  règle  pour  trouver  les  racines  entières 
jne  équation  :  Ecrivez  dans  la  proposée  ,  pour  x  les 
mbres  1,  o  et-^i  ;  cherchez  tous  les  diviseurs  des  résul-^ 
îs  ,  que  vous  écrirez  sur  trois  lignes  Tune  au-dessous  de 
utre  :  si  de  la  première  à  la  dernière  ligne ,  on  trouve  t^'ois 
frtbres  en  progression  arithmétique ,  h  nombre  intermédiaire^ 
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ou  celui  qui  se  trousse  parmi  les  diviseurs  de  V,  doit  être  essayé 
en  -\'et  en  —  comme  racine  de  la  proposée.    • 

41 8.  Si  Ton  ne  trouve  aucune  progression  entre  les  diviseurs 
des  trois  lignes  »  on  sera  certain  que  la  proposée  n'admet 
aucune  racine  commensurable.  Mais  de  ce  qu*on  trouve  une 
ou  plusieurs  progressions  de  cette  espèce^  on  ne  doit  pas 
conclure  que  la  proposée  admette  une  telle  racine  :  c'est  ce 
qui  motive  cette  restriction  de  Newton  .*  il  faut  essayer  chaque 
nonibre  intermédiaire ,  ou  le  diviseur  de  f^  qui  est  enchâssé 
dans  cette  progression. 

Faisons  une  application  de  la  règle  à  Téquation 

x^ —  Sx'* —  iSx  +  7a  =  o  : 

les  substitutions  a;=  1 ,  j?  =  o,  x=: — 1  donnent  les  résul- 
tats 5o  ,  7a  et  84  :  à  côté  de  ces  nombres ,  je  dispose  hori- 
zontalement leurs  diviseurs ,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  tableau 
ci-joint  : 


.  5o 

1,  2,  5,   10,  a5,  èo 

72 

1,  2,  3,     4,     6,     8,    9,  12,  18,  24,  36,  72 

84 

1,2,3,     4,     6,     7,12,14,21,28,42,84 

Je  trouve  parmi  les  diviseurs  ,  les  'progressions  1,2  et  3; 
5,4ct3;5,6>et7,  dans  lesquelles  les  termes  moyens 
+  3 ,  —  4  ®^  +  ^  satisfont  à  la  proposée. 

419.  Souvent  on  obtient  plus  "de  progressions  arithmé- 
tiques que  l'équation  n'a  de  racines  :  afin  de  réduire  les 
épreuves  au  plus  petit  nombre  possible,  on  fera  ,  par  exemple, 
a:  =  2.  Par  cette  nouvelle  supposition  ,  le  diviseur  de  J' équa- 
tion devient  2  ±  a ,  qui ,  étant  en  progression  arithmétique 
avec  les  précédens ,  avertit  que  parmi  les  progressions  déji 
trouvées ,  il  ne  faut  admettre  que  celles  qui  sont  continuées 
par  les  diviseurs  du  nombre  qu'on  obtient  «n  écrivant  â  pour 


-r* 


V. 
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5;  dans  la  proposée»  En  procédant  de  cette  manière  ,  on 
y;  dimînviera  euccesshement  le  nombre  des  progressions^   On 

trouvera  de  plus  amples  détails  sur  ce  point  y  dans  VAritk-' 
^  métique  universelle  de  Newton, 

420.  Nous  allons  considérer  en  même  temps  les  racii^es 
eommensurables  et  incommensurables  inégales ,  rechercher  la 
^'  'partie  entière  de  ces  dernières^  sans  former  l'équation  aux 
i.  différences  ^  et  par  le  même  procédé ,  approcher  de  cet 
,    racines. 

Soit  réquation  du  cinquième  degré 

x*—  90:*+  4^  +  66x*—  lax—  99  :=  o  ^=y , 

l«â  substitutions  pour  x 

— ^  2 ,    — -  1  >  o,         1  ,        a  ,      3    etc. 

donneront  ces  résultats 

y  =       — 19>     —35,     —99,     ^42  ;.    +Si,     +81  etc. 
^t£S£.  !""••... — 16,     —64,    4-5o,     +110,     +  aa 

:";.     »•»".....— 48,  +ii4,   +60,  —go 

r^^  '        3*°" +1S3,     —54,      — l5o 

: '(         4'~" .— aiG,     —96 

5«»"... +120. 


-  .■•t 


-  >|  Eh  retranchant  un  résultat  j^  du  suivant ,  on  a  la  différence   ^ 
r^i^  placée  au-dessous  et  entre  les  deux. 


En  retranchant  une  différence  première  de  la  suivante,  on 
.^ibtient  la  différence  seconde   placée  au-dessous  et  entre  le» 


Js.On  opère  de  la  même  manière  sur  deux  différences  secondes 
^■msécutives ,  pour  avoir  la  difféfçâce  troisième  inférieure  et 
IHpt^^i'médiaire  /et  ainsi  de  suite. 

^  '^  On  arrive  toujours  à  une  ligne  de  différences  constantes , 
i'I^f^  dont  les  différences  sont  nulles.  Ces  différences  constantes 
r^Skixt  126  pour  toute    équation  du  cinquième  degré ^  et,  en 
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général ,  la  différence  constante  est  égale  au  produit  de  la 
suite  des  nombres  depuis  i  jusqu'au  nombre  qui  marque  le 
degré  de  Téquation  (i52  ,  note). 
L'équation  étant 

Soox^  —  48860:^+  4o2a;*+  2i35a:+  37a  =  o  =jf 
aux  Taleurs  de  x, 

—a,  —1,  o,  1,  3,    5 

correspondent  ces  résultats  pour  y , 

+ao79o,      4-3o34j     +37»,     —1476,    — iG83o,    o 
et  ces  différences 

jere.  __,7^66.    — aGSa,     —1848,    — 15354,     4-iS83o 

a«"" +i5ii4,     +804,    — i35o6,     +3ai84 

3*"*" —14310,    —14310,     +45S90 

4'"'** o,        +S0000 

5'"" +G0000. 

La  différence  cinquième  constante ,  est  égalé  i  lao,  diffé* 
rence  constante  pour  toute  équation  du  cinquième  degré  dont 
la  plus  Haute  puissance  a  pour  coefficient  Pnnité,  multiplié 
par  5oo  ,  qui ,  dans  cet  exemple  ,  est  facteur  de  pc^. 

Au  moyen  de  ces  différences^  il  deyient  facile  de  con- 
tinùer  la  série  dès  résultats  dus  aux  substitutions  en  pro- 
gression arithmétique ,  faites  pour  x ,  et  de  la  prolonger  au- 
dessus  et  au-dessous  du  zéro ,  jusqu'aux  limites  des  racines 
positives  et  négatives. 

Dans  le  premier  exemple  ,  lao — 96= «+-34  ,  différ.  4*; 
^.24.—  i5o=—iaGdiff.3«"«;  — 126—90  =  — 216  diff.a»; 
—  216+20= —  196  diff.  i*'*|  — 196+81=—  iiSquiest 
le  résultat  provenant  delà  substitution  x=+4  dans  la  pro- 
posée. On  pourrait,  de  la  même  manière^  prolonger  les  ré- 
sultats au-dessous  de  — -  a. 

Msàs  Qu  observera  que  la  différence  entre  leaaubstitatîons  cor: 


1 
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respondantes  aux  résultats  ainsi  obtenus,  étant  nécessairemeut 
l'unité^  deux  de  ces  substitutions  successives  qui  donnent  des  ré- 
sultats de  signes  contraires ,  peuvent  intercepter  des  racines  en 
nombre  impair^  et  qu'aussi  deux  substitutions  qui  donnent 
des  résultats  de  même-  signe ,  peuvent  comprendre  des  racines  ; 
mais  en  nombre  pair  (  chap.283  )  ,  ensorte  qu'il  y  a  incerti  j 
tude  sur  l'existence,  sur  le  nombre  et  sur  le  lieu  des  racines, 

.  même  lorsqu'on  sait  d'avance  qu'elles  sont  toutes  réelles  ,  à 
moins  cependant  qu'elles  ne  soient  commensurables. 

Revenons  au  premier  exemple  :  en  continuant  vers  la  gauche 
les  séries  des  différences,  on  aurait  des  résultats  j^  qui  devien- 

'  draient  de  plus  en  plus  grands  négativement  ;  car  la  cin- 
quième différence  accroîtrait  la  valeur  négative  de  la  qua- 
trième ;  celle-ci  augmenterait  positivement  la  troisième  ,  qui 
augmenterait  négativement  la  seconde  ,  d'où  résulterait  unô 
plus  grande  différence  première  positive ,  et  enfin  une  plus 
grande  valeur  négative  de  y.  Vers  la  droite,  on  ajoutera  la 
différence  cinquième  à  la  quatrième,  la  somme  à  la  troisième, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  y,  et  poura?=+4>  on  trouvera 
y=  — 11 5.  Si  on  continue  cette  opération,  on  rencontrera 
y  =  — 379  et  ^^=-1- 1981  pour.a7=-f-7  et  xrrS,  et,  à 
partir  de  cette  époque ,  on  ne  doit  plus  obtenir  que  des  ré- 
sultats positifs  ;  car  ,  à  la  longue,  la  différence  constante  po- 
sitive ,  doit  rendre  telles  toutes  les  autres,  ^însi  que  les  valeurs 
àe  y.  De  tout  ce  qui  précède ,  on  conclura  l'existence  d'un 
nombre  impair  de  racines  entre  +  1  et+a ,  entre  +3  et +4, 

',    entre  +7  et  +8. 

Si  Ton  observe  la  marche  des  résultats  ou  des  ordonnées  né- 
gatives —49 1  — 99  >  — ^5  >  —  ^9  >  — ^49  %  etc. ,  on  verra  que- 
la  courbe  tracée  par  leurs  extrémités  ,  se  rapproche  de  l'axe 
vers  l'ordonnée  —  19  moindre  que  celle  qui  la  précède  et 
que  celle  qui  la  suit  ,  pour  s'en  éloigner  ensuite,  ce  qui 
peut  faire  soupçonner  l'existence  de  ideux  intersections , 
ou  d'un  attouchement  entre  les  ordonnées  —  19  et  —  35. 
Il  peut  aussi  ne  pas  exister  d'intersection  entre  ces  deux 
ordonnées.  Il  est  donc    assez   naturel   d'essayer    une    va- 


'4B8 
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.fan  +  ^'  pMY  tMItat  cwregpondiBt  î  fl  jr  m  Aâpe 
•   '  .   ,'      .  S  S"    ■ 

Bàiif  ATOM  les  limitet  des  cinq  nçfai^  p  et  ff  jija  ml»  pblli^ 
qu'à  fn  trouver  des  Talenrs  plus  approehiM^  09  fM  non»'; 
Curons  plus  loin  d'après  les  mêmes  principea* 

Dans  le  second  exdnpia  ,  les  snbstitotioiia  o  et  liaftnee^: 
taiit  au  moins  ime  racine;  le  nombre  3  iHrtisfp^^  .efedr^^prè|1 
snarche  .des  dernières  différences  à  drofte  ^  dnntf  chaqae  Ugse, 
il  ne  fant  pas  cbercber  de  racines  an^disssae  d|^*  iOainttaMlj 
«omme  nons  Tâtons  dit,  les  lignes  des-diSirMeas  et  ds» 
enitatsTersla  gancIie,on  trottveralesrèsultiUaHrT^Soi— •ao] 
correspondans  à  jp^-^S  et  x^s— 4\  P^  Wténltili 
yê^  seront  continuellement  .négatifs /ainsi  (|dV»  pour», 
jnger  à  la  seule  inspection  des  dismièree  difiEereaces 
'nves  à  gauche.  Si  à  l'effet  de  diviser  l'inteiVaUe  oonskaitl 
entre  les  substitutions  —a  >  •-«  1  >  o^ .  1 ,  etc. ,  on  fait  ior=^. 
ce  qui  donnera  la  transformée^ 

y— 977y+8o4y»+4a7ooy+744oo=o 

et  qu'on  opère  encore  par  les  différences  ,  on  aura  pour^:^| 

1—5,  —4,  —3,  —a,  —1,  o,  i,  a,  3,  4,  5,  6,7,8 

ces  résultats  4 

o,  ,0  ,0 

donc  y =8  et  a:=:o,8;  y=-— a  et  x=z — o,a;  y=— 5etj 
07=— P>5  ,  et  enfin  j?=;  3.  Comme  la  proposée  manqae  dij 
second  terme  ,  la  somme  des  cinq  racines  prises  en  sif 

3i 

contraires  ,  est  nulle ,  ce  qui  donne  ^  — ,  pour  la  cinquiè 

racine,  et,  en  eff^t  |  on  sait  déjà  qu'elle  tombe  entre -*• 
et  —4, 
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Nous  traiterons  encore  deux  équations  dont  les  racines  sont 
en  partie  réelles  et  en  partie  imaginaires. 

Soit  d'abord  Téquation 

—  7X*— 4^+a:*— i7Jp+29  =  o 
les  substitutions 

—3,  — 1,  o,  1,  a  etc. 

pour  X  ,  donneront  ces  résultats 

— 13,         +44,         +29,         +a,         —145 
DiflP.  i»"".+57,        — 15,         —27,       —147 

2*"*" — 72.  -î-12,         ^120 

3«"*" +60,      —108 

4«»" — 1G8.     ^ 

Il  ne  peut  y  avoir  de  racines  réelles  au  -  delà  des  limites 
+  2  et  —2  y  ce  qui  résulte  de  la  marche  des  différences, 
li'une  des  racines  est  égale  à  1  +z ,  l'autre  à  —  1  —  z. 

Faisons  x=  1  +  2,  et  nous  aurons  la  transformée 

—  7z^— 32i' — 53z*  —  55z  +  2=  o  : 
comme  z  doit  être  fort  au-dessous  d'un  dixième  ^  posons 


iooz=ry,     d'où    z=-^^, 
•^  i( — 


,00 

l'équation  précédente  deviendra 

— 7j^  — -32oqy^ — 53ooooy* —  55oooopoy  +  200000000 

et  on  aperçoit  facilement,  sans  employer  les  différences,  que 
les  substitutions  3  et  4  ^ont  les  seules  qui  donnent  des  signes 
contraires. 

Pour 

y=Z\  f+3oi43o35 

y=4i  1  — 28986692. 

Faisant  de  même  a;=—  i  -^z ,  la  transformée  sera 
— yz^'^24z^ — 29s* -f-3z-f- 44=0» 


tcvssy,     d'où     s=-^,     4^ 
«t  U  pricMsiita  dsTisiidn.  ^  S 

Qa'oa  n^^oM.  jf  = 

o  >         ■»■.„.    5   .  i 

jet  on  mn  Iw  rtnltats  ■      '      '      . 

-f44oooo,    ^fi^8^.  -H39368,  +4i5853,  -I-3S8448' 
Diff.  !•"• — 147    ,  —7485,      — i65i5,     — a74o5 
fl™"...— ^8,        — goîo, 
S»^' ' ...— i6g3,        — i86o 

-  rifr* 

lui  lomma  ton}oiin  crcûmnte  négatifeinent  des  itraièresM: 
firences  à  droite/  coiiduiTa  bientôt  â  un  résultat  négatif, 
et  pour  , 

y=  q  î  f+iiai3 

-"  •'  !■      on  trouvera      {        _ 

y^ioj  t  —  looooa. 

Vers  la  gaucbe,  les  résultats  croissent  positivement; 
y  y*  iQ ,  les  résultats  restent  négatifs  î  toutes  les  substili^ 
îions  entre  deux  valeurs  consécutives  de  y  ne  peuvent  faire 
découvrir  et  même  soupçonner  les  deux  autres  racines  ^^ 
faut  regarder  comme  imaginaires. 
A  l'égard  de  l'équation 

on  trouve  une  racinq  entre  -}-  i  et  +  2  ,  mais  trèa-voisine  i» 

+  1  ,  et  une  autre  racine  =  —  j  ,  et  comme  cette 

pas  multiple  ,  et  que  pour  les  substilulions  -f-  o  , 

de»  résultats  de  même  signe  ,  il  faut  conclure  l'existence  dW 

troisième  racine  entre  o,— a,  et  on  la  découvre  aiséffleat 

entre  O  et  —  i.  Les  deux  autres  racines  sont  imaginées. 
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4a  I'  Maisil  fuffira  de  connaître  les  deux  premiers  termes  de 
chacune  des  lignes  de  diiFérences  ^  jusqu'à  la  différence  conft«> 
tante  :  soit  l'équation 

o  =  a+bx+cx^  -f-cîj!;^+  ex^+  etc. 

pour  les  substitutions  o,  i  ^  2,5,4f  ^^^-  ^^  place  de  a;  ^  on  a 
les  résultats 

* 

V  a  +  26  +  4^+8d+i6c+ etc. 

C  +  36-4-9C+ 27<ï  +  8ic 

etc. 

retranchant  chacune  de  ces  lignes  de   celle  qui  la  suit ,  onf 
trouvera  cette  première  différence  première 

JB—b  +  c+d  +  e+f+g  +  h  +  i+k, 

6tant  chaque  différence  première  de  celle  qui  la  suit ,  on  aura 
cette  première  différence  seconde 

aC=2(c+3d+7e-f-i5/4-5ig'+63Ji-|-i27i+255ft+etc); 

chaque  différence  seconde  de  la  suivante  ^  la  première  diffé*-. 
rence  troisième  sera 

62?=:G(d-f-6e4-25/'+90g-|-3oift+9SSi+3oa5ft+etc.), 
La  première  différence  quatrième  sera 

a4iE^=!24  (e+  lof-jr  S5g+35oA+i70ii+777oft  +  etc.  ) 
La  première  différence  cinquième 

i2oF=i2o (f+i5g  +  i4oh-i-  io5oi -^  6Q5ik  +  etc.  ) 
La  première  différence  sixième 

72oG=72o  (g"  +  2iA  +  266f+2646ft  +  etc.  ) 
La  première  différence  septième 

Bo4oHz=z  5o4o  (A  +  28 i+  4G2  +  etc.) 
La  première  différence  huitième 

4o32o/  =4o320  (  i  +  3Sk  +  etc.  ) 
*36a88o/iC=36a88o(A+etc,)  . 


'4ga  É  L  i  M  E  N  s 

Cette  table  snilira  pour   résoudre  les  équations^  depuis 
premier  jusqu'au  neuvième  degré  inclusivement. 

Pour  le  second  exemple ,  on  a 

a=-|-  372^  (      ji=za:=+  372 

ft=  +  2i35|  1       B=:   —     1848 

c=-4-  402  \  j»Q^   /     2C=   +   i35oÇ 
d=—4Si5l  \    6D=z   +  45G90 

e  =  o  I  I  24-^  =    +  lûoooo 

y=+  5ooJ  [i2oF=:    +  60000 

Au  moyen  de  ces  différences  qu'on  rencontre  parmi  cel! 
que  nous  avons  obtenues  pour  la  seconde  équation ,  on  pe 
prolonger  les  lignes  des  différences  et  des  résultats  dans  1 
deux  sens. 

422.  Nous  passerons  à  l'approximation.  L'équation 

x^ — 2a:— 5=0 
traitée  (4oi  et4o6)  ,  a  une  racine  entre  2  et  3  :  {aisaïQt 

puis  dans  la  transformée 

z^'\-6z^'^ioz — 1  =  0 
I  ooz  z=iy ,  on  a 

y^+  Gooy*+ 1 00  oooy —  1 000  000  ; 

on  trouve  pour 

^         ^  i  ces  résultats  ?-    .    «  , 

y=  10  i  )  +biooo 

donc 

^^=9,     z  =  o,09,     x=2,09; 

mais  par  la  règle  de  fausse  position  (*) ,  on  a 


(*)  En  partant  de  re'qualion 

ax  —  b=zo.        d"'ou         xzzz-j 

a 

si  Ton    fait   les    hypothèses    a:  =  p,   ar  =  p+i,ou   aura   les  résulta 


r  D*À  L  G  È  B  R  C;  493 

"  y=^  +  ^S^ =  9+i^=9,453,d*oÙ2t=o,o9453 

•^     ^      60671 +G1000      ^     111671      ^'^    *  *  ^•^ 

et  a?  =  2^0945  y  résultât  exact  dans  les  quatre  premières  dêcî- 
-  maies  (4o6)  ;  on  pourrait  se  servir  de  cette  valeur  de  x  pour 

8*en  procurer  une  beaucoup  plus  approchée.  A  la  vérité  on  ûe 
-^  sait  rien  sur  le  degré  précis  de  l'approximation  obtenue  d» 

cette  manière  :  mais  nous  apprendrons  bientôt  à  l'apprécier* 
•:    '    Prenons  en  second  lieu  ^  l'équation 

qui  pour  les  substitutions 

— 1,0,  i  a,  5 

donne  les  résultats 

4-i3,        +7i         +1.         +i>         +i3 
difF.  r" —6,  —6  o,  +ia, 

2«" o,  +6      +ia. 

,3"«» +6      +6 

II  est  assez  naturel  de  soupçonner  l'exUtence  de  deux  racines 

«ntre   1  et  a  ,  et  comme  elles  ont  même  partie  entière  +  1 , 

•on  posera 

a;  =  1  +  2 , 

-     et  on  aura  la  transformée 

y^  mp-^b^ap  -h  a'^  b:  or 

■"^  ^.    ap  —  b ..'.    ap^-b        b 

'^  (ap^b)-^(ap-ha-^b)    ^  f"^     —a     ""S' 

qni  est  la  racine.  Ainsi  pour  auoir  la  racine  x  ,  il  faut  a  la  plus  petite 
substitution  p  ,  ajouter  le  résultat  correspondant ,  ditfisé  par  ce  résultat    - 
^  diminué  de  celui  gui  est  dû  h  la  substitution  p  -H  i.  Si  a  est  négatif ;y. 
_  4  la  formule  précédente  devient 

1   .   _^ ^np'-b — „j,r:fLzi*— —  *• 

''•^  (  — a^  —  ^)  — (— ap— a  — i)— ''"^       H- a      —       a' 

^i    est    la   racine  :  c^est   alors    le    cas   oh  la  sobstitation  p,    tonjoim 
positive  y  donne  an  résçdtat  négatif.  ,^ 
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laquelle  ,  dans  l*h}rpothèse  faite  précédemment ,  aurait  < 
racines  z  entre  les  substitutions  o  et  i  qui  donnent  -f- 1 . 
séparer  ces  deux  valeur^  de  2,  ou  pour  qu'elles  ne  soient 
toutes  deux  comprises  entre  les  deux  mêmes  nombres , 
ferons 

iozz=y  ,    dou    »=2  •^^ 

et  nous  aurons 

y^-j-  3oy* — 4ooy  + 1 000=  o 

et  aux  hypothèses 

jf  =  etc.  o,  1,  a,  3,  4 

correspondent  ces  résultats 

+1000,     +63i     +328,     +97,     —56 
— ^369,     — ^3o3,     — 23i 
+66,        +72 
+6. 

On  conclut  de  cette  ligne  de  résultats  ,  prolongée  par  les  d 
férences,  deux  valeurs  dey ,  l'une  entre  3  et  4;  l'autre  en 
6  et  7;  conséquemment 

.  ^     10'  10 

^3  5 

et  a:>  i  +  _,a?>  1+ g; 

mais  si  pour  avoir  une  valeur  plus  approchée  de  y  = 
o^  emploie ,  comme  ci-dessus ,  la  correction  donnée  par 
règle  de  fausse  position ,  on  trouvera 

J' =  3  +  ^  =3.6  etc. 

et  a  =  o,36etc. ,    d'où    a:=i,36. 

L'autre  valeur  dey,  corrigée  d'après  la  même  règle,  sera 

,       ^  =  G i^  =  S,88 

d'où 

4(ra==o,68    et    x=:ifi8. 
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r  la  plus  petite  valeur  de  x  obtenue  (4o6)  ,  savoir , 

a:  =  1  -4 


rêté  au  quotient  4  >  ^^^ 


^  "•"  4  etc. 


a;  :=:  -^  =  i,35  etc. , 

sultat  trop  grand  ;  ensorte  que  a;  =  i,36  est  une  valeur 
ès-approchée.  L'autre  racine  x ,  poussée  seulement  jusqu'au 
lotient  s ,  c'est-à-dire , 


a  +  etc. 

mne 

>n  voit  donc  que  la  racine  i,G8  est  beaucoup  trop  forte  , 
ême  dans  le  chiiFre  des  dixièmes  (4o6  )  ^  et  il  sera  facile  de 
corriger. 
.Reprenons  l'équation 

—  3x^  +  ax'^—  loo:^— 7a;*+  aia;+  i3=o, 

Dur  laquelle  nous  avons  trouvé  une  racine  x  =  —  1 .  Après 
division  par  x  -f-  1  ^   on  a   cette  équation  du   quatrième 
gré 

i  trouve  une  racine  négative  entre  o  et  —  1  ,  substitutions 
scquellçs  correspondent  +  i3  et  —  i8,  et  une  racine  po- 
Ve  entre  +1  et  +a  qui  donnent  -J-  8  et  — 9.  Occu- 
^s-nous  d'abord  de  la  première  racine.  Multipliant  Téqua- 
^  ci-dessus  par  1000,  et  faisant  \Qx-=:=iy  ^  on  aura  la 
^sformée 

—  3y^-h  ^^y^  —  i5ooy*  +  8oooj^  +  i3oooo  =  o. 
%ouve  par  \^%  différences ,  une  racine  entre  les  nombres 


/. 
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^«6  et  —  7  qui  donnent  +  ]5264  et  ^  aSgSS,  et  par  h 

règle  de  fausse  position  ,   y  =  — 6  —  = ^==  —  6,356G, 

d*où  xz=z — o,G35G6,  résultat  exact  dans  les  trois  première! 
décimales.  Venons  à  la  racine  positive  entre  i  et  a  et  très- 
Toisine  de  i  :  on  posera  x  =  i  -|-<^  >  et  on  aura  la  transforméi 

—  3z^ —  yz^  —  184* —  igz  rf-  8  =  o, 
Multipliaht  par  10000  et  faisant  102  =  v>  on  aura 
—  3y4 —  fjoy^  — 1800^* —  igoooy  +  Boocx)  =  o, 

qui  donnent  une  racine  entre  -f~  3  et  -f~4  >  nombres  auzqueb 
correspondent  +  ^^^7  >  ""  3oo48.  On  aura  donc  ,  d'après  il 
règle, 

^=3  +  ^^=3,1345,    d'où    a?=i,3i345. 

Pour  mieux  fixer  les  idées  sur  Tapproximation  donnée  ptf 
la  règle  de  fausse  position, -nous  en  ferons  encore  une  appfi* 
cation  à  l'équation 

160::^ —  200:^  +  Sx —  0,07845  90957  37845  =  o  , 

traitée  par  M.  Legendre  (  Trigonom.^  ,  et  dont  il  a  troBfi 
Tune  des  racines  =  0,01670  73173  ii8ao  7. 

Les  substitutions 


X  = 
X 


=  °  }  donnent  f  7  °'°^^f,  ^°^^/  ^7845 

=    1     J  l    +0,92154    0904a     72155; 

d'où  Ton  conclurait,  diaprés  la  règle  de  fausse  position, 
xz=:o  +  —Q> 07845909^7  27845 


—  1 ,  00000  oocoo  00000 


valeur  de  x  qui  s'éloigne  fort  de  la  vérité.  Les  résnltats 
aux  suppositions  a:  =  o ,  a:  =  i  niontrarit  que  la  racine  x 
beaucoup    plus    voisine    de  zéro    que    de    Tunité ,   on  w 
ioox  =  z,  et  on  trouvera  la  transformée 

x6a^ — ao  (ioo)V+  5(ioo)*a — 7845  90957,27845=0. 
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Les  substitutions 

*  =  '  1  donnent  |  ~  ^^"^^  ^""^^^  *  ^7845 
/a  =  2j  l +ai38  09554,72155  , 

d'où 

^^,  I  —^847  90941,37845  _  ^ 
—498600496,00000         '  ' 

et  a?= =  0,01071  , 

100       . '       /     ' 

résultat  qui  diffère  dans  la  cinquième  décimale.  Pour  appro- 
cher davantage  ,  il  est  naturel  de  supposer  looox  =  2  ^ 
Jiypothèse  qui  donne  la  transformée  , 

162;*  —  2o(iooo)V4"  5  (i 000)^2  —  784530967  27845  =  0.: 

Pour 

z  =  1 5  1    f  —  352  65883  77845 

a  =  16/    1  "+ 145  90010  49371  » 
d'où 

.  *—  '^  +  —  498  55894  ^ySTS  -^  '^>707^^ 

«t  a;  = =0,01570735, 

1000    >   /  /   ' 

résultat  qui  diffère  dans  la  huitième  décimale.  Pour  appro- 
cher davantage,   on  supposera  de  nouveau  ioooox  =  2,,e 
on  trouvera  la  transformée 

i6z^ — 2c(ioooo)V+5(ioooo)'^« — 784590957  27845  00000. 

Pour  trouver  les  substitutions  propres  à  donner  des  résultats 
de  différen»  signes,  il  ne  faut  que  comparer  le  terme  5  (ioooo)^a 
avec  le  terme  tout  connu,  et  d'ailleurs  il  est  clair  que  ces  substi- 
tutions ne  peuvent  être  que  les  nombres  i5j  et  i58,dontle 
premier  est  composé  des  trois  premiers  chiffres  à  gauche  de  la 
virgule  ,  dans  la  dernière  approximation ,  ce  qui  résulte  de  la 
composition  même  de  la  valeur  de  z  : 

z  =  167  1   ,  f  —   3  64783  a5GoG  19088 

a  =  i58  i  ''°"°^°*  1  +  46  ac337  86683  76288  ;  . 

3a 


dalica 

dose 

raoiiir^iii  u  difffti*  pa  J*  piUa  aiugné«  par  M.  LigaidrtJ' 
'  tfniM  naité  dn  dizUoM  oidn.  L«  décimales  communetàdenz 
^jproadlwriaM  '■BCCwrfTBi  '  WWlt  néceaaairement  exactu.el 
«*Bit  linii  qta'on  pmt'^bger  da  degré  actuel  de  rappro:niu- 
tkm  :  vaù  h  âarmln  Tilenr  obtiaue  pour  x  et  la  Taleur  ap- 
piodés  qs'i»  traUTanît  par  sa  wuTean  calcul ,  ayant  les  ntal 
jtnwîin»  dèonUM  cobudiuih  ,  on  serait  assuré  de  l'exac- 
titnda  da  la  xaôm  Hbê  cm  dkùnaleE. 

Nom  Uhow  «bs  laotoon  A  aiiprécier  ces  ressourcei ,  tt 
nom  TBnmTtNU  c«nz  qù  daûvraient  d'autres  détails ,  n 
«kaptn  XV  4*  ta  Trigouomittne  de  Cagnoli,,  ajaoi  pour 
titra  :  D*  la  rétijutioa  taanéritpu  de  toutes  sortes  déqualions , 
«t  à  l'onvrage  do  Kramp  ^  iotitalé  :  Elémens  d'ArUhntélijat 
universelle 
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CHAPITRE  XXXIV. 

Regledes^gnes^y  ou  règle  de  Descartes^ 

4^5.  U  ^  £  équation  de  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus 
de  racines  positives  que  de  variations  de  signes  ,  nt  plus  de 
racines  négatives  que  de  permanences  ou  de  répétitions  suivies 
du  même  signe^ 

La  proposition  sera  prouvée  si  la  multiplication  da  prepùer 
membre  par  uo  facteur  X'-^a  correspondant  à  une  racine 
négative  y  ^introduit  pas  dans  le  produit  une  variation  de 
plus ,  et  si  la  multiplication  par  le  facteur  x — a  correspondant 
à  une  racine  positive  ,  ne  donne  pas  une  permanence  de  plus , 
parce  que  le  produit  contenant  un  terme  de  plus  que  le  mul- 
tiplicande ,  il  s'y  trouveira^  dans  le  premier  ca«»  au  nK>ins. 
une  permanence  de  plus  /  et  dans  le  second  ».  au  moins  .une; 
Variation  de  plus.  - 

Soit  réquation  proposée 

le  produit  par  x-f-a  sera, 

•+•  a\      -t-^r^l  +Sa\      -^Tal     +Faz=zo. 

Le  coefficient  de  chacun  déa  termes  de  ce  produit ,  est  égal 
à  celui  du  t^rme  de  même  rang,  dans  la  proposée  ^  augmenté 
du  coefficient  du  terme  précédent ,  mpltiplié  par  a.  D  après 
cette  loi  de  formation  j  on  yjoitqxie ,  pour  obtenir  les  signes  des 
termes  du  produit  par  x  -^  a  ,  il  suffit  d'écrire  la  série  des 
signes  du  multiplicande  ,  et  au-dessous  la  même  suite ,  ea 
ne  commençant  qu'à  la  seconde  place.  Pour  le  facteur  x-^a^ 


^ 


boy  é   L  É  M   E  N   S 

la  première  ligne  du  produit  est  encore  la  série  des  signes  da 
multiplicande  ,  et  dans  la  ligne  inférieure ,  ces  mêmes  signet 
sont  changés  et  reculés  d*une  place  vers  la  droite. 

Soit  donc  la  série  des  signes  du  multiplicande 

+  -f- H 1 1 1 H-  + 

celle  iîu  produit  par  le  facteur  x-f-a,  sera 


+  +  +  — + +  — + h 

+  +  H h H 1 -+  +  + 

4-  +  +   i  II   —    i  i  i   i—  *+  +  -4- 

rà  la  lettre  i  indique  rindétcrminati on  du  signe  du  résultat, 
Jor9qu*on  fait  abstraction  de  toute  valeur  numérique  des 
eoefficiens.  Tant  qu'il  j  aura  permanence  de  signes  dans  le 
mnlfiplicande ,  à  partir  du  premier  terme  ^  il  y  aura  ansÂ 
perrtianence  de  signes  dan»  le  produit  ;  m'aist  lorsque  la  per- 
manience  cessera  au  multiplicande  ,  le  signe  correspondant  da 
produit  deviendra  indéterminé ,  et  Tindétermination  continnera 
}  usqii'à  ce  que  la  permanence  se  rétablisse  dans  le  multipli- 
cande ,  auqnel  cas  le  signe  du  produit  deviendra  déterminé , 
et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des  signes  indéterminés  du  prcv 
duit ,  sera  donc  le  mèms  que  celui  des  variations  de  signes 
du  multiplicande.  Il  suflit  donc  de  faire  voir  que  les  signes 
inrîéterminés  ne  peuvent  ,  dans  aucun  cas,  introduire  au  pro- 
duit pins  de  variations  qu*il  ne  s'en  trouve  au  multiplicamîe. 
l-n  seul  si;j;ne  indéterminé  ne  peut  être  comprig  qu'entre  des 

?ip;nrîs  dissemblables  -\ ,  ou f-  :  si ,  pour  cette  indèler- 

mination  ,  on  prend  le  signe  -|-,  il  y  aura,  dans  le  premier 
cas ,  permanence  de  +  à  -f-  et  variation  de  +  à  -^  ;  si  on 
remplace  ie  signe  indéterminé  par  ^— ,  il  y  aura  variation 
de  -f  à  — ,  et  permanence  de —  à  —  ;  il  en  sera  de  même 
en  supposant  +  puis  —  entre  les  deux  signes  —  et  +;  ainsi 
un  signe  indéterminé  compris  entre  deux  signes  détermines 
ne  peut  donner  qu'une  variatii^Jn.  Un  nombre  impair  de 
signes   indéterminés    consécutifs  ,   se    trouve    compris    erîre 
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denx  signes  dissemblables ,  et  un  nombre  pair  de  ces  signes 
successifs  est  intercepté  entre  deux  signes  semblables  :  dans 
i*un  et  Tautre  cas,  le  plus  grand  nombre  de  variations  qu'on 
pourrait  introduire ,  en  supposant  dés  sigiies  au  lieu  de  ces 
indéterminations ,  serait  au  plus  égal  au  nombre  des  variation» 
qu'on  trouve  dans  le  multiplicande.  Donc  ,  comme  il  y  a  au 
produit  un  signe  de  plus  qu'au  multiplicande,  on  doit  conclura 
que  le  facteur  x  +  a  sl  introduit  »  au  moins ,  une  permanence  ; 
qu'ainsi  le  nombre  des  racines .  négatives  ne  peut  être  plus 
grand  que  celui  des  permanences. 

On  prouverait  par  un  raisonnement  semMable  qu'en  mul-- 
ti  pliant  par  le  facteur  x^a,  correspondant  à  une  racine  po^ 
sîtive ,  le  produit  ne  peut  contenir  au-delà  du  nombre  des  per- 
]i3anenc;es ,  qu'on  compte  dans  le  multiplicandje  ,  et  comme  il 
se  trouve  dans  ce  produit  un  signe  de  plus  que  dans  l'équation  » 
il  s'y  sera  donc  introduit ,  au  moins  ^  une  variation  de  plus. 

4^4'  ^^  suit  du  théorème  précédent  que  lorsque  toutes  les 
racines  de  la  proposée  sont  réelles ,  le  nombre  des  racines 
positives  est  précisément  le  même  que  celui  des  variations  , 
et  que  les  racines  négatives  sont  en  même  nombre  que  les 
permanences.  En  eifet ,  soient  m  le  nombre  des  racines  posi- 
tives ,  n  celui  des  racines  négatives ,  mf  le  nombre  de  varia- 
tions ,  et  n'  celui  des  permanences  :  puisque ,  par  hypothèse  ; 
toutes  les  racines  sont  réelles ,  on  aura 

«■ 

fiî  observant  que  le  nombre  tant  de»  permanences  que  des 
variations  ,  est  égal  au  degré  de  l'équation  ,  ou  au  nombre  de 
signes  qu'elle  renferme  :  or ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé-r 
Biontréy  on  ne  peu^  avoir  m'^m'  ;  donc  le  nombre  nne  peut 
^  être  <['7i';  on  sait  d'ailleurs  que  nne  peut  être  >>  nf  ;  donc 


iï:=:/t      et    771  r^  771  , 


425.  Lorsqu'il  manque  un  des  termes  dans  la  proposée^  on 
■peut  assez  souvent  reconnaître  la  présence  des  racines  imagi- 
naire? par  la  irègle  ci-dessus.  En  effet  1  si  l'on  restitue  le  terme 
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qui  manque ,  en  lui  donnant  successivemeilt  -f-  o'  et  -«-  o  pour 
coelHcient ,  le  nombre  des  Tariationi  et  celui  des  permanences^ 
correspondans  aux  deux  signes  du  terme  restitué  ,  seront  diSe- 
rens  ou  les  mêmes.  Dans  le  premier  cas  ^  il  exbtera  des  racines 
imaginaires  ;  car  si  on  voulait  supposer  xfap  toutes  les  racines 
fussent  réelles  I  on  serait  conduit  par  ce  qui  vient  d*étredit 
(4^4)»  ^  deux  conclusions  contradictoires  sur  le  nombre  tant  des 
racines  positives  que  des  racines  négatives.  Dans  le  second  cas, 
toutes  les  racines  peuvent  être  réelles  ;  mais  rien  jnsquid  ne 
prouve  qu^elles  le  soient.  Qu'on  ait ,  par  exemple  ^  l'éqoaâon 

a:*  -T-  aox'  +3oa:*  -f- 1  gx  —  3o  =  o 
qui  manque  du  second  terme  et  qu'on  la  complète  en  écrivant 

jfi±:ox^ — flor^+Sox^-t-igaî  — 3o==o  : 
on  observera  que  soit  qu'on  prenne  ox^  en  plus  ,  soit  qn'on  le 
prenne  en  moins  y  on  trouve  dans  toute  Pétendue  de  TéqiuK- 
lion ,  trois  variations  et  deux  permanences.  rToutes  les  racines 
peuvent  donc  être  réelles ,  et  effectivement  1* équation  en  dôme 
trois  positives 

ce   —     1    y  OC  *      I        2    y  OC  ■     O      y 

et  deux  négatives 

x= — 1     et    a:= — 5. 

426.  Une  équation  en  x  dont  toutes  les  racines  sontréelksy 
n  autant  de  racines  comprises  entre  o  et  p  ,  quil  y  a  de  per- 
manences de  signes  dans  la  transformée  en  x  —  p  de  plus  ^ 
dans  r équation  en  x. 

En  effet ,  toutes  les  racines  de  la  proposée  ,  comprimes 
entre  zéro  et  p ,  et  conséquemment  positives  ,  deviennent 
négatives  lorsqu'on  passe  à  la  transformée  en  a: — p\  donc 
les  variations  de  signes  de  la  proposée  ,  en  même  nombre 
que  ces  racines  positives  ,  doivent  se  changer  en  autant  de 
permanences  dans  Ja  transformée.  On  démontrera  fort  aisé- 
ment la  réciproque  qui  a  pour  énoncé  : 

Une  équation  â  racines  réelles  ne  peut  avoir  n  racines  coni-j 
prises  entre  zéro  et  p ,  si  sa  transformée  en  x  —  p  na  pas  s 
perjnanences  de  signes ,  de  plus  que  la  proposée. 
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M.  JBudan  ajoute  :  Nous  arons  Tnême  de  fortes  raisons  de 
nroire  que  la  seconde  proposition  est  aipplicable  à  une  équa« 
ion  quelconque. 

Ainsi  l'équation  ^  z 

x'— 7x+7=o 

étant  de  celles  qu'on  sait  avoir  toutes  les  racines  réelles  ,  et 
donnant  lieu  aux  transformées 

(x—i)3+3(a:—0*—4(x— 0+1=0 
(x — ay+6(x — i2)*+5(a: — a) +  1  =  0, 

m 

de  ce  que  cette  dernière  transformée  a  deux  permanences  de 
plus  que  la  proposée  ,  on  conclura  qu'elle  a  deux  racines 
entre  o  et  a.  Si  Ton  fait  x= — a; /auquel  cas  la  proposée 
devient 

2? — ox*— 7x-T-7=o 

4m  obtient  les  transformées 

(07—1)34.  3(a;_i)«—  4(x— 0  — i3=p 
(x— 3)3+  6(x— a)*+  5(x— a)  — i3=o 
(x— 3)3+  9(^— 3)*+ao(x— 3)—  1=0 
(x— 4)3+ia(x— 4)«+4i(x— 4)  +  a9=o, 

^  et  on  reconnaît  d'après  le  même  principe  ,  l'existence  d'une 
tacine  entre  3  et  4  j  ^^  ^^^^  >  ^^  nombre  des  permanences 

Bii*augmente  d'une  unité  ,  qu'en  passant  de  la  transformée  en 
x*— 3  à  celle  en  X — 4 

^  •;  Nous  croyons  devoir  rapporter  ce  que  dit  M.  Lagratige^ 

i|e  la  méthode  de  M.  Budan,  dans  la  Résolution  des  équations 

''mmériques. 
9 
;  «  Lorsque  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles , 

^t  on  peut  trouver  leurs  limites  sans  le  secours  d'aucune  autre 

•>   équation^  par  le  moyen  de  la  seule  règle  de  Desccrtes;  car 

.7    si  on  diminue,  par  exemple ,  toutes  les  racines  de  l'équation 

.>    en  X  de  la  quantité  a,  en  y  substituant  2  +  a  pour  x  ,  la 

'    transformée  en  2  ou  en  x  — '  xz  aura  autant  de  variations 


I 


>i  entre  n  et  71+  i.  On  pourra  trouver  ainsi  sui 
»  les  prepiières  limites  des  racines  positives,  < 
N  de  même  celles  des  racines  négatives  par  la  c 

V  des  permanences  dans  les  transformées  en  71  -f- 1 . 
55  J'ignore,  ajoute  cet  illustre  Géomètre,  si  cet 

V  avait  été  faite  avant  le  mémoire  que  M.  £uà 
»  à  .rinstitut  en  i8o5  ,  et  qu'il  vient  de  publier  ai 
)^  mentations ,  sous  le  titre  de  Nouvelle  Méthi 
»  résolution  des  équations  numériques  (*).  L'aut 
))  un  moyen  simple  et  élégant  de  former  Ie%  tran 
>»  X  —  i ,  a:-— 2,  etc.  ;  et  appliquant  la  règle  de 
))  ces  transformées ,  ainsi  qu'à  d'autres  déduites  < 
Y*  il  trouve  les  limites  de  toutes  les  racines  et  1 
51  aussi  approchées  qu'on  veut.  On  peut  dire  que 
31  ne  laisse  rien  à  désirer  sur  la  résolution  des  é< 
S)  mériques  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et 
2î  à  cet  égard  ,  servir  de  supplément  au  présent  Tr 

»  Au  reste ,  si  l'équation  avait  des  racines  im 
n  pourrait  disparaître  des  variations  de  signes  d^une 
î?  à  l'autre ,  sans  qu'aucune  des  racines  réelles  po£ 
y)  négative ,  comme  on  peut  s'en  convaincre  aiiéu 
y)  exemples  :  ainsi  l'équation  a;^—  ar*-+-6x— ^  11 
5>  transformée  en  x — 1, 
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î>  OÙ  Ton  volt  que  deux  variations  de  signes  ont  disparu  ;  ce- 
n  pendant  il  n^  a  pas  de  racines  entre  o  et  i , 

79  Mais  si  le  nombre  des  variations  de  signes ,  qui  dispa- 
D  laissent  d'une  transformée  à  la  suivante  ,  était  impair^  on 
5ï  en  pourrait  toujours  conclure  l'existence  d'une  racine  réelle 
9  et  positive;,  car  cela  ne  peut  arriver  à  moin^que  le  der- 
})  nier  terme  ne  cUange  de  signe.  Or  il  est  visible  que 
)>  les  derniers  termes  des  transformées  en  x  —  n,  x — n — i 
?)  ne  sont  autre  chose  que  les  résultats  des  substitutions  de  n 
3)  et  7i-|«  1  à  la  place  de  x  dans  la  proposée^  parce  que 
3)  chacune  des  transformées  se  réduit  à  son  dernier  terme  1 
»  en  y  faisant  a;  =  7i,a;  =  7i+i:  aihs^il  doit  nécessairement 
9)  y  avoir  une  racine  réelle  entre  n  et  7i-|-i.  La  transformée  en 

jt  X— *a  de  réquation  ci-dessus^  est 

i 

«(x — 2)^-f-4(^ — a)*+io(x — fl)  +  1=0, 

y)  qui  a    une  variation   de  moins  que  la   précédente  ;  aussi 
7i  existe-t-il  une  racine  de  la  proposée  entre  i  et  s.  )) 
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Note  sur  le  n°  1Z2,  page  85. 

Notis  avons  annoncé  (  Disc»  prél. ,  pag.  8 ,  note,  )  que 
lA.  Reynaud  avait  étendu  tes  règles  pour  la  multiplication  et 
la  division  des  exponentielles  d'une,  même  lettre^  aux  cas  des 
exposans  incommensurables  des  detix  signes.  Nous  allons  donner 
de  cette  proposition  9  une  démonstration  plus  simple  que  celle 
àe  ce  géomètre 4. 

Les  deux  nombres  m  et  n  étant  incommensurables,  il  s*agit 
de  prouver  que,  pour  a>i,  onne  peut  avoir,  a"*X  a"=a'"^'*=^'', 

et  1* 

a"*  X  o"  =  o"*"*""""', 

frétant  un  itotubre  atfesi  petit  qu'on  voudra.  Soient 

i 

m\  n'  étant  commensurables,  f,  C  étant  incommensurables  aussi 
petits  qu'on  voudra ,  et  tels  que  C+C  soit  <  r  :  si ,  dans  le 
second  membre  de  l'égalité  supposée ,  on  remplace  771  et  tz  pai^ 
les  valeurs  ci-^sstia ,  et  qu'on  représente  C  -f-  C—  r  par  —  i^,  à 
•attse  de  €+C  <  r^  on  aura 

/  étant  un  nombre  incommensurable  qu'on  peut  décomposer 
en  /'H-i^'',  r^'  étant  commensurable  ,  et  r'"  incommensurable 
et  aussi  petit  qu'on  voudra  :  si  pour  r'  on  ne  suppose  que  r",  il 
est  clair  qu'on  aura  l'inégalité 

c*est-àrdire , 

an  observant  que  les  nombres  tti',  71'et  r"  sont  coramensurables; 
^r  a"*'  >a"*,  c*'<:^a"  eta^''>  1  i  donc  par  cette  double  raison^ 
*  inégalité  (a)  ,  ainsi  que  celle  qu'on  a  supposée,  sont  inad- 
^Uissiblei. 


5lO  NOIE. 

Si  le  nombre  a  tombe  entre  zéro  et  Timitéi  Tinégalité  (i) 
donne  au  contraire 

\         ^  ^h7         •  •  •  .  •        \P)  7 

or  a"*'  >  a",  û"'  >  a"  et  a'"  <  1 5  donc  Tinégalité  (3)  ainsi  qiM 
rhypothèse  d'où  Ton  est  parti,  sont  inadmissibles. 
On  ne  peut  avoir  a*,  pour  a  >  1 , 

^mv^fln_Qm+«+r (^^ 

Soient  m=:  m'— C,  n=»'— ff,  r— e_C'=/acV'+/",  / 
étantia  partie  commensurable  y  et  /''  la  partie  incommensurable 
der':  on  aurait 

a"*  X  a"  X  1  >  a"»'-^»'-^'  >  a"»'X  û"'X  a"" .      (5)  \ 

or  à  cause  de  a"*'>a"*,  a"'  >a'*,  a'">  1 ,  l'égalité  (5)  serait 

fausse,  et  conscquemment  il  en  serait  de  même  de  T égalité  (4). 

Pour  le  nombre  a  entre  zéro  etTunité,  l'égalité  (4)  donnerait 

a«Xa*Xi<a'"'Xa"'Xû^' (6), 

inégalité  fausse  à  cause  de  c^'  <  a"»,  a"'  <  a*,  a'"  <[  1 . 

Pour  étendre  cette  proposition  au  cas  des  exposans  inconn 
mensurables  négatifs  ^  il  suffirait  de  démontrer  la  transformatioa 


a"* 


pour  m  noiybre  incommensurable  :  il  s'agirait  donc  de  prouver 
qu  on  ne  peut  avoir 


flmiir   » 


quelque  petit  que  soit  r.  Or ,  pour  a>- 1 ,  et  en  posant  ton* 

jours  m^=:nrl  '\'^ ,  et  ff. —  r  =  /=  r^'^-  '^''>  t'  étant  commen- 
surable et  y^"  incommensurable  et  aussi  petit  qu*on  voudra,  ott 
aurait,  en  prenant  r  négatif, 

«-"X 1  >  ■^,  =c-""X  cf....     (7)  ; 
or  à  cause  de  a~'"'>a~'",  en  observant  que  de  deianombn' 


\ 


NOTE.  5ll 

•  négatifs^  le  p)a8  grand  est  le  plus  petit,  abstraction  faite  du 
signe,  et  de  •^''^i«  Tinégalité  (7)  est  fausse ,  et conséquem- 

inent  on  ne  peut  avoir  w^zn  -5— ••  Pour  a  entre  zéro  et  l'unité^ 

'  eoEi  aurait 

^r^Xl<5;î^<a--'-*^'<û--"»'Xa'^...    (8), 

•t  â  canae  de  IbT^  <  or"»  et  de  a'"«<  1 ,  Tégalité  (8)  est  encore 
fanise.  Il  est  facile  maintenant  de  prouver  qu'on  ne  peut  avoir 

4r*=  —çf  dan3  les  deux  hypothèses  à  faire  sur  la  base  a. 
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